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Vorrede—. 


Es⸗ wird nicht noͤthig ſeyn, den Leſern mit 
Aufzaͤhlung der Hinderniſſe, welche das Erſchei— 
nen der mir aufgetragenen Fortſetzung und 
Beendigung des Kluͤgelſchen mathematifchen 
Woͤrterbuchs ſo lange verzoͤgert haben, beſchwer⸗ 
ich zu fallen. Dem vornehmſten derſelben, 
Mangel an litterariſchen Huͤlfsmitteln, iſt ziem⸗ 
lich abgeholfen worden, und es iſt die Ausſicht 
vorhanden, daß ſolches noch mehr geſchehen 
wird. Ich werde kuͤnftighin nicht bloß von 
dieſer, ſondern auch von anderen Seiten unges 
hinderter fortarbeiten Fünnen, um den Lefern 
den fünften und legten Theil der erften, die 
seine Mathematik umfaffenden, Abtheilung dies 
ſes Werkes fobald als möglich in die Hände 
zu bringen, und hoffe folches ſchon zu Mi 
chaelis nächften Jahres Teiften zu koͤnnen. 


vv 7 Borrede. 


Die Neichhaltigkeit mancher der noch rlick- 
ftändigen, mitunter nicht, zu leichten, Artikel 
machte namlich eine Trennung und Abfon- 
derung in zwey Theile nothwendig, obgleich dag 
Merk urfprünglih nur auf vier Theile ange- 
legt und Berechnet war. Die £efer follen, wie 
ich hoffe, bey der getroffenen Einrichtung nicht 
verloren haben, indem auf dieſe Weife die Ent- 
wickelung und Darftellung wichtiger . Gegen- 
- Stände mit der noͤthigen Ausführlichkeit und 

Deutlichkeit gefchehen kann. | 
Bey dem großen Zumachfe, den die Mathe- 
matif, insbefondere die Analyſis, vorzüglich im 
Auslande, faft täglich erhält, iſt auch ſchon 
Stoff genug zu Ergänzungen, ſowohl der vo— 

rigen Theile, als des gegenwaͤrtigen Theils die— 
ſes Woͤrterbuchs vorhanden, zu geſchweigen, 
daß manches ſchon fruͤher vorhandene aus leicht 
begreiflichen Urſachen uͤberſehen worden iſt. 
Ich bin, wenn es von mir gewuͤnſcht wird, 
und Leben und Geſundheit es verſtatten, nicht 
abgeneigt, in der Folge auch einen Supple— 
mentband dieſes Werks, welcher Nachtraͤge und 

Ergaͤnzungen enthaͤlt, zu liefern. 
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Sch Habe nur noch mit wenigen Worten 
den Antheil anzuzeigen, den ich an der Aus: 
arbeitung des vorliegenden Theils des mathe: 
matiſchen Wörterbuich8 Habe, | 

Die Artikel: Magifches Quadrat, und 
alle des Buchſtabens ©,, von dem: Stereo- 
graphifche Projection an, bis auf die 
Artikel: Subtraction Summe und Syn- 
thefis, worüber der verewigte Klügel einiges 
aufgefeßt Hatte, mas ich ergaͤnzt Habe, rühren 
ganz von mir her, Die andern Artikel find. 
größtentheils noch Kluͤgels Arbeit, welche aber 
einer Reviſion, und mitunter fehr der Ergan- 
sung bedurften, Die Artikel: Quadratwur— 
sel, Quadratur, Wectification und 
Sphaͤroid, haben beträchtlihe Zufäge durch 
mich erhalten. Der vorkegte unter den genann- 
ten Artikeln war fihon abgedruckt, als ich erit 
Kenntniß von der vortrefflihen Methode des 
Herrn Hofrath Gauß zur Nectification der 
ganzen Ellipfe fowohl, als einzelner elliptifchen 
Bogen, welche aus defien Abhandlung: Deter- 
minatio attractionis, etc. $, 16—18. ſich 
ergiebt, erhielt. Ich wärde fie fonft fatt der 
£egendrefchen, weil fie vorzüglicher iſt, aufge: 
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nommen haben, "O5 der Eleine Zufaß, welcher 
ich in. dem Art. QNuadratur, 145, ben ber 
von diefem großen Geometer angegebenen Me: 
thode der mechanifchen Duadraturen angebracht 
habe, fo bedeutend ift, daß es ſich der Mühe 
verlohnt, ihn auf die Falle von mehr als drey 
Drdinaten auszubehnen, muß ich bem Urtheile 
der Sachverſtaͤndigen uͤberlaſſen. 

Die Weitlaͤufigkeit des Artikels: Summe: 
rung der Keihen, wird man nach Durch—⸗ 
fefung deſſelben vermuthlich nicht tadeln, zumal, 
wenn man erwägt, mie wichtig biefer Gegen: 
fand ift, und daß man felbft in dem großen, 
‚ hierher einfchlagenden Werke von Lacroix nicht 
alles venfelben betreffende bekannte in einer 
ſchicklichen Ordnung beyfammen findet. 

Hiermit empfehle ich biefe Arbeit der güti- 
gen und nachfichtsvollen Aufnahme der geneigten 
Leſer, mich felbft ober ber Gewogenheit ders 
felben. 

Gefchrieben an der Leipziger 

Jubilate⸗-Meſſe, 1823. 








Mathematifhes Wörterbud, 
| oder Mi 
Erklärung der Begriffe, Lehrfäge, Aufgaben und 
Methoden der Mathematif, mit Iiterarifchen Nach: 
richten in alphabetifiher Ordnung. 


— —— — 


Erſte Abtheilung. 
Arithmetik, Analyſis und Geometrie, die niedere und 
die hoͤhere. 


Q. 


Quadrangulum, Viereckige Figur, ſ. Viereck. 

Quadrant iſt der vierte Theil des Umfanges ei⸗ 
nes Kreiſes; auch ein Sector, welcher der vierte Theil 
der Kreisflaͤche iſt. Es gehört dazu ein rechter Winfek 
am Mittelpuncte. 

Quadrant heißt auch ein Inſtrument zur Mefs 
fung der Winkel in der Aftronomie und praftifchen Geo— 
merrie. Cs wird auf verfchiedene Arten eingerichtet. 

Bon ber Einteilung des Duadranten f. die Arti⸗ 
fel, Grad und Maß, Th. IIL ©. 601. 

Quadrantal⸗Dreyeck, fohärifches, ift ein fol: 
des, worin eine der Geiten ein Quadrant ift. 

Quadrat iſt eine ebene geradlinichte Figur mit vier 
gleichen Seiten und vier rechten Winkeln. — Wie ein 
Quadrat über einer gegebenen Linie gezeichnet wird, zeigt 
Euklides, 9. 1L.6©&.46 | 

Ein Quadrat zu zeichnen, welches fo groß ift als 
jwen gegebene zufammengenommen, folgt aus dem pytha⸗ 
goriſchem Lehrſatze. | x 


22Quadrat. 


Ein Quadrat zu zeichnen, welches der Unterſchied 
zweyer gegebenen Quadrate ſey, beſchreibe man uͤber des 
groͤßern Seite, a, einen Halbkreis, trage in denſelben von 
dem einen Endpunete die Seite b des zweyten Quadrats 
als Chorde, und ziehe dann die Chorde, c, des Comple⸗ 
ments zum Halbkreiſe, fo iſt dieſe die Seite des verlang⸗ 
ten Quadrats. — Denn die beiden Chorden machen mit 
einander einen rechten Winkel (Kreis, 20.); daher iſt bb 
-p cc = aa, das iſt cc=aa — bb. u 


Die Diagonale eines Quadrate ift mit der 
Seite der tänge nach incommenfurabel, d.i. verhält ſich zu 
derfelben nicht, wie eine ganze Zahl zu einer ganzen. — 
Diefes beweiſet Euflives, erft am Ende feiner arirhmetis 
fhen Elemente, auf zweyerley Weife, durch den Wider: 
ſpruch, worauf die Annahme der Nationalität des Vers 
haͤltniſſes führe, | | 

Allgemein ift der Sat: das Verhältniß ber Ka⸗ 
thefen eines rechtwinflichten Dreyecks ſey — 1 : p, und 
p eine ganze Zahl, fo ift das Verhältniß der Hypotenuſe 
zu jeder ber Katheten ein irrationales. — Geſetzt, das 
Berhälen der Fleinern Kathete zu der Hypotenuſe koͤnne 
je ein rationaleg, m: m + n, fegn, fo it ı:u. + p* 
— m*’; (m + n)*, daher 1:p = m*:2amn-+n), 
und m’ p® = (2m + n)n, Iſt das Verhälmiß, m: 
m-+ n, inden Fleinften ganzen Zahlen ausgedrückt, fo has 
ben auch m und m feinen gemeinfchaftlichen Theiler. Nun 
müßte das Product (2m 4 n)n durch m rheilbar feyn, 
wie es das gieiche m? p? ift. Da aber ber eine actorn 
weder durch mı felbft, noch durch einen Factor von m 
theilbar ift, fo müßte ber andere Factor, 2zm-+ n, durch 
m theilbar feyn. Die Divifion giebt den Quotienten, 


2+ =, welcher Feine ganze Zahl iſt. Das Berhält: 


nif der Fleinern Kathete zu der Hypotenuſe iſt alfo ein 
irrarionales, daher it auch das Verhältniß der größern 
Kathete, welche ein Vielfaches der Fleinern ift, zu der 
Hypotenuſe ein ivrationales. 


Quadratgrad. 8 


Quadratgrad iſt eine Meß-Einheit, die auf 
derfhiedene Art beſtimmt werden mag. 

Erſtlich für ebene Flächen ijt fie ein Quadrat, zu 
deſſen Seite Die fänge des Bogens von einem Grade auf 
dem Umfange eines gegebenen Kreifes genommen wird, 
auf ägnlihe Art, wie Duadratfuß, Quadratzoll die Qua— 
drate über einem Fuß, einem Zoll, bedeuten. Der Halbs 
meſſet des Kreifes fen — a, fo ift der halbe Limfang — 


va (Coflometrie, Ih. I, ©. 642,). Alſo iſt — — 
| »ea 


kreis⸗Grad, und —— 

180. 180 
Freifläche, durch den Halbmeſſer a ausgedrückt, ift — 
we Sie Hält alfo ‚103134 Quadratgrade hächs 
me; 

Bon dieſer Meß + Einheit wird man ſchwerlich 
Gebrauch zu machen finden, da man nicht leicht geradlis 
nichte Längen durch Kreishogen meffen wird. Wenn ei: 
he Kreisfläche zur Meß-Einheit dient, ſo Fönnte der Quas 
u für den Bruchrheil zur Einheit genommen wer: 
en, 


— ı Quadratgrad. Die 


Zweytens: Theile einer Rugelfläche laſſen fich bes 
ut durch ein gleichfeitiges und gleihwinfliges fphäris 
bes Viereck angeben, auf äbnlıcye Are wie ebene Ald+ 
ben durch das Quadrat einer beftimmten geraden Linie: 
Nimmt man zu den Seiten des ſphaͤriſchen Vierecks eis 
hen Bogen von Einem Grad, fo wırd ein folches fchicklis 
herein Duadratgrad genanntiwerden, als vorher das _ 
ebene Viereck, Die Winfel deffelden find g0° o’ 15,17 
hähitens. (Trigonomerrie, iphärifche). Es verhaͤlt fich 
du der Rugelfläche, wie dee Überfchuß feiner Winfel ber 
ber Rechte zu acht Rechten, nahe wie 62,34 Gew. zu 720 
Örad, das ift, wie zu 41248; x 
Drittens: Eigentlicher wird auf der Kugelflaͤche 
em kreisfoͤrmiger Raum, deffen Durchmeffer dem Bor. 
ah — x Grad iſt, ein —————— heißen⸗ 
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Der Halbmeſſer der Kugel ſey = a, fo iſt dieſer Flaͤchen⸗ 
raum 2" aa (1 cos 30°) = 4r aa (sin 15°), Coms 
planation Th. J. ©. 515. Da die ganze Kugelfläche — 
4 7 aa ift, fo verhält ſich dieſer Quadratgrad zu der Rus 
gelfläche, wie.(sin 15)* ı, das iſt, wie 1352525. 

Der vierſeitige Quadratgrad und der kreisfoͤrmige 
verhalten ſich wie 5j2525: 41248, oder wie 4:3,141165, 
Das Verhaͤltniß eines ebenen Quadrats zu dem einge⸗ 
ſchriebenen Kreifeift 4: m — 4 : 3,141592. 

Das ebene Quadrat und das fphärifhe, deren 
Seiten die fänge eines Grades von dem Limfange eines 
gegebenen Kreifes haben, verhalten fih wie 5 m 2 15,71 
naͤchſtens, d. i. wie 15170796 : 15,71 oder wie 1: 
1,00013 = 0,99987 : 1. 

Derebene Kreis und ber fphärifche, deren Durchmeffer 
die fänge eines Grades von dem Umfange eines gegebe: 
nen Kreifes haben, verhalten fi wie m": 720*(sin. 15)*, 
d. i. wie m? (3,141582 .. . — Die (phärifche 
Kreisfläche ift Eleiner ald die ebene, weil der LImfang 
Heiner iſt; hingegen ift das fphärifche Duadrat größer 
als das ebene, weil der Umfang derfelbe ift wie in dieſem. 

Zum DB. nfpiele diefer Art logarichmifch » trigonomez 
trifcher Nechnungen diene folgendes, wobey der Artifel, 
Logarithmus, 5. 88, nachzufehen feyn mag. 

log. sinı5' — 7,65398160 — 10 


2log.. sin 15’ = 5,2796320 — 10 
Eomplement = 4,7203680 
Zahl — 83525,2, 


Man fehe auch Käftners geometriiche Abhendlun— 
gen, zweyte Sammlung, ©. 205 — 213 und ©. 487 
— 493. Das in diefem Artitel vorgetragene iſt daraus 
nicht genommen. 


Quadratmaßſtab iſt eine eingetheilte gerade Li⸗ 
nie, worauf die Theilungszahlen die Verhaͤltniſſe der Qua⸗ 
drate von den zugehoͤrigen Laͤngen angeben. Er wird fol⸗ 
gendergeſtalt gezeichnet. 
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Man fegt zwey gerade Linien, AB, AC, (Fig. 1.) 
rechtwinflicht zufammen , nimmt auf AB die $änge AD 
fo groß als die Einheit für die Laͤngen ſeyn ſoll, wodurch 
das Quadrat von AD die Einheit fuͤr die Flaͤchen wird. 
Auf AC nehme man Ar — AD, und ziehe Dı ; dann 
nehme man Az — Dı und ziehe D2; darauf nehme 
man A3 —Dz32 und ziehe D3. Go fahre man fort, 
fo weit als der Maßitab reichen ſoll. Den Grund der 
Einrheilung giebt der pythagoriſche Lehrſatz. ) 

Der Mafftab wird zur Bergleichung des Slächens 
Inhalts ähnlicher Figuren, befonders der Kreisflächen, 
begin Bifiren oder Ausmefjen der Käfer, gebraucht. 


Man Fann die Jängen auch von einem gleichtheilis 
gen Maßitabe auftragen. Mur muß man die Quas 
drafwurzeln aus den ganzen Zahlen, von 2 bis zu der 
festen Zahl auf dem Maafitabe gaben, Es ift, wenn 
AD = 1000 genonimen wird, | 

Ar 1000 Ar7.= 2646 — 

A2 = 1414 +. Ag =28:$ + 

A3 = 1732 + Ag = 3000 . 

A4== 2000 - Aıo = 316 + 

A; =2256+ Aıı = 3317 — 

A6 = 2449 + Aı2 = 3464 + 

An Schuljes Sammlung logarithmiſcher, trigo⸗ 
nometriſcher und anderer Tafeln, findet fih im aten Ban⸗ 
de auf ©. 288 — 295 cine Tafel der Quadrat⸗ und Cu⸗ 
bifwurzeln aus den erſten rooo ganzen Zahlen bis. auf 
die fiebenfe Decimalftelle von Roͤhl berechnet. Bis zur 
ſechsten Decimalftelle giebe eben diefelben Boͤbert in feis 
nen Zafeln der Quadrat⸗ und Cubikzahlen ©, 141 — 
150. Auch Vega har in feine logarirhmifchen und trie 
gonometriſchen Zafeln B. IL. ©. 162 die Quadrat: und 
Eubifwurzeln der Zahlen von ı bis 100 aufgenommen. _ 
Hiervon Fann die Tafel der Quabratwurzeln zur Anfertie 
gung des Quadratmaßſtabes benugt werben, | 

Die Tafel der Eubifwurzeln dient auf gleihe 
Beife zur Verfertigung eines Mapftabes für ähnliche . 
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Koͤrper. Der Durchmeſſer einer Kugel z. B. ſey in 
1000 Theile getheilt, fo hält der Durchmeſſer einer dop⸗ 
pelt ſo großen 1260 —; einer dreymahl ſo großen 
1442 +3 einer viermal fo großen 1587 +; . . . ver 
Durchmeffer einer achtmahl fo großen 2000. Theile, 


Quadratwurzel und Quadratzahl find res 
latıve Begriffe. Jene ift einer der beiden gleichen Faeto— 
ren (rationalen oder rrafionalen), worin ſich eine gegebes 
ne Zahl auflören laͤßt; eine Quadratzahl iſt eine Zahl, fo 
fern fie als cin Product aus zwen gleichen Factoren, den 
Wurzeln, gedacht wird, In Beziehung auf diefe heiße 
fie das Quadrat der Wurzelzahl. 


| 1. Aus einer gegebenen Zal! die Quadratwurzel 
zu ziehen, verfährt man umgefehrr, wie ben der Syntheſis 
oder der Zufammenfesung des Quadrats aus den Theilen 
ber Wurzel. | | z 
2. Eine Zahl werde erftlich allgemein aus irgend 
welchen Teilen zufammengefest, naͤmlich 
N=a+b+c+tdrerft..v 

fo beſteht ihr Quadrat aus den Quadraten jedes Theild 
und den doppelten Producten jedes der Theile in jeden an⸗ 

"dern, Denn da das Quadrat ein Product aus zwey gleiz 
Gen Factoren iſt, fo wird jeder Theil von N in jeden 
Theil von N multiplicire. Sind die zu dem Partialpros 
ducte genommenen Kactoren diefelben fo ift ihr Product 
nur einmahl vorhanden, wie aa, bb, cc, u. ſ. f. Sind 
bie Kactoren verfchieden, wie a, b, fo entitehen daraus 
zwey gleiche Producte, ab, ba. Die Form des Quadrats 
einer mehrtheiligen Zahl N ift alfo | 

N" ze faa + 2fab, 

wo das vorgefegte Zeichen [die Summe aller ähnlichen 
Verbindungen bedeute. S. Polnnomifher Lehrſatz, 
55. Enthaͤlt vie Zahl N fubtractive Theile, fo werden die 
Producte aus. zwey Theilen mit entgegengefetsten Vorzei⸗ 
eben ſubtractiv. Th. J. S. 375 Th. II. S. 109. 


3. Die Theile einer Zahl koͤnnen zweyt ens and 
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noch den Potenzen einer beliebigen Größe z geordnet 
merden, 2* 
N=az® + bzw”: 4 02”? 4 dz@3 L ezmsL etc. . 
wie es mit unfern Zahlen gefchieht, wenn z— 10 ges 
nommen wird. Die Meihe geht da in die Decimalbruͤ⸗ 
de über, wenn der Exponent von z negativ wird, ° - 
Es ift nun F 
N! = aaz'= 
+ 2abztmm 
+ (2ac + bb) zt=-: 
-r (2ad + 2bec) z’°73 | 
+ (2ae + 2bd + cc) z°"4 
+ (zaf + 2be-+ 2cd) zm8 
| + eto - j 
4. Srempel. Es fy N = 478,35, fo ift m 
-,2=4; b=7 uf, f. und das Quadrat von 
478,35 ft: 


16.44 
56... 
49 .. 
75 2 
64 

2861|18.;. 

> ER 

41783. 

| 35 


228775 ,6755 
Der Strich ſcheidet die Einer von den Decimaltheilen. 


5. Um aus einer gegebenen Zahl, wie bier, 
228775,6755, die Quadratwurzel zu ziehen, nimmt man 
die Theile nach einander weg, wie fie hier zufammenges 
st find. Die Quadrate fangen mit der niedrigften Zife 
fer in einer ungeraden Stelle an, von der Stelle der Eis 
net an gerechnet, die doppelten Producte in einer geraden 
Stelle. Da in jedem Lehrbuche der Arithmetik darüber 
Unterricht ertheilt wird, fo ift es nicht nöthig, diefen hier 
in wiederholen, . u ee ee = 


5 Quadratwurzel. 


6 bUm eine irrationale Wurzel auf viele Stellen 


zu finden, muß man den binomiſchen Lehrſatz anwenden. 


Die gegebene Zahl N zerlege man im zwey Theile von der 


Form, at-+ baoder a” — b, wo man a jo nahe an die 
Wurzel zu nehmen Gar, als es vorläufig bequem angeht. 


Dazu find die. Tafeln.der Quadrate ganzer Zahlen behülfs 
ih. Es ift (Binomiſcher Lehrſatz, ro u. 13.) a 
| 14 b - Ei b* 1,1,3 b3 
a ? EEE Ai ER 
@"b) Salı — 2. 4 a40* 2.4.6 a 
1.17,3.5 b#+ 1.1.3.5.7 be 


2.4. 0. 8* as 2.4 6.8.10 a'*° 
I.L.. be 


. 2.4..124' 








en -5 x b. DEAN FU | 3 
Kann man ben Bruch nicht klein genug machen, ſo 


ſetze man zu der aufgegebenen Zahl ein ſolches Quadrat 
als Factor hinzu, wodurch jener Bruch klein genug werde, 
und dividire hernach die gefundene Wurzel durch die 


Wurzel aus dem angewandten Multiplicator. Man mag. 


auch b fubtractiv nehmen, wenn dadurch a der Wurzel 
näher gebracht wird, Die Glieder ver Reihe nach ı find 
dann alle fuberactiv, ° | 


7. Dach der Formel, daſ. 17. iſt 


1b 1. 3be 
| ’ b — 1 — — — 
Ze; — (Hast (a +b)" 


ee. b3 1.3.5.7 b+ 
"9rhub. (a + 53.7 3.4.6.8 (ad DR 
METAL TED, i b5 


— etc, 

..0.%2.4.6.8.10 (a + b) 

Diefe Reihe mag vorzüglich brauchbar ſeyn, wenn der 

Theil b gegen den a® fich nicht klein genug nehmen läßt, 
8 . Stirling hat in feiner Erläuterung von New⸗ 

tons Methodus differentialis eine, wie es fcheint, we⸗ 


k 


- 


Quadratwurzel.. 9 


nig beachtetete und daher faſt unbekannte, Korm bes bins 
miſchen Lchrfates angegeben. Aus diefer folgt : 


: > _ r.t 42° + 3b b 
tn * 


1.1.2.3 0 br 
2.4.6.8 (+b® 
1,1.3..3.5 12a + 7b b 
2.4.6.8.10.12 (a® + b)3 75 | 
TE LE; ı6a°?-+- gb b7 


2,4...» 1IO ‚123.134 .,10 (a + b% 25 
„item 5.7.79, 20a +ııb ee | 
2.4...14.16,18,20 (a? +b) .a'° 
welche Reihe unter denfelben Limftänden eine weit fchnels 
lete Convergenz gewährt, als jede der beiden vorigen, 


9. Erempel. Aus der Zahl 12 die Quadratwurs 
il zuziehen. Cie wird zur Berechnung des Umfanges 
eines Kreifes aus dem Halbmeffer gebraucht. Cyklotech— 
ne, Th. IL. S. 660. — Man multiplicire fie durch 4, 
und fuche die Wurzel aus 8 = 9 — 1, wa 7 
bz— ruft. Die Rechnung giebt 
Vy—=ı1)=7 [ı — 0010204 081632 653... 
| Oo)... 52 061640 983 +» 
Ostens 4u SZI24L 234 4% 
04,4 4.8-3 0770.0946 4% 
OÖ, oe ne .96 801.» 
O,srurır rn +. I 481 .r. 
O,rraıre terre + 24 »» 
etc,] | | 


I. 





1141111161 


Daraus wird | 
V 48.= 6,928 203 230 275 516.. 
V ız = 3,464 ı01 615 137 758.» 
Die Teste Ziffer ift fehlerhaft, wegen der abgebrochenen 
Rechnung. In Sherwin's mathematical tables, wo 
V ı2 bis zur 72ſten Decimalſtelle angegeben iſt, iſt Die 
izte Ziſſer 5. — Re | 


40 Quadratwurzel. 


10. Mit eben den berechneten Zahlen hat man 
auch die Quadratwurzel aus. 50, da 50 49 + I 
Die Glieder der Reihe nach der Einheit ſind wechſelnd ads 
bitiv und fuberactiv, wie in der Formel ſelbſt. Es ift 
V so = 7,071067. 811865 484. 
11. Nach der zweyten Formel (7-) iſt 
vatn)=7Llır oe 
\ | e 7 —*— ‚+15 
+ Oreneae25 
+ Or. .. *4375 
+ Os .... 7875 
“he 0,200: 5,00 ,6+14437 
r O,resernere ...268:% 


| + etc] 
Das iſt, 
V so = 7,071067 811865 435: 
Diele zweyte Rechnung müßte noch einen oder — Schritte 
mehr thun, um mit der erſten ganz uͤberein zu ſtimmen. 
Beide find in den letzten Ziffern mangelhaft. 
12. Die Sormel in (8) giebt 
V (491) = 7 [1, 000 000 o00°000 000 
— 0,010 257 27 891 156 
+ Or) . ... 540 545 547 
— o, te 00. .43 608 
O re nr“ ... ur. +4] 
woburd | | 
V as = 6, 928 203 230 275 - 
und Y ı2 = 3, 464 101 615 137 754 
wird. Man fieht, daß hier nur burch faft Halb fo viel 
Glieder, als in (9) doch eine eben fo große, ober BIICHOR 
größere, Genauigkeit erhalten ijt, als dort. | 
13. Die Wurzel aus 2 wird durch die Wurzel 
aus 50, die aus 3 buch die Wurzel aus 48 gleich gefuns 
-den, da 50 — 2.25, und 48 — 3 .16ifl. Die 
Wurzel aus 5 zu erhalten, fuche man die V 5. 16 = 
vseoz=v(—ı),. Smeit V7-.9 = 
VazVW—ı);Vu.9=V lin) 
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VSES=VGaH+N; V 17,494 = 
Er — 1); V 19. 196 =V (3721+ 3); 
u. 


14, Eine abgefürzte, in allgemeinen Rechnunen 
brauchbare, Formel iſt 


ne ab, BEN, 
v(®+ )=a(ı +- ga? ı-b u) 

Erempel, Es iſt 48 — 49 — a, alle nad 

biefer Formel, | h 
V3=7 (1 EL DREH NEL. BE )- 
| 195 3764768 _ 

15. Das folgende Taͤfelchen zeigt die Nefte, wel—⸗ 
de dad Quadrat einer ganzen Zahl ben der Divifion durch 
9 oder durch 11 laͤßt, zufolge des Meftes, melden die 
Burzel giebt, 


CE ER 
Burzem.| DE 








Mete [U »4.0,7.:7.:.0.4,1.0.1 
Qudate. |! 49-523: 8-5.9 44 . 1 

Das DVerzeichniß iſt behilflich, die in den Tafeln 
ber Quadratzahlen angegebenen zu prüfen. Ein Feh— 
ker in einer einzelnen Ziffer wird durch jede ber Proben 
immer entdeckt. S. Rechnungsprobe. 


16. Die griechiſchen Mathematiker haben ſich fruͤh 
mit der Aufgabe beſchaͤftigt, rechtwinklige Dreyecke anzuge⸗ 
ben, deren Seiten ſich wie ganze Zahlen verhalten. Ei⸗ 
ne Regel, dergleichen zu finden, wird dem Pythagoras, 
eine andere dem Plato zugeſchrieben. Proklus fuͤhrt ſie in 
ſeinem Commentar uͤber das erſte Buch des Euklides, zum 
47. ©. an. Eine allgemeinere, jene beiden unter fich ents 
haltende Regel har Euflides. in dem ecften Lehnſatze zum 
30. ©, des 10. Buchs feiner Elemente gegeben. Dios 
rhantus zeigt in feinen Arithmeticis, L. IL Qu,g. und 
9. wie eine gegebene Quadratzahl in zwey Quadrate von ras 
Gonalen, wenn auch gebrochenen, Wurzeln zerlegt wird, 
jmar nur an einem einzelnen Sale, aber doch auf eine 
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Art, die fih dem Verfahren in der neuen Analnfıs nd: 
hert. Die Frage gehört in die unbeſtimmte Analytik, 
mag aber auch ganz ſchicklich hier ihre Auflöfurig erhalten.- 


17. Die Aufgabe, analytifch ausgedrückt, iſt, für 
die unbeftimmte Gleichung. | 
xx + yy = zz, " | 
die Formen der drey beränderlichen: Größen anzugeben, 
wodurch, für jeden rarionalen Werth der einen, die Wers 
the der beiden andern auch rational werden. Davon iſt 
Die Auflöfung in ganzen Zahlen ein befonderer Fall, 


I. Es find, für ein gegebenes z, die Formen ber 
"rationalen Werthe von x und y zu finden. — Mit der 
Gleichung, xx + yy = zz, verbinde man eine bon 
erften Grade, mx + y = z, in welcher der Wert$ 
von m Fleiner als die Einheit ift. Dieſe quadrirt iſt 
m°’xx + 2mxy + yy —'zz. Aus beiden Gleis 
chungen folge die neue, (r — m’) x =. 2my. Dieſe 
und die angenommene &leichung geben ; | 
2m J. 1 — m?! 
23y — 
it m pm . 
Die angenommene Gleichung vom. erften Grabe 
fann auch feyn, mx — y ='z, wo m größer als die 
Einheit iſt. Derfelbe Gang der Rechnung liefert : 
® 
2m ,,;. — — 1 
| m’ +35 m’ + ı 
Dieie Werthe entftehen aus jenen, wenn mı mit -- vers 
tauſcht und die gehörige Reduction vorgenommen wird. 


. + Damit für ein ganzes z ganze Werthe von x und 
y.Statt haben; muß entweder z oder 2 z felbft oder aber 
ein Factor von z ober 22 bie Form m® + ı haben, 
da dann für m der gehörige Werth genommen wird. 2. 
B. Es ſey z — 15 S 3.5. hier iſt 5 4 + 1, 
Aloe m = 2, und 


Z+ 








> 


Zu -: 





x“ 
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se 152212; „tz 182 
4+ı era re 
Es ſey ? — 39 — 3. 13, md 22 — 3. 26, 100 
26 die Form m* hat. Dieſe giebt m = 5. 
Dadurch wird erhalten: J 
—A 24 
= 39 15; = —,397 36. 
x — 39 155 Y er 39 3 
II. Fuͤr eine gegebene Kathete x werben die Kors 
men der rationalen Werthe der andern Kathete y und der 
Hypotenuſe z unmittelbar aus ben in. für x und y ges 
fundenen Sormen hergeleitet. Es ift 
m? + ı 











ya 8. zz. x, 
2m 2m | 
für jeden ganzen Wert von x laffen fich "die Werthe 
bonyu. z immer in ganzen Zahlenangeben. Iſt x unges 
rate, fo nehme man m — x; iſt x gerade, fo iſt m — 
7 x oder 2m is x zunehmen. _ | 
In dem erften Kalle ift 
y=4l(ıx—ı) z=ih tn) 
In dem zweyten iſt 
y — 6x— 4)3 z=!l(xx +4) 
Zum Exempel 
x|I| 7, 8, 9,10, 11, 12, 13, 14 
y | 24, 15, 40, 24, 60, 35, 84, 48 
z | 25, 17, 41,26, 61, 37, 85, 50 
Die Erfindung der Megel für ein ungerades x wird dem 
Bm ‚jugefchrieben ; die für ein gerades x dem 
laro. 


Duadrat, magifches, ift ein in gleiche Fächer 
abgerheilres Quadrat, worein die Glieder einer beliebigen 
arithmetiſchen Progrefjion fo eingetragen find, daß ihre 
Summen, in jedem mit den Geiten parallelen Streifen 
und längs jeder Diagonale, gleich groß werden. 
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Zum Benfpiel 
Trlıslıalal ı1|24} 7 [20] 3 

12le|zlg aelssie 126 


8l-olııl ; az, 51s3]2ı19 

1131: 12 ]16 rolug| ı [14122 

— 3[6]:51 2 |15 
Die Zahl der Räder a an einer Seite heißt die 
Seitenzahl oder Wurzel des Quadtats, und man 
unferfcheider biernach magifche Quadrate gerader und 


ungerader Öeitenzahlen, die man auch Bo fur; ge: 
rade und ungerade Quadrate nennt. 


1. Die magifchen Quadrate find, außer dem et⸗ 
wa in der Steganographie möglichen Gebrauche, von kei⸗ 
nem weitern Mugen, als es jedes finnreiche und fehwieri- 
ge Raͤthſel ift Sie dienen zur Uebung des arichmetifchen 
Geiftes, und nur das Vergnügen der Auflöfung kann fie 
intereſſant machen, je weniger man ben der erjten Betrach⸗ 
tung, gleich einfieht, wie man, auch bey einer mäßigen 
Menge Zahlen, die verlangte Anordnung werde treffen 
.. Sie haben vermirhlich ihren Lirfprung in In⸗ 

dien; benn fa Loubere bat ihre Kenntniß in Oftindien, 
befonters in Surate, fehr verbreitet gefunden. Won den 
a mögen fie zugleich mit den Zahljeichen zu den 
rabern, und von Ddiefen zu den riechen und Decidentas 
len gefommen ſeyn. Ihre Benennung haben fie ohne 
Zweifel von dem Gebrauche, den man ehemahls von dieſen 
Fünitlichen Anordnungen einer Zahlenreihe ‘als Talisma— 
nen machte. In dieſer Hinfiche waren die erften fieben 
magıfben Quadrate, zu den Seitenzahlen 3, 4, 5, 6, 
7,8, 9, deren Fächer mit der natürliche Progteffion bes 
fetst find, befonders wichtig. Sie [hießen Planerenfiez 
gel, das von 3 insbefondere Sigillum Satumi; und fo 
die übrigen, nach der Kolge der Planeten im Prolcmäifchen 
Syſtem von oben herunter Sigilla Jovis, Martis, So= 
lis, Veneris, Mercurii, Lunae Von diefem Gebrau—⸗ 
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che oder vielmehr Mißbrauche der" magiſchen Dmadrate 
handelt Kircher in feiner Arıthmologia ausführlich. 
Eten in Indien, dem Jande ihrer Entſtehung, fcheinen 
fie auf ähnliche Weiſe angewandt worden zu ſeyn. 


2. Emanuel Moſcho pulos, der um 1408 
lebte, it, fo viel man weiß, der erite, welcher über die 
magifchen Quadrate gefchrieben hat, Sein Aufſatz dars 
über it im Manuſcripte auf der Föniglichen Bibliorhek 
in Paris vorhanden. inter den Abendländern wird 
Agrippa von Mettesheim (+ 1535) der erfte 
ſehn, der der magifchen Quadrate erwähnt in feinen Büchern 
de occulta philosophia, Bon ihm lernte Bader de 
Meziriae ſie Eennen, und verfuchte die Negel ihrer Zu, - 
ſammenſetzung zu entdecken, welches ihm auch bey den uns 
geraden Quadraten glückte, für welche er eine allgemeine 
Methode in feinen Problemes plaisants, 1613, befanne 
machte, aber mit den geraden Duadraten fam er nicht zu 
Stande Dach Bacher befchäftigte fib Arnaud mie 
den magifchen Quadraten, und gab in den zuerft 1667 zu 
Paris ohne feinen Namen erfchienenen Nouveaux Ele- 
mens de Geometrie eine Anweifung, ſowohl ungerade 
als gerade magifche Quadrate nach einer gleichförmigen 
Mihede, nämlich durch, Anfesung von Einfaffungen 
(enceintes) an dergleichen Quadrate von 9 und 16 Faͤ⸗ 
dern zu bilden. 


Srenicle, der — ſeine Geſchicklichkeit, , mie 
den verworrenſten Fragen der Arithmetik fertig zu werden, 
ausgezeichnet iſt, ging viel weiter als Bachet und Arnaud. 
Er lehrte nicht allein die nach der Methode des erſteren 
verfertigten magiſchen Quadrate ungerader Seitenzahlen 
auf mancherley Weiſe verändern, ſondern zeigte auch ins⸗ 
beſondere gegen Arnaud, welcher die Zahl der Veraͤnde⸗ 
rungen des magiſchen Quadrats von 4 auf 16 geſetzt hats 
te, daß foldhes 880 mahl verändert werden fünne. Die 
durch Einfaffungen gebildeten magifchen Quadrate wies 
er auf eine viel allgemeinere Art als Arnaud zu verferrigen 
und zu verändern an. Und da die nach Arnauds Vers 
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fahren conftruirten magifchen Quadrate die Eigenfchafi 
haben, daß man die Einfafjungen von außen nad) innen 
zu, ohne die magifche Anordnung zu verlegen, nach und 
nach wegnehmen fann, fo fohränfte Krenicle, dem bie 
Aufgabe unter diefer, Geſtalt noch nicht fchwer genug war, 
die weg zu nehmenden Einfaffungen auf eine oder mehrere 
beftimmte ein. Ja er Fehrre die Bedingung fogar um: 
gewiſſe Einfaffungen follten von dem magiſchen Quadra- 
te ungertrennlich fepn, das heiße, das magifche Quadrat 
ſollte aufhoͤren, ein foldhes zu feyn, wenn jene Einfafjuns 
gen weggenommen würden, ed aber bleiben, wenn dies 
mit andern gefhähe. Seine Abhandlung über die mas 
gifchen Duadrare ift den Liebhabern Diefer Künftelegen von 
de la Hire mitgetheilt worden, und befinder fich in den 
Divers ouvrages de Mathematique et de Physique 
. par Msrs de Fac. Roy. des Sc, Par, 1695, auch im 
zweyten Bande der aͤltern Abhandlungen der Parıfer 
Afademie. 
Poignard, Canonicus zu Brüffel, gab im J. 

1703 eine Schrift über die magifchen Quadrate heraus, 
die er, der dabey angebrachten neuen Kunftitücke wegen, 
sublimes nenne, Dadurch ward de la Hire veranlaßr, 
zwey ansführliche Abhandlungen über dieſen geometriſch⸗ 


u arithmerifchen Gegenftand zu verfaffen, welche in den 


Schriften der Akademie vom jahre 1705 befindlich find, 
In dem Jahrgange derfelben von 1710 ift ein Aüffas 
von Saupdeur enthalten, welcher die Vereinfachung 
und Verallgemeinerung ber bis dahin befannten Merbo: 
den jur Anfertigung der magifchen Quadrate und die Vers 
mebrung derfelben mit neuen zum Zweck hat, Der Auf: 
faß ift aber fehr unordentlich abgefaßt, und zum Theil 
nur Entwurf. Ein neues Verfahren fuͤr die Quadrate 
gerader Seitenzahlen wird in einer Abhandlung von 
Dnssensdrap, welche in den Mem. vom J. 1750 
ſteht, gelehrt, Die doppelt-geraden Quadrate werden 
nämlich aus mehreren magifchen Partialquadraten, deren 
jedes 16 Faͤcher hat, zufammengefeßtz; die einfach geras 
den aber aus einem Quadrate der vorigen Gattung, wor⸗ 
an 
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an eine Einfaffung magifcher Art geſetzt wird. Noch ein 
Auffes über die Conftruction der magifchen Duavrate 
überfaupt von Nallier des Durmes iſt in den viers 
ten Band ber Men. presentes aufgenommen und mit 
bielee Klarheit und Präcifion gefchrieben, 

Den deutfchen Mechenmeiftern und Eoffiften find 
die magischen Quadrate niche unbefannt geblieben, Sti— 
fel handele davon in feiner Arithmetica integra Lib,- 
I. cap. 3. jebod nicht unter der Benennung magifcher 
Quadrate. Seine Methode iſt die der Einfaffungen um 
ein Mitrelquadrat von Einem Fache oder von ſechs zehn 
Fachern. Er har ſolche alfo früher als Arnaud und Fre⸗ 
nicle angewandt; auch iſt ſein Verfahren einfacher und 
netter. Adam Rieſe lehrt in ſeinem 1550 in 4 ge⸗ 
druckten Rechenbuche ©. 103 und folgg, die Berfertigung 
magiſcher Quadrate ungerader Geitenzahlen nach der en 
ſten Regel von Moſchopulos, und theile noch die Qua— 
drafe zu den Seitenzahlen 4, 6, 8, doch ohne ihre Gone 
firuction gehörig zu zeigen, mit, Mach Stifels und Nies 
ſens Borgange, haben die Rechenmeifter des 17ten Jahr⸗ 
hunderts und der erſten Haͤlfte des ı8ten, in ihren Re—⸗ 
henbüchern der magifchen Quadrate groͤßtentheils ers 
wähnt, doch fehränfen fie fich mehrentheils auf die unge— 
taden, als welche am leichreften zu verfertigen find, ein. 
Elausberg giebt zwar in feiner demonftrativen Re— 
henfunft $. 13505 die magifchen Quadrate von 4, 6,8, 
10, aber feine Anleitung zu ihrer Conftruction welche 
nah Stifel, den er. nicht nennt, ausgeführt ift. Eine 
befondere Schrift von Cornelius Capito, alle mas 
Sifche Dmadrartafeln zu verfertigen und viele 100, 1002 
ja millionenmeßl zu verändern, Gluͤckſtadt, 1767. 8. 
ſcheint wenig bekannt geworden, und unbenutzt geblieben 
zu ſeyn. Daher findet man in. neueren beutfchen 
marhematifhen Schriften wenig Unterricht über Diefen 
Segenftand. Denn was Vierh in dem Leipziger Mas 
gazine für reine und angewandre Marhemarıf Yahrg. 
88. ©. 228 und folgg. und Lorenz in feinem Lehrbegrif⸗ 
fe der Syntaktik davon gelehrt haben, iſt unzureichend 

B 
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und zum Theil mangelhaft. Ich habe deswegen in einer 
akademiſchen Selegenheitsfchrift, welche audy inden Buch⸗ 
handel gefommen ift, die Eonftruction der magifchen 
Quadrate etwas ausführlicher abgehandelt. und beſonders 
die Zufammenfeßung derfelben aus Einfaffungen und Die 
Derfertigung der Duadraie gerader Seitenzahlen einfas 
‚cher und leichter zu machen gefucht. Auf diefe Schrift 
muß ich mich, der Kürze halben, wegen der Bemeife und 
der weitern Ausführung bezichen, indem ich Hier die Mes 
geln zur Sonftruction magifcher Quadrate bloß Hifforifch 
und zwar bauptfächlich nur folche mittheilen werde, wels 
che zierliche und fommetrifhe Anordnungen gewähren. 
Die Vorfchriften felbft werden ſich auf jede beliebige arith⸗ 
merifche Progreffion beziehen, zunächft aber in den zur 
Erläuterung bengefügten Erempeln nur auf die narürliche 
Zahlenreipe angewandt werden. 


1. Gewöhnliche magifiße Quadrate. 
| A, Ungerade, 


3. Kür die Conſtruction magifcher Quadrate von 
ungeraden Geitenzahlen giebt es Fein einfacheres Ver⸗ 
- fahren, als das der Inder zu Surate. Mach demfelben 
werden die auf einander folgenden Glieder der Progreflion 
in die Fächer eingerragen, deren von der linfen zur rechs 
ten’ aufwärtd gehende Diagonalen eine einzige nerade Li⸗ 
nie bilden, indem man beym Eintragen diefer Richtung 
der Diagonalen folgt, d. i., vonder linfen zur rechten aufs 
waͤrts ſteigt. Iſt man dabey in den erſten oder oberften 
Horizontalitreifen gefommen, fo geht man mit dem näche 
ften Gliede der Progreffion in das unterfte Fach des fols 
genden Verticalitreifens über, fo wie, wenn man in’den 
letzten oder äußerten Verricaljtreifen zur rechten gefoms 
men ift, man in das erfte Tach des nächithöheren Horijons 
talſtreifens zurückgeht. Komme man auf ein ſchon beſetz⸗ 
tes Sad, welches eintrifft, wenn die Stellenzahl des zu: 
letzt eingetragenen Öliedes der Seitenzahl des Quadrate 
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gleich, oder ein Vielfaches derfelben ift, fo fest man das 
folgende Glied in das nächite Sach unter dem zuletzt bes 
festen. Das erfte Glied der Progreffion, mit welchen 
der Anfang des Kintragens gemacht wird, kommt in 
das mittelite Sach des oberiten oder erften Horizontaljtreis 
fens zu ſtehen. u 

Das nad diefer Merhode conftruirte magifche 
Quadrat zue Seitenzahl 7 fällt fo aus 


% 
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4. Moſchopulus lehrt in der oben (2) angeführe 
ten Schrift ein doppelres Verfahren zur Conftruction eie 
ned ungeraden magifchen Quadrats. Das .erite, dent 
Verfahren der Sinder ähnliche, ift folgendes. Man trägt 
die Ölieder der Progreffion nach ihrer Folge in die Käs 
cher ein, Deren von det linken zur rechten abwärts gehen: 
de Diagonalen eine zufammenhängente gerade Linie aus: 
machen, und zwar jo, daß man beym winträgen jener 
Richtung der Diagonalen nachgeht, oder von der linfen 
jur rechten abwärts ſteigt. Won dem unteriten Fache eis 
nes Werticaljtreifens gebt man in das oberite des nächs 
ften Streifens, und von dem fetten Fache eines Horizon⸗ 
talſtreifens in das erite des naͤchſtfolgenden Streifens über, 
Verfaͤllt man hierbey auf ein fchon befeßtes Sach, wel⸗ 
dies gefchieht, wenn die Zahl der eingerragenen Glieder 
der Seitenzahl des Quadrats oder einem Vielfachen dere 
felben gleich iſt, fo fest man das einzutragende Glied ın 
demfelben Verticalſtreifen zwey Faͤcher tiefer als das u⸗ 
legt eingetragene, und wenn es dadurch außerhalb des 
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Quabrats zu ſtehen kaͤme, in das hoͤchſte noch unbeſetzte 
Fach des Streifens. Den Anfaıg des Eintragens macht 
man mit dent erften Gliede der Progreffion, und ſetzt fols 
ches in das nächte Zach unter dem mittelften des ganzen 
Duadrats, | ! 


Nach Mofchopulos zweyter Methode geht man, 
wenn ein Sach mit einem Gliede der Progreffion beſetzt 
ift, mit dem nächften Gliede allemal zwey Fächer tiefer 
und in den nächften Verticalſtreifen. Hierbey find der 
erfte Vertical: und Horizontalftreifen als die nächften an 
den letzten und als an ſolche anſchließend zu betrachten. 
‘ Kommt man hierdurch auf ein ſchon befeßtes Fach, wel⸗ 
ches auch hier gefchieht, wenn die Anzahl der eingefrages 
nen Glieder fo groß ift, als die Seitenzahl des Quadrats 
oder ein Vielfaches verfelben, fo fest man das einzutra⸗ 
gende Glied in demfelben Verticalftreifen vier Fächer fies 
fer, als das zuletzt eingetragene, wobey man dem vorigen 
zufolge im Zählen der Fächer das erſte Fach des Streis 
fens auf das legte folgen läßt. - Das erfte Glied der Pro- 
öreffion, womit das Eintragen anfängt, wird in das 
ng Fach des erften oder höchften Horizontalftreifens 
geſetzt. | 


Hiernach fommen die beiden folgenden Anords 
nungen des magifchen Quadrats von 7 | | 
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In den nach der Methode der Inder und nach der erſten 
Regel von Moſchopulos conſtruirten magiſchen Quadraten 


J 


8R 
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machen je zwey Glieder in Fächern, welche von dem mits 
telften in der geraden Linie durch die Mitte der Fächer 
gleichweit abftehen, zufammengenommen das Doppelte 
des mittelften Gliedes aus. Z. 48 +2 = 2! 
25. Die nach der zweyten Regel von Mofchopulos ans 
gefertigten Duadrate, deren Seitenzahl eine Primzahl zu 
3 ift, haben die Eigenfchaft, daß auch je zwey einer Dias 
gonale parallel laufende Reihen, deren Gliederanzahl fo 
groß ift, als die Seitenzahl des Quadrats, diefelbe Sums 
me mit den Horizontal: DVerticale und Diagonaleeihen 
geben. So iſt in der zweyten der beyden vorigen Anords 
augen 26 + ır +45 +30 +15 +7 -+- 
175 = 14 +5 +45 +36 +34 + 
25 + 16. Etwas dem ähnliches har unter derſelben 
Bedingung in den nach dem Verfahren der Inder con: 
fruirten Duadraten ftatt, doch nur bey den Reihen, die 
der von der linfen zur rechten abwärts gehenden Diagos 
nale parallel find. | | 


B. Gerade und zwar 
a) Gerabgerade, 


5. Um ein magifches Quadrat von einer doppelt: 
geraden Seitenzahl, welche = 4m feyn mag, zu con» 
ſtruiren, formire man juerft das natürlihe Quadrat, d. 
i. dasjenige, worein bie lieder der in das magifche Quas 
drat zu bringenden Progreffion nach der Ordnung einges 
fragen find. Man bezeichne ſowohl die horizontalen als 
berticalen Streifen deffelben nad) der Meihe durch daneben 
und daruͤber oder Darunter gefeßte Zahlen 1,2, 3....4m, 
fo wird jedes Sach, fo wie das in ihm befindliche Glied, 
durch die beiden Zahlen beftimmt, welche anzeigen, bie 
wie vielten in ihrer Ordnung die Streifen find, welchen 
das Fach gemeinfchaftlih if. Man kann diefe Zahlen 
neben oder auch übereinanderfchreiben, ſo daß die-erfte oder 
untere den horizontalen Streifen, bie andere ober obere 
aber den verticalen Streifen anzeige. Wir werben dies 
aberim Folgenden nicht brauchen. Munfege man die Zah: 


” 


* 
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len von x bis am in irgend welcher Ordnung man will in 


einer Columne unter einander, wobey ed nicht noͤthig ift, ein 
auderes Anfangsglied als 1 zu wählen, und neben 1 in, 
einer Zeile noch m der.übrigen Hliever, als Anfangsglier 
der, fo vieler Columnen. Unter jedes -Anfangsglied 
fehreibe man Die übrigen,. wie fie in. der erften Columne 
auf einander- folgen, indem man das erfte Glied als auf 
das letzte folgend anſieht. Jeder Zahl der einzelnen Eos 
lumnen füge man noch ihre. Ergänzung zu qm + ‚ı 
ben, . und laffe nun die-Zahlen der eriten Columne Anzei⸗ 
ger. der horizontalen Streifen, die der m übrigen aber 


de er der verficalen Streifen ſeyn, fo werden durch. 


die Verbindung jedes der. beiden horizontalen Anzeiger 
einer Zeile mit jedem der nebenftehenden verticalen Anz 
zeiger, 4m Kächer‘ oder Glieder ded natürlichen Qua⸗ 
drats, ‚überhaupr aber durch den ganzen Thpus 8mm. 
Fächer oder Glieder bezeichnet. Diefe Glieder ftreiche 
man in dem narürlichen Quadrate durch, und frage bie 
übrigen in ein andres Quadrat von fo viel Faͤchern, als 
das natürliche hat, und zwar in die aͤhnlich Tiegenden 
Fächer ein. In die Teer gebliebenen Rächer nach ber 
Reihe trage man die durchgeftrichenen Glieder in umge 
fehrter Ordnung oder rückwärts gelefen ein, oder, wel⸗ 
ches daffelbe iſt, man ſetze ſtatt jedes durchgeftrichenen 
Gliedes feine Ergänzung zu der Summe der beiden äufs 
ferften, .d. i. zu 16mm + 1, fo iſt das magifche Qua⸗ 


drat fertig. 


Das Verfahren zu erlaͤutern dienen die beiden fols 
genden Schemata, wovon das erfte das narlırlihe Qua⸗ 
drat zur Seitenzahl 8, das andere das daraus nach der 
Formel 

1812,713, 6 
2 714 511,8 
4,5 3, 6 2, 7 
‘8, 611,8 4 5 


abgeleitete magifhe Quadrat iſt. 
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b) Ungeradgrade. 


6. Dian formire auch bier zuerft das natürliche 
Quadrat, und bezeichne die Streifen deffelben, mie in. 
(5). Auch mache man hier einen Typuspon zm + 1 
Zeilen, wenn 4m + 2 die Geitenzahl des Duadrats 
if, und von m + 2 Colummen, auf biefelbe Weiſe, 
wie dort gezeigt ift, nur daß man bier den Zahlen ihre 
Ergänzungen ju 4m + 3 benfügt. Die Glieder des natürs 
hen Duadrats, welche durch die Verbindung der Anzeiger 
der horizontalen Streifen in der erſten Columne mit den 
in derfelben Zeile befindlichen Anzeigern der verticalen 
Streifen in der Testen Eolumne bejtimmt werden, bes 
jeihne man- durch darunter gefeste Puncte, und eben fg 
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bezeichne man die Glieder, welche der Verbindung ber 
horizontalen Anzeiger mit den verticalen der vorlegen 
Eolumne entiprechen, durch darüber geſetzte Puncte. 
‚Die übrigen durch den Typus beftimmten Glieder des na⸗ 
türlichen Quadrats durchftreiche man, To wird man in 
allem gm + 4 unten punctirte, eben ſo viel oben puncs 
tirter und (8m + 4)(m — 1) ducchgeftrichene Glie— 
ber haben. je vier punetirten Gliedern, welche zuſam⸗ 


mengebören, E 3) d.i., in zwey Streifen befindlich 


find, welche bon den einander gegen über liegenden Sei⸗ 
ten des Quadrats gleich weit abjtehen, gebe man in den 
‚ gleichliegenden Faͤchern des magifhen Quadrats, wenn 


fie oben punctirt find, diefe Stellung % b ) oder auch 


(© : ); find fie aber unfen punttirt, dieſe E 9 


b 
oder — 9— Man kann auch die letzte Stellungs⸗ 


Anderung ben den oben punctirten Gliedern, und die ers 
fte bey den unten punctirten anbringen. Mit den uͤbri— 
gen Gliedern, den durchgeftrichenen und den gar nicht bes 
zeichneten, verfahre man nach der Anmeifung in (5), fo 
erhält man ein mägifches Quadrat. 

Zur Erläuterung dieſer Vorſchriften folgen Bier 
Die magifchen Quadrate von 6 und von 10. Erſteres 
ift nach der Formel ’ 


6] 2,5| 3,4 
2,5 314 1,6 
314 1,6 2,5 





letzteres nach dieſer 
L,1ı0o| 2,914, 715, 6 
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conſituirt. Bey den punetirten Gliedern find bie zus 


erft angegebenen Veraͤnderungen der Stellung gewaͤhlt 
worden. 
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E bedarf übrigens wohl kaum einer Erinnerung, daß 
man start des Durchftreichens und Punctirens jede ans 
dere Art die durch die Formel angedeuteten Glieder zu bes 
ihnen und zu unterfcheiden gebrauchen Eönne, 


7. Die bisher (3 = 6) vorgefragenen Methoden 
iur Conſtruction magifcher Quadrate laſſen eine merk⸗ 
wirdige Erweiterung zu. Darüber fehe man die oben 
9 angeführte Commentatio de quadratis magicis, 

4: | 


8. Eine finnreiche, einfache, und dabey doch fehr 
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allgemeine Methode zur Conſtruction magiſcher Quadrate, 
welche hier noch eine kurze Exklaͤrung verdient, iſt die von 
Poignard und de la Hire. Mach diefer formirt man zus 
erit zwey Hülfsquadrafe, deren jedes für fih mas 
giſch, aber leicht conftruirbar ift, aus welchen dann das 
verlangte magische Quadrat zufammengefest wird, Die 
' leichte. Anfereigung der Hülfsquadrate hängt davon ab, 
daß jedes nur fo viel verfchiedene Glieder enthält, als die 
Seitenzahl Einheiren hat, und daß diefe Glieder in den 
verichiedenen Streifen wiederhohlt werden. Zu dem eis 
nem diefer Quadrate werden die erften Glieder der in das 
magifhe Quadrat einzufragenden Progreffion in der ges- 
börigen Anzahl genommen, zju dem andern fommen die 
Dielfachen von dem Producte der Geitenzabl in die 
Differenz, der Progreffion mach der Reihe, o nicht aus⸗ 
geichloffen. Iſt nun die Seitenzahl ungerade, fo träge 
man die lieder jedes Hülfsquadrats in die Fächer des 
erften oder höchiten Horizontalftreif ns eines jeden in eis 
ner beliebigen Rolge ein, und füllt die noch leeren Fächer 
des erſten WBerticalftreifeng beider Quadrate nach der 
Meihe dadurch aus, das man die Glieder des erften Ho: 
rijzontalſtreifens, von dem erften anzufangen, nach einer 
für. beide Quadrate verfchievene Zahl, welche größer als 
2, und um eins vermindert eine Primzahl zu der Seiten⸗ 
zabl des Quadrats läßt, abzähle, indem man das erfte 
Glied als an das legte anfchließend berrachret, und jedes⸗ 
mahl das Glied, woben eine Zählung ſich endigr und eine 
neue fich anfängt, in den erften Verticalſtreifen fest. 
Meben jedes Glied ſetzt man die übrigen in derſelben 
Ordnung, wie in dem erften Horizontalftreifen, wobey 
wieder dad erfte ala aufdas legte folgend angefehen wird. 
Sind auf diefe Weife alle Horizontalftreifen angefüllt, 
fo darf man nur ein Quadrat machen, in welchem jedes 
Glied eines Faches die Summe der Glieder in den gleichs 
liegenden Fächern der beiden Hülfsquadrate ift, fo gents 
fieht ein magifches Quadrat, welches die gegebene Pros 
greffion in feinen Fächern enthält, 
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i Benfpiel. ‚Kür das magiſche Quadrat zur 
Seitenzahl 5 mit der nafürlichen Progreffion find die 
Hlieder des erften Hülfdquadrats 1, 2, 3, 4, 55 die 
des andern O, 5, 10, 15, 20. Setzt man jene in ‚der 
folge 5, 1, 2, 3, 45 diefe fo: 15. 10, 20, 0,5 in 
die erfien Horizontalitreifen, fo entiteben, wenn man 
jene nach 3, dieſe nach 4 abzäplt, die folgenden. beiden 
Huͤlfsquadrate 
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Der Grund, warum bie Abzaͤhlung * einer groͤßern 
Zahl als 2 geſchehen muß, iſt, die Wiederhohlung des 
in dem legten Sache des erſten Horizontalſtreifens bes 
findlihen Gliedes in der einen Diagonale zu vermeiden, 
Darum darf man auch nicht nad) der Seitenzahl ab⸗ 
zählen, es ſey denn, daß das mittlere Glied in dem er⸗ 
ſten oder letzten Fache, ſich befindet, bey welchem die 
Wiederhohlung allerdings geſtattet iſt, wie dieſe beiden 
Huͤlfsquadrate zeigen, 
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wo in dem erften Quadrate die Summe der Diagonas 
le, weldye bloß das Glied 3 enthält, auch 15, wie bie 
der übrigen Meihen, iſt. In dem andern giebt die 
Diagonale mit dem Gliede 10 zur Summe 50, glei 
den andern Reihen. 

Daß die um x verminderte Zahl, nach welcher 
man abzäplt, eine Primzahl zu der Seitenzahl fey, ift 
nörhig, damit nicht in demfelben Verticalſtreifen einers 
ley Glied mehrmahl zu ftehen fomme. Übrigens erhellt 
Die magifche Befchaffenheit der Hülfsquadrate aus ih« 
rer Eonftruction felbft, nach welcher alle Reihen diefel: 
ben Glieder enthalten. Diefe Belchaffenheit bleibe auch 
in dem daraus zufammengefesten Quadrate, in welchen, 
wegen der verfchiedenen Abzählungen in den Hülfsquadras 
ten, Eein Glied der Progrefiion wiederhohlt werden kann. 

9. Da die von de la Hire vorgefchriebene Mes 
thode zur Eonftruction gerader magifcher Duadrate faum 
andere Anordnungen liefern möchte ; ald das ım Vor: 
bergebenden angegebene und gehörig erweiterte Verfah⸗ 
ren, fo vermeife ich die Liebhaber derentwegen auf de 
la Hire’s Aufſatz felbit, zumal da es nach dem bisher 
zigen nicht ſchwer ſeyn dürfte, auch ohne denfelben jene 
Merhode mit Zuziehung der obigen Quadrate yon 6, 
8 und 10 zu entwickeln, 


I, Magiſche Quadrate mit magifchen Eins 
faffungen. | 


10. So Ffönnen diejenigen magifchen Quadrate 
beißen, von welchen man eine ober mehrere ber aͤußern 


* 
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Einfofungen wegnehmen Fann, ohne daß das übrig blei⸗ 
bende Quadrat aufhört magifch zu ſeyn. SDergleichen ift 
das fer beygefügte Quadrat von 7. 


—— en | — 


alaslaslarl 8 5] 42| 8| = 


5115 151371 36] 18] 109 
616 22] 29 22] 29] 24] 34 
43 33 27 25 13 

39 30] 26 TIERE 20fır 


38l 3:|33| 14| 32] 35112 14| 32 ein 


sol 21 3142191146 


Nimmt man Hier die aͤußerſte Einfaſſung, welche bie 
Glieder 1, 2, 3 ++. 12, und 38, 39, 40 ..4 49 
in ifren Rächern enthält, weg, fo. bleibe ein magifches 
Duadrat von 25 Fächern uͤbrig. Wird auch von die⸗ 
fm die Einfaffung mit den Gliedern 13, 14 ... 20 
Md 30, ZI. 0... 37 weggenommen, fo bleibe ein 
neunfücheriged magifches Quadrat übrig. Lind: nimme 
man :endlih auch von diefem die Kinfafjung mit 
kn Gliedern 21, 22, .23, 24 und 26, 27, 28, 29 
mg, fo bleibe das einfächerige Quadrat mit dem Glies 
de 25 übrig, welches die Mitte des ganzen Quadrats 
bier, und gleichfalls als ein magifches anzufehen iſt. 


An jeder Einfafjung fommen vier Strei⸗ 
fen, — horizontale und zwey verticale, vor, wovon je 
jufammenftoßende ein Eckfach gemeinfchaftlich has 
ben. Die zroifchen den Eckfaͤchern liegenden Fächer koͤn⸗ 
nenkurz zwiſchenfaͤch er heißen. Iſt die Zahl der Fächer 
eines Streifend ungerade, fo giebt es ein mittelſtes Fach. 
Die Fächer felbft werden in den horizontalen Streifen 
don der linfen zur rechten, in den verticalen von oben 
ad) unten gezähle werden. Jedes Eckfach wird zwey⸗ 
mahl gejähle; es Fann z. DB. das legte in einem Ders 
tical. und das erfte in einem Horizontalftreifen ſeyn. 
Die Einfoffungen wollen wir, wenn nicht das Gegens 
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theil erinnere wird, von außen nach innen zu zählen, f 
‘daß die aͤußerſte die erite und die innerfte die legte äfi 
Dieſes vorausgefent, läßt fih nun die Conſtruction De 
bier betrachteten magifhen Quadrate zeigen. 


A. Ungerade, 


12. Man unterfcheide Fleinere und größere Slie 
der. der in das magifche Quadrat einzutragenden Progre! 
fion. Jene find Eleiner, dieſe größer als dag mirrfer 
Glied, oder als die halbe Summe der beiden dußerfter 
Glieder. Ferner nenne man Ergänzungsglieder diejeni 
gen, welche von den Außerften gleich weit abfiehen, derer 
Summe alfo fo groß als das doppelte mittlere Glied ode 
als die Summe ‘der beiden aͤußerſten if. Iſt nun di 
Eeitenzahl des Quadras = 2n + ı, fo ift die An 
zahl der Fleinern Glieder — ann + 2n. Bon diefer 
fommen die 4n erflen auf die erfte Einfaflung, Dis 
‘an — 4 folgenden auf die zweyte, die an — 8 näch: 
ſten auf die dritte u. f. w., aufjede folgende Einfaſſungç 
4 weniger, als auf die naͤchſtvorhergehende, bis fie allı 
‚unter die, n Kinfoffungen verrheile find. 


Aus den für jede Einfaffung beftimmten, der Drd. 
nung nach auf einander folgenden Fleineren Gliedern ma: 
che man vier Abrheilungen, jede von gleich vielen derſel— 
“ben, und trage die Glieder der erften Abrheilung in Die 
erften Zmifchenfächer des unteren SHorizontaljtreifens der 
Einfaffung bis zum Mittelfache, dieſes mit eingefchloffen, 
ein. Das erfte Glied der zweyten Abrheilung fomme in 
das obere Eckfach des vorderen Verticalitreifeng (des zur 
linfen) zu ftehen, die übrigen in die darauf folgenden Zwi— 
fchenfächer bis zum Mirtelfache, doch ohne dieſes Das 
erfte Glied der dritten Nbrherlung fee man in das Mir— 
telfach des hintern Verticalſtreifens (desjenigen zur rech— 
ten), die übrigen -aber in die auf das Mittelfach folgenden 
Zwiſchenfacher des oberen Horizontalſtreifens. Endlich 
trage man das erſte lied der vierten und letzten Abthei⸗ 
lung in das obere Eckfach des Hinteren- Verticalſtreifens, 
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die andern aber in die auf das Mittehiach folgenden Zwis 
fchenfächer dejjelben ein, fa ift die Verrheilung der Fleis 
neren Glieder gefchehen. Jedem Eleineren Glide feße 
man, welches ohne Mechnung, durch eine aus zwey Rei⸗ 
hen befteßende Liſte der Fleineren und größeren Glieder, 
worin Diefelben gehörig unter einander ſtehen, geſchehen 
kann, fen Ergaͤnzungsglied gerade oder ins Kreuz gegen: 
über, je nachdem das Fleinere Glied in einem Zwiſchen⸗ 
oder Eckfache befindlich ift, fo ift auch die Vertheilung 
der auf die Einſfaſſung fommenden größeren Glieder ges 
macht. Man fann diefe aber auch ganz fo wie die Fleis 
neren Glieder, nur in umgefehrter Ordnung, eintragen, 
Eind auf dieſe Weife alle Eınfaffungen befeßt, fo trage 
man noch das mittlere Glied der Progreffion in das mit, 
telfte Tach des ganzen Quadrate ein, fo ift das magifche 
Quadrat fertig. 


Das obige Quadrat von 7 Fan biefen Borfchrifs 
ten jur Erläuterung dienen. Die Liſten der Glieder find 


j für die m ... | 
ı 2 5; 6 789g, ro ır 122 
49 48 4 „6 45 44 | 43 42 4ı | 40 39 38 
‚für die zweyte | 
13 ı4 1 15.16 | 17 ı8 | 19 20 
37 36 | 35 34 | 33 32.| 31 30 
für die dritte und Teste 
21 | 22 | 24 
29 27 | 26 

Die legte Einfaffung enthält außer den Mittels 
fache jedes Gtreifens weiter feine Zwiſchenfaͤcher; in 
jeder Abtheilung der Fleineren Glieder für dieſelbe bes 
findet ſich aber auch nur ein Glied, 

Übrigens Fönnen die fleineren Glieder, — 
in die Zwiſchenfaͤcher eines Streifens zu ſtehen kommen, 
in dieſelben beliebig, und in welcher Ordnung man 
will, vertheilt werden, wenn man nur immer Das gleich⸗ 
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liegende Tach des gegenüber liegenden Streifens fuͤr 
das Ergaͤnzungsglied offen laͤßt. 


B. Gerade 


| 13. Den dieſen giebt es fein mirtelftes Fach des gan⸗ 
zen Quadrats, aber auch kein mittleres Glied der Pro⸗ 
greſſion. Die Stelle des Mittelfachs vertritt ein ſechs⸗ 
Jehnfaͤcheriges Quadrat. In den Einfaſſungen fallen eben⸗ 
falls die Mittelfaͤcher weg, und es giebt bloß Zwiſchenfaͤ⸗ 
cher. Der Unterſchied zwiſchen groͤßern und kleinern 
Sliedern bleibt, Wenn 2n die Seitenzahl des Qua- 
drats oder der aͤußerſten Einfafjung ift, fo fommen auf 
die erfte Einfaſſung die erſten an — 2 Fleineren Glie⸗ 
der der Progreffion, auf die zweyte die folgenden an — 6, 
auf die drirte die nächften gan — 10 U. ſ. w., auf Die 
letste endlich, welche das fechetzehnfächerige Quadrat zu⸗ 
nächft umgiebt, die ro letzten Eleineren Glieder, außer 
acht, welche in das innere Quadrat von 16 Faͤchern ver⸗ 
theilt werden. Die Conſtruetion der Einfaſſungen iſt 
berfchieden, je. nachdem die Faͤcherzahl derſelben durch 4 
oder 8 theilbar ift. 

14. Iſt die Faͤcherzahl der Einfafjung bloß ein 
Geviertes, fo theile man die ganze Reihe der in die Ein: 
faffung zu dringenden Eleineren Glieder in zwey Hälften, 
und trage die Glieder der erften Hälfte, mie Ausſchluß 

der beiden letzten, in die Fächer der beiden Horizontals 
ſtreifen folgendergeſtalt ein. Das erſte Glied ſetze man 
in das erſte oder vordere Eckfach des oberen Streifens, 
die beiden folgenden in die beiden erſten Zwiſchenfaͤcher 
des untern, die beiden nächiten in das dritte und vierte 
Zvoifchenfach des obern, und fo fahre man mit dem Eins 
tragen der Glieder fort, indem man fie immer paarweiſe, 
und mit den Streifen abwechſelnd, ſo in die auf einander 
folgenden Faͤcher derſelben eintraͤgt, daß bloß diejenigen 
Faͤcher eines Streifens leer bleiben, denen in dem andern 
beſetzte Faͤcher gerade gegenuͤber liegen. Endlich ſetze 


man das vorletzte Glied der erſten Halfte, in Das erſte 
Zwi⸗ 
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Zwiſchenfach des WVerticalftreifens zur rechten, das legte 
Ghed aber in das legte Zwifchenfach des oberen Horizon: 
talſtreifens. Mit den Gliedern der zwerten Hälfte vers 
führe man fo. Das erite fee man in das letzte oder hins. 
tere Eckfach des oberen, das zweyte ın das vorlegte Zwi⸗ 
ſchenfach Des unteren Sorizontalftreifens, das Dritte 
kommt in das zweyte Zwifchenfach des Verticalitreifens 
zur linfen zu ftehen, die übrigen, bis auf die beiden festen, 
werden Paarweiſe, die beiden legten einzeln, in die unbe⸗ 
festen Zwifchenfächer der beiden Verticalitreifen, indem 
man von dem dritten Fache des Verticalftreifens zur vechs 
ten anfängt, auf die eben befchriebene Art eingefragen. 


15. Laͤßt fich die Faͤcherzahl der Finfaffung durch 
8 theilen, fo rheile man wieder die ganze Meıhe der Fleines 
ten Glieder, melche in diefelbe fommen follen, in ihre 
beiden Hälften, und trage die. Glieder der eriten Hälfte, 
keins ausgenommen, in die beiden Horizontalſtreifen auf 
die Art ein, wie die Glieder der eriten Hälfte ohne zwey 
in die ın (14) betradhteren Einfaſſungen eingerragen wer: 
den. Die beiden legten Glieder kommen daben in Die 
beiden legten Zroifchenfächer des untern Horizontalſtrei⸗ 
fens zu ſtehen. Die Glieder der zweyten Hälfte werden 
in die beiden PVerticalftreifen indem man von oben indem 
Berticalftreifen zur rechten’ anfängt, eben fo, wie bie 
Glieder der eriten in die Horizonralfkreifen, eingerragen, 
nur mit der Musnahme, daß man die beiden erften Glie— 
der, welche paarweıfe eingetragen werden, das zweyte und 
dritte Glied der ganzen Reihe nämlich, ſogleich unter das 
erjie fest, umd Das (4p + 4)te und (4p + 5te Ölied, 
wo p aus der Öliederanzahl der zweyten Hälfte gp + 3 
oder sp + 7 zu beitimmen it, einzeln, font aber in der 
Otdnung mit den übrigen Gliedern eınträgt. 


ı6. ind die Fleineren Glieder auf die eine oder 

andere Arc in eine Einfaſſung eingetragen, fo werden Die 

leer gebliebenen Rächer mir den größeren Glieden eben fo 

wie bey den ungeraden Duadraten, nad) der Anmweifung 

in (12) ausgefüllt, Es iſt nun zur Vollendung des 
€ 
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ganzen Duabrats bloß noch die Confiruction des innert 
fechszehnfaͤcherigen Quadrats übrig, welche, da die acht 
größern Gliedern deſſelben unmittelbar auf die acht Flei= 
neren in der Progreffion folgen, nah (5) außgeführe 
wird, Oder man ordne, um die Anfertigung des Typus 
zu erfparen, wenn a, b, c, d, e, fg, h bie kleineren 
Glieder in der gehörigen Folge, und A,B, C, D, E, F, 
G, H ihre Ergänjungsglieder find, fo daß die in das 
innere Quadrat zu bringende Progrefion a,b,....gh, 
:H,G,...:B,A ift, diefe Glieder auf eine diefer beiden 
«Arten zu einem magifchen Quadrate 


a |B[c|d]| | ald|Bj|C 
Elf|glH]j A|DIb|e 
hiG|Fle GIFiInle 


D|e|b]JA el false) 


fo ift das aus demfelben und aus den Finfaflungen zus 
ſammengeſetzte Toralquadrat gleichfalls magiſch. 
Hiet it ald Erempel zur Erläuterung Dad magi: 
fhe Quadrat von 8, welches man mit der in (5) ges 
gebenen Anordnung vergleichen kann. 
I ılö3lea] a] sIsolss|_s 
16/15|49|48144)19|20| 9 


— — —— — — — | 


s5]47|25]28]39]38]13|1° 
11j22,40|37j26,2°|43154 


— — — — — | mn — I 

 — | m | um — | — — 

— — — mn — — — — 
— | — — — 


Nimmt man hier die äußere Einfaſſung weg, und ver⸗ 
mindert jedes Glied in dem uͤbrighleibenden Quadrate 
um 14, ſo hat. man ein magiſches Quadrat der Geis 
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lenjahl 6. Auf dieſe Weiſe enthalten alſo die Qua— 
drate dieſer Art alle magiſche Quadrate kleinerer Sei⸗ 
tenjahlen in ſich. 

17. Man fann die Vertheilung der kleineren 
Olbeder in die Einfaſſungen und in das innere Quadrat 
aud anders machen, und uͤberhaupt noch mancherley 
Veränderungen bey- den aus Einfaffungen gebildeten 
Dnadraten anbringen, Darüber fehe man die angeführte 
Difertation. Ä 


ML Magifche Quadrate mit fommetrifchen - 
Abtheilungen. 


18. Es wird an ein Paar Benfvielen fich bie 
Veſchaffenheit und die Conſtruction dieſer Quadrate 
em keiten zeigen laſſen. Zuerſt ein ungerades, das von 
der Seitenzahl 9. | 

Man denfe ſich dieſes Quadrat in 9 neunfaͤche⸗ 
fige Quadrate, deren jedes für fich magifch if, zerlegt, 
mes fon a, b,c a... h, k die mittleren Glies 
der diefer Quadtate, welche fich in den mitielften Faͤ⸗ 
Gem detſelben befinden, in — Ordnung geſtellt 

a c 


d € f 
Eh BR 
In jedem ber Partialquadrate ift die Reihenſumme a 
mahl ſo groß als das mittlere Glied. Soll alfo das 
Toralguadrar.magifch fenn. fm 
a+3b + 5c=3za+3e4+ 5k 
dee =3a+3zd+r 38 u. ſ. w. 
at b ct=a+ eH+ k 
. re z a+ d+gufm 
kat, d. i. bie mittleren Glieder der Partialquadrate 
miflen für fich ein magiſches Quadrat geben. Man 
tale nun Die ganze Reihe der in das Totalquadrat zit 
bingenden Glieder E, 2, 3 u canon gı in 9 Pros 
Klonen ab, welche find | 
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ae ei I 
Io, lIU.,0.. | 17, 18 


I 
. 
u 
0 


— ® ) & 


. . + . * . 


73 140°. 7 . ... 86, 88 

fo bilden die mittleren Glieder derfelben 5, 14 2.0... 
77 gleichfalls eine arichmerifche Progreffion, find alfo 
der magifchen Anordnung fähig, und. das aus ihnen 
nach der Merhode der Inder Laie magifche Qua: 

drat if Es 
[es 5 so| 
23 j41|59| 
32 7724| 


Da jest die mittleren Glieder ber Partialquadrate bes 
ſtimmt find, fo ift ed leiche die Räder, welche das mit— 
telite in jeden Quadrate umgeben,. mit den zu jedem 
mittleren Gliede gehörigen übrigen Gliedern der einzel, 
nen Progreffionen auszufüllen, da denn das nachſte—⸗ 
hende Quadrat fich ergiebt. 


7116,601 8| ı 61; : 4615 1 


— — — — | une — — — — 








— | men — — — — — — — 


2611912414437 


21[23]255 31,]41 


22i27120|40|45 
mein . EEE 
35]28133780]73 


30|32|34|75|77 


‚I31]30|49]76[81 A 14 


— — — — — — — — 
J 


42162155* > 


43597 59/61 





+ 
’ 
+ 


7491710115 
——— 6 








Duadrat, magiſches. 37 


Es iſt leicht zu fehen, daß, wenn eins ber Partialqua⸗ 
drate conſtruirt ift, die übrigen bloͤß durch Vermehrung 
—— Verminderung ſeiner Glieder formirt werden 
koͤnnen. 


19. Fuͤr die Conſtruetion der geraden Quadrate 
obiger Art iſt noch zu bemerken, daß: die in (16) mitges 
theilten, aus den Gliedern a,b, c,.... hund A, B, 
C.... H gebildeten Quadrate auch dann noch magifch 
find, wenn nur a, b, c, d. arirhmerifch proportional, und 
e,f,g, h nad) der Ordnung um gleichviel größer oder 
fleint, A, B..... H aber bejiehungsweife die Ers 
gänzungen von a,b. ....h zu derfelben Zahl find. 
Die Reipenfumme in dem magifchen Quadrate ift als: 
dann 2(A+a)=2(B+b)uf.m, Go geben die 
Zahlen 1,2, 3 .... 16 in diefe Drdnung gebracht, 


1 095 ı3 
3 11 7 15 
2 10 6 ı14 
4 ı2 8 ı6 


wo die angezeigten Bedingungen Statt haben, die magis 
Anordnungen : | 
1] slrzlıaf | Ei 12 
altıl dl 2 Hure 
3 


tirol 6| 3] Ir 6lı5 


al si olıel | rleil alıa 


20, Alm jest das magifche Quadrat von 8’ aus 
vier Partialquadraten zufammenzufesen, theile man die 
ganze Reihe der Fleineren Glieder von 1 bis 32 in g Tes 
traden, und nehme zu jedem der Partialquadrate zwey 
derſelben, welche man will. Man fuͤge ihnen noch die 
größeren Glieder, welche fie zu 65 ergänzen, ben, fo wird 
die Reihenſumme in jedem der Partialquadrate 2. 65 
oder 130, alfo in dem aus demfelben gebildeten Totalqua⸗ 
drate 260 ſeyn, wie erfordert wird, 
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Sind z. E. die kleineren Glieder fuͤr das erſte 


I, 2, 3 4 
21, 22, 23, 24 


s;, 6, vw 8 
-29: 39% 3, 3% 


13, 14, ı5, 16 
25, 26, 27, 28 
für das vierte | 
| 9, 10, 11, 12 
17, 18, 19, 29 
fo entſteht nr Toralquaent | 


| 4163]62 416362] 5 "5 8159158 
6461| 2 = 2- 
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27. Man fiehbt aus den bisherigen Benfpielen, 
ba fich nun die Quadrate zufammengefester Seitenzah⸗ 
ken, die einfach geraden ausgenommen, auf diefe Weile 
sufammen fegen laſſen. Je mehr Factoren die Seiten: 
zahl bar, deſto mannichfaltiger. iſt die Zufammenfegung. 
Das Quadrat von ı laͤßt fich z, B.aufaınmenfegen 1) aus 4 
Duadraten von 36 Fächern; 2) aus 9 Quadraten von 
16 Fächern mit einerlen oder verihiedenen Reihenſum⸗ 
men; 3) aus 16 Quadraten von 9 Faͤchern. Nimmt 
man die Reihenſummen der Partialquadrate alle gleich, 
wie in dem legten Crempel, ſo giebt das eine ſehr einfacht 
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und doch großet Abaͤnderungen faͤhige Conſtruction der 
doppelt geraden Quadrate. Daß die einfach geraden ſich 
auf dieſe Weife. nicht zuſammenſetzen laſſen, erhellt dar⸗ 
aut, daß es Fein vierfelderiges magiſches Quadrat giebt, 
Man kann dieſe Quadrate aber immer, wenn ihre Gais 
tenjahl größer ift als 6, aus einem Quadrate der vorigen 
Gattung, um welches eine;Finfaffung magifcher Art gelegt | 
wird, bilden. Davon ftehe Hier noh ein Erempel an 

dem magifchen Quadrate zur Seitenzahl 10. 

_1199 98] 4 5 19: [94190 9] 10 


93119122/81180]27130|73172 8 
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Veränderungen der magifchen Quadrate, 





22. Das magifhe Quadrat zur Seitenzahl 3 
ft nicht mehr als eine Anordnung ju, welches fo ers 
belt. Die Reihenſumme diefeg Quadrats ift 15, und 
diefe laͤßt ſich nur auf achterley Weife aus je dreyen der 

emente I, 2, 3 .....9, ohne eins zu wi’ederhoßlen, 
infammenfegen. Es ift namlib 15 =ı #5 +'9 
=-16+8=2+4+9=2+35+8 
-3+6+7=3+4+3=35+5,+7 
=4+35-+ 6. Unter diefen acht gleichen Summen 
find nur vier, welche in die Diagonalen und Mittelftreis 
fen gefege werden Fönnen, nämlich diefe ı + 5 + 9, _ 
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2+5+8,3+5+74+ 53 6, denen das 
Glied 5 gemeinfchaftlich it. Da die Diagonalen mit jes 
dem Streifen ein Glied gemeinfchaftlich haben, fo dienen 
von jenen vier Summen bloß die beiden 2 + 5 + 8, 
445 6, welche mit jeder dervier Summen 1 +6-+ 8, 
2+4+9,2+6+7n3 4 + 8 en Ölied 
gemein häben, in die Diagonalen, folglich bilden die bei⸗ 
den andern 1-5 +gumd 3 +35 + 7 die Mittels 
ftreifen. Das Glied 5 fommt alfo in das mittelſte Sach 
des ganzen QDuadrats, die Glieder 2, 4, 6 und Saber in 
Die Eckfaͤcher zu ſtehen. Durch die Stellung der Ölieder 
in den Eckfaͤchern werden die Glieder in den Zwilchenfäs 
dern beſtimmt, fo daß 9 zwifchen‘2 und 4, 7 jwilchen 
2 und 6, 3 jwifchen 4 und 8, und ı zwifchen 6 und 8 
zu ſtehen kommt. Deswegen bleibe in den horizontalen 
und verticalen Streifen fowohl als längs den Diagonalen 
immer diejelbe Verbindung von Zahlen, wie auch ihre 
Stellung fonit fi ändern mag, welches aber für Eeine 
weſentliche Veränderung zu rechnen iſt. 


2%: Mit dem Quadrate von 4 verhält es fich 
fhon anders. Die Reihenſumme in demfelben ift 34, 
welche auf 86erley Arten aus je vier von den Elementen 
1, 2, 3.0.36 ſich zufammenfesen läßt; fo daß Feins 
berfelben wiederhohle wird. Das magifche Duadrar von 
4 erfordert nur 10 folder Zufammenfegungen, von des 
nen vier unter fich Fein Element, mit jeder der übrigen 
ſechs aber ein Glied gemeinfchaftlich haben müffen. Es 
läßr fich bey der verhaͤltnißmaͤßig großen Anzahl möglis 
cher Zufammenfegungen gegen diejenige der erforderlichen 
erwarten, daß der Korderung auf eine vielfache Weife Ges 
nüge gefchehen Fan. Wirklich hat auch Frenicle, wie 
oben angeführt ift, 880 verfchiedene Anordnungen des 
magiſchen Quadrars von 4 geliefert. 


24. Bey den Quadraten höherer Geitenzahlen 
wirb die Anzahl der möglıchen Veraͤnderungen noch grö« 
fer. Ein einziges Quadrat von 6, beftehend aus einem 
inneren fechszehnfächerigen magıfchen Quadrate ‚und einer 


J 
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magifchen Einfaffung von 20 Fächern, wie dieſes nach 
(13 und 14) conſtruirte, 


"1l35 34 30| 5] 6 
33411[14]25]24 
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derſtattet bey denfelben Eckzahlen ı, 6, 31, 36 und bene 
felben Glievern des innern Quadrats 11, 12, 13....26 
dur bloße DVerfegung der Glieder in den Zwiſchenfaͤ⸗ 
dern der Einfaffung und Abänderung des inneren Qua— 
drats an 4055 040 Veränderungen. Denn das einges 
fhloffene Quadrat leiter wenigſtens 880 Veränderungen, 
und jede Seite deffelben fann an einen Streifen der Eins 
fajjung zweymahl gelegt werden, 3. E. die Geite 11, 14, 
25,24 an den Streifen 1:6 fo 24, 25, 14, 11. Dies 
giebt 2. 4. 880 oder 7040 Arten der Verbindung des in» 
nem Quadrats mit derielben Einfaſſung. Nun find in 
den Zwiſchenfaͤchern der Horizontaljtreifen der Einfaſſung 
4 Paar Ergänzungsglieder, welche 1. 2. 3.4 = 24 
mahl verfest werden fünnen. ben fo oft aber koͤnnen 
such die in den Zwifchenfächern der Berricalitreifen bes 
fndlihen 4 Paar Ergänzungsgliener verfegt werden. 
Dies giebt bey denfelben Eckzahlen 24 . 24 = 576 Ver⸗ 
änderungen in der Stellung der Zahlen in den Ziwiichens 
fähern der Einfaffung. Daher iſt die Zahl der Veraͤn⸗ 
derungen bes ganzen Quadrats — 576 . 7040 
4 055 040. 


Laͤßt man das Edkglieb ı der Einfaffung und das 
mit auch des ihm gegenüberliegende, fo wie die Glieder 
des innern Quadrats ungeändert, fo kann man Die beiden 
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andern Eclieder, und die Glieder in den Zwiſchenfaͤchern 
der Einfaſſung auf zıerleg Weiſe verändern. Folglich 
ift die Zahl der DBeränderungen, bey demfelben Eckgliede 
ı und denfelben Gliedern des innern Quadrats 11, 22 

..26, = 4 055 040.21 85 155 840. Ans 
| dert man auch das Eckglied ı und die innern Olieder des 
Quadrats, fo wird dieſe Zahl noch bebeutend vermehrt. 
Und in Diejer großen Menge von VBeränderungen find 
noch nicht diejenigen begriffen, welche das sone 
magifhe Quadrat von 6 zulaͤßt. 


25. Bon dem magiſchen Duadrate zur Seiten⸗ 
zahl 7 laſſen fich nach de la Hire's Mierbode, welche Die 
der Inder und von Mofchopulos unter ſich begreift, 363 
916 800 verſchiedene Anordnungen finden, Denn bey 
einer beftimmten Kolge der Zahlen in den oberften Horis 
jontalftreifen der beiden Hülfsquadrate find 4 Kolgen 
der Zahlen in den erften DVerticalftreifen möglich. Jede 
Anordnung in dem einen Hülfequadrate läßt fih mit 
dreyen des andern zu einem magifchen Quadrate, worin 
fein Glied wiederhohle wird, verbinden, Alfo entitehen 
„bey derfelben Folge der Zahlen in den erften Horizontal: 
ftreifen der beiden Huͤlfsquadrate 4-3 Veraͤnderungen. 
Die Folge der Zahlen in dem erſten Horizontalſtreifen 
jedes Huͤlfsquadrats läßt ſich aber 1- 2. 3.4.5. 6.7. abs 
ändern; daher iſt die Zahl der hieraus und aus der dere 
fhiedenen Folge der Zahlen in den erften Berticalftreifen, 
hervorgehenden we 

(1.2.3.4.5.6,7)*°.1.3 7 304819200% 
Wird das mittlere Glied der Progreffion in einem ber 
beiden Hülfsquadrate in der einen oder andern Diagos 
nale wiederhohlt, fo ift die Sn ber Veränderungen eis 
nes ſolchen Quadrats 1.2. 3: 4. 5.6.2. Die Zahl 
der Veränderungen, welche durch —— eines ſol⸗ 
chen Huͤlfsquadrats mit einem der vorigen Art entſtehen, 


r > 
.6.)° .2.9% = 58060800. 
ni it die EM der —— welche durch die 
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Berbindung der Hülfsquadrate von der letzten Art unter 
fih hervorgebracht werden, 
(1.2.3.4.5.6),.2== 1036800. 
Die Zahl aller Veränderungen uͤberhaupt ift alio 
304819200 + 5806-800 -F 1036800 — 363916800, 
wie angegeben ift. Diefe Mngabe erſtreckt fich aber noch 
nicht mit auf die Quadrate mit magifchen Einfaſſungen. 
jeder Entwurf diefer Art, welcher aus einem innera mas 
giſchen Quadrate von 9 Kächern und zwey Kinfaffungen 
ton 16 und 24 Fächern befteht, leidet durch Verſetzung 
der Glieder in den Zwiſchenfaͤchern der Finfaffungen und 
rd Drehen und Wenden der Quadrate von 9 und 25 
achern 


(1.2. 3)°.(1,2.3.4.5]%.8°%.8° = 33 177600 
Veränderungen. Gest man aber das Quadrat von 7 
aus einem fünf und zwanzig fächerigen magifchen Qua— 
drate mit einer Einfaffung ‘gleicher Art von 24 Faͤchern 
zuſammen, fo verftattet jede folche Anordnung, weil das 
innere Duadrat nach de la Hire's Merhode auf 41472 
Arten zufammengefest werden Fanıı, 

21472 . (1. 2. 3. 4. 5) . 82 4777374400 
Veraͤnderungen. Bedenkt man die große Menge der 
Eatwuͤrfe beider Arten, fo erregt die ungeheure Menge 
von Beränderungen allerdings Erſtaunen. Mir der Zahl 
der aus den Elementen 1, 2,3... 49 zu formirenven, 
magischen oder nicht miagifchen Quadrate, welche jwifchen 
6082 .10°9 und 6953,1059 fällt, iſt fie indeß kaum zu 
bergleichen, | Ba 


Noch einige andere Arten magifcher Quadrate 


26. Anſtatt einer arithmeriihen Progrefion kann 
auch eine geometriſche in die Rächer eines Quadrats fo 
eingefragen werden, daß dag Product der Zahlen in den 
Horizontal Vertical und Diagonalreipen daſſelbe iſt. 
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Zum Beyſpiel. | 
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| | 32| 256] 2048 
Diefe Quadrate entitehen, wenn ftart ber Glieder 
7,2,3... der natürlichen arichmerifchen Progreffi on, 
Die uaehörigen Glieder einer geometrischen Neihe, in den 
og Beyſpielen 1,2, 4, 8.0. », gefegt werden. Die 
Bleichheit der Producte beruht auf den EEE der 
Logarithmen. 


27. Noch kann man die Glieder einer harmo⸗ 
niſchen Progreſſion in die Rächer eines Quadrats 
fo eintragen, daß die Zahlen in horizontaler, verticaler 
und diagonaler Richtung harmonifch proportional find, 
d. b. daß fuͤr je drey da auf einander folgenden Glie⸗ 

* 
. Dergleichen iſt das 


2a — b. 
( 
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Diefe Quadrate haben gar nichrs Fünftliches, Denn da 
die reciprofen der lieder einer arithmetifchen Proaref- 


fion eine Harmonifche Progreffion bilden, fo darf'man nur | 


die Glieder einer arirhmetifchen Progreffion, z. Exempel, 

2,3,4.....10, fo in ein Quadrat emitragen, daß die 
Zahlen in Horizontaler, verticaler und diagonaler Rich— 
tung ſtetig arirhmetifch proportionirt find, welches leicht 
iſt. Zum Benfpiel, 


2| 3; 4 
1017 
8|I 9 Jıo 


Nun fuche man zu den Zahlen 2, 3,4..... 10 ben 
kleinſten gemeinfchaftlihen Dividuus, welcher ift 2520, 
Die Quotienten deffelben durch die Glieder 2, 3,4, -...» 
10 geben die in das Quadrat ſtatt diefer zu fegenden Glie— 
der einer harmonifchen Progreffion. 


28. Eine eigene Art magifcher Quatrate, welche 
durch Subtraction immer einerley Zahl liefern, finter ſich 
in den Actis Eruditor. 1686. p. 393 von Kochanski bes 
ſhtieben. Sauveur (Mem. de l’Acad. des Sc. 1710) 
bat noch das magifhe Kreuz, das magifche Gitter, 
und den magiſchen Würfel hinzugethan. In Fraͤnk— 
lins ſaͤmmtlichen Werfen 2 B. ©. 307 und folgg. 
der deutfchen Überſetzung Fommen ein Paar magifche 
Quadrate von befonderer Einrichtung, auch ein magifcher 
Lirkel vor, | 


29. Euler hat in der Comm. Acad. Petro- 
pol. T. XV. eine ſchwere, mit der von den magıfchen 
Wadraten etwas äbereinftimmende’Aufgabe aufgelöfer. 
Sie heißt: Es follen neun in ein Quadrat A, B, C, 
fo zu jtellende Zahlen gefunden werden, daß D, E, F, 
folgende zwölf Bedingungen erfüllt werden: G, H, I, 
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AA+-DD+ 66 =vn 
BB+EE+HH=n.. 
CC + FF + I =ı 
AB’+ DE + GH=o. 
AC+HDF + GI=o 
BC+EF+ HI=c 


AA+BB+HCC=1ı, 
DD+EE + FF= rn 
9. G®+HH+ U =n 
Io. AD+ BE +-cF=o 
ı. AG+ BH+cCI=o, 
12. DG + EH+ FI= o. 


Die Unterfuhung iſt für die Lehre von ben Prums 
men Flachen und Linien von doppelter Keuͤmmung wichtig, 
mern man bon einem Syſtem rechtwinkliger Coordinaten x, 
y, zjueinemandernder Coordinaten X, Y,Z übergeht, one 
den Anfangspunck zu verändern. In diefem Kalle wers 
den nämlich die X, Y, Z durch x, y, z fo qusgedrüdt 


X = Ax + By + Cz 
Y= Dx + Ey + Fz 
2 = x + Hy+ 17 
und x, y, z durh X, Y, Z auf diefe Art 
x = AX + DY + 62 
y= BX + EY + HZ 
z zz CX + FY + I2 


und es Haben alsdann die angezeigten Nelationen nebit 
noch andern zwifchen den neun Größen A, B, C,D,E, 
F, G, H, J ſtatt Die Aufgabe, wie fie vorgetragen ill, 
ſcheint mehr als beſtimmt zu feyn, iſt aber wirklich eine 
unbeſtimmte. Die legten ſechs Gleichungen folgen naͤm— 
lih aus den erften feche. übigens diene die Stellung 
der neun Größen ins Viereck ın der That nur zur Ber 
finnlihung der Pelationen zwijchen tenfelben. 


Qusdratifche Gleichung it eine Gleichung 
vom zweyten Örade, ſ. Gleichung. 


sry pu2upe 


- 
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Quadrato⸗ cubiſche Zahl iſt die fuͤnfte Po⸗ 


tenz einer Grundzahl, fo wie dieſe die quadrato-cubiſche 
Burzel in Abſicht auf die Potenz als Grundzahl ift. 
S Potenz, 5. 


Quadrato⸗ quadratiſche Gleichung iſt eie 


ne Gleichung vom vierten Grade. 


Quadrate: auadratifche Zahl ift die vierre 
Potenz einer Grundzahl, welche hinwiederum die eben fo 
genannte Wurzel aus der Potenz iſt. 


Quadratrix iſt eine Frumme Sinie, die uͤber ders 
felben Are mit einer gegebenen frummen tinie beſchrieben 
it, und durch ihre Ordinaten die Flaͤchenraͤume diefer 
angiebt. Ihre Ordinaten nemlich verhalten fich wie die zu 
den Abſciſſen gehoͤrigen Flaͤchenraͤume der gegebenen Linie, 
oder es ſind auch die Quadrate ihrer Ordinaten, oder die 
Rechtecke aus der Abſciſſe und Ordinate, den Flaͤchen⸗ 
täumen der vorgegebenen Linie gleich. Da man durch 
die Integralrechnung den Inhalt der Kiguren bequemer 
und faßlıcher angeben fann, ats durch die Conſtruction 
äner zweyten Linie, fo macht man jeßt Faum Gebrauch 
von diefer Art zu quadriren, 

1. Die ältefte Quadratrie iſt die des Dinoſt ra⸗ 
tus, eines Zeirgenoften des Plato. Es ift (Fig. 2.) 
AB der Quadrant eines Kreifes, der mit dem Halbe 
meer CA befchrieben ift, und M ein Punct defs 
felben. Auf AC fen ein Punct P fo genommen, daß 
AB: AM =AC:AP fen. In diefem Puncte P wers 
deauf AC tie fenfredyre PN errichtet, welche den Halbe 
meſſer CM in N fchneider, fo iſt N ein Punct der Qua⸗ 
drarrir, 

2. Man ziehe NO ſenkrecht auf den Halbmeſſer 
CB, fo folar aus Der angenommenen Proportion, daß 
AB:BM = AC:NQ if. Dun fege man AC oder 
BC =a, cQ — x, NO =y; ber Winfl BCM 


verhalte ſich zu zwey Rechten, wie O: x, pifty= = a. 


48 ee Quadratrix. | 
die Gleichung für die Ouadratrir. Auch iſt y—xlang@; 


ao x—= ; 

rtang ® 
Kür den Punct D, wo die Quabratrir den Halb⸗ 
meffer BC jchneidet, if @ Fo und tang P ZOO, alfo 


—— a Entwickelt man tang ® in eine Reihe ® + 
AO> Tr BP° + etc. (Cyklometrie, 14.), fo ft x — 


. 23a — 
7 (1 + AD? 4 Bot + etc.) welcher Werth fur@ = o 


wird CcD = — Die Graͤnze von — welche 
” tang ® | 


— ı ifl, wird in diefem Falle für den Quotienten ges 


fest, F 

| 3. Die Eurve ift nicht auf den Bogen AD eins 
gefchränft. Sie erſtreckt ſich auf der andern Seite von 
AC ıns Umendliche fort, indem für P — , x unends 
lich groß, und y — 2a wird. Für negative O von o 
bis m ift die Kurve unterhalb der Abfeiffenlinie BZ Dies 
felbe wie oberhalb. Für die Winfel @ von m bis ar 
Fomme die. Curve von dem unendlich weit enffernten. 
Puncte auf der Afyınprote, deren Abftand von der Ab: 
feiffenlinie — 2a ift, her zurück, und eritreckt fich wieder 
ins Linendliche auf der Seite CX, wo die Gränze von 
yift 4a. Solcher Hins und Herzänge giebt es unends 
lich viele, jeden mir einer Aſymptote der Abſeiſſenlinie pas 
rallel, in dem Abftande 2a von einander, fowohl auf 
der einen Geite der Abfciffenlinie als auf der andern, fo 
wie eine Spirale, insbefondere die archımedifche, auch 
unzaͤhlig viele Umgaͤnge macht. | \ 


4. Es ſey NT die in N berüßrente, welche bie 
N® 


C 
CB ın T i tcT=r.— — Dem 
i ſchneide, ſo iſt — D 


— d 

es it die Subtangente QT= — — (berüßrende Sis 
| Y 

| nie 
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xdy — ydx y | 
ni, 12,15) und CT = Ze, Da .=B89% 
m *dy— ydx EEE 

it, fo iſt m me — (Differentialfors 


men, 38) Daraus ift 

d d ee 
cC= > ‚P_c". — — 
cos 2ꝛdy dy 2a UD, 


al die dritte Proportionale zu der Bafis der Duadras 
ty CD und dem Radius vector CN, 


5. In Dift die Subtangente — CD, alſo die beruͤh— 
rede ſenkrecht auf die Are; in Aiſt fie — - ra, dem 


Dustranten. Für P—= x, wo CN unendlich groß iſt, 
iſt ſe auch unendlich. 


6. Da die Ordinaten NO fih wie die zugehoͤri⸗ 
gen Bogen verhalten, und der Quadrant veg Kreifes 
CB? | | 


B 
= * iſt, ſo kann durch dieſe Linie, ſo fern man ſie 


ae geichnet annimmt, der Kreis und jeder Sector 
deſchen quadrirt werden. Daher har dieſe Linie bey 
den Alten ihren Namen, rerpaywvıdovsa, quadra- 
x, erhalten. Sie dient auch jur Theilung eines 
ſeeicbogens AM oder Winfels ACM m jede Anzaͤhl 
von Theilen durch die Theilung der zugehörigen Abfeijfe 
ap, Es laͤßt fich dieſes auch durch Theilung der Ors 
dinate NO bewerfitelligen. | | 


7. Pappus, ver fich in dem sten Buche feis 
Sammlung, Satz 25 ff. mit dieſer dinie beſchaͤf⸗ 
ugt, ermnert mit Recht, Daß das geſuchte dabey als 
fannt angenommen wird. Man müfe ja, um jeden 
Aunt N der frummen Linie zu beffimmen, fchon da3 
Lathaltniß des Umfanges zum Halbmeſſer wiſſen. Die 
sur ſey eine mechaniſche (kıxgavızwrspy) und in der 
Nusibung den Künftlern (unxavıxoıs) zu vielen Aufgas 

| Ä D 





> 
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ben nuͤtzlich. Man kann naͤmlich burch_fortgefegte Hal: 
birungen des Quadranten AB und bes Halbmeſſers AT 
viele Puncte wie N finden, und durch deren Hülfe Die 
frumme finie zur Anwendung genau genug zeichnen. 
Doc auch diefe Mühe, erfparen unſere Winfelinftru 
mente - Pappus zeigt noch, wie ‚fi verfchiedene Auf: 
gaben durch diefe Linie auflöfen faffen. — Der. griechi 
fche Text von ©. 25 — 29 ift aus einer Baticanifchen 
Handſchrift abgedruckt in des Josephi Torelli Geo- 
metricis, Veronae 1769. | 


8, Den Sag, daß AB:CB = CB ı CD 
ift, erweiſet Pappus, nad) Art der Alten, dadurch 
daß er zeigt, CD fönne weber größer noch kleiner ſeyn 
‚ale die dritte Proportionale zu AB und CB. Pam 
fih es ſey nicht AB: CB Z CB: CD, fo iſt dw 

dritte Proportionale ju AB und CB entweder arößeı 
oder Eleiner ald CD. Gie fen zuerft größer und = CE, 
Man befchreibe mit dem Halbmeſſer CH einen Kreis: 
bogen, welcher die Quadratrix irgendwo in N fchneide, 
und ziehe NQ fenfreht auf CB, fo it AB : .CH 
—BM:OQN. Nun foll auch ſeyn AB:;CB=CB:CE, 
folglib it CB:CE = BM: ON. eaen der com 
eentrifchen Bogen ift CB: CE — BM:EN. Folg 
lich wäre der Bogen EN gleich der ſenkrechten NQ,; 
welches unmoͤglich iſt. Alſo it CD nicht Eleiner al 
jene dritte Proportionale, Auf ähnliche Art wird er 
wiefen, dag CD nicht größer ft. Folglich iſt CD if! 
gleich, — Wie aber dieſer Satz gefunden fey, ſag 
Pappus nit. —— 


9. Tſchirnhauſen hat die Quadratrir fuͤr der 
Kreis abgeändert. Es bleibt AB: AM = AG:AP 
aber er zieht durch M eine parallele mit AC, welch 
durch ihren Durchſchnitt mit der auf AC in P fenfred) 
ten einen Punct feiner Quadratrir angiebt. | 


| 10. Newton nennt Quadratrices tiberhaupl 
die Linien, deren Drdinaten NQ (Fig, 2) eine Func 
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tion bes zugehörigen Kreisbogens find. Opuscula T. IJ. 
pı102, In einem Briefe an Oldenburg, ibid. p. 318, 
giebt er die Abſciſſe CQ durch die Ordinate NQ mittelft 
uiner Reihe an, deren Grund aus Eyflomerrie, 16. fich 
geich ergiebt. * * 

Joh. Bernoulli bemerkt, daß die Cykloide 
dient, Kreisſegmente leicht in einem gegebenen Verhaͤlt⸗ 
hife zu theilen. Operum T.I p 199. 

Diefer Geomerer giebt noch eine Conſtruetion an, 
eine gerade Sinie in einen Kreisbogen zu verwandeln, 
durd welche zugleich Puncte einer Quadratrix der Alcen 
gefimden werden. Opp. T. I. p. 446. Davon it dem 
folgenden Artifel, Duadratur. 


Wallis wendet auf die Quadratrix ber Alten 
die lehr· von der Zufammenfegung jwener Bewegungen 
at. Opp. T. II. p. 663. Er irre fi aber, daß er 
die gaje Quadratrux aus vier folchen Bogen, wie AD, 
in den vier Quadranten des Kreifes zuſammenſetzt. | 


Montuͤcha fchranfe den ganzen kauf der Duas 
dratrit auf den Raum zwifchen zwey Aſymptoten ein. 
Geſh. der Mathematik, IL S. 78. Ausführlich hans 
vlt yon diefer Linie, befonders ihren Aſymptoten, Räfts 
herin den geom,. Samml. II. ©. 218 — 241. 


Quadratur ( Tetragonismus) ift die Vers 
Wandlung einer Frummlinichten ebenen Fläche ım eine gleich ° 
große geradlinichte Figur, insbefondere in em gleich 
goßes Quadrat. Bisweilen heißt auch Quadratur die 

erwandlung einer geradlinichten Figur in ein Quadrat, - 
— Auch Complanation einer krummen Fläche wird Quas 
ratur genannt, | 

1. Archimedes war ber erfte. welcher krummli⸗ 
tihte Figuren quadrirte. Zu der Quadratur des Kreis 
ſes that er zwar nur den eriten Schritt, allein er quas 
dirte die Parabel, wie in dem Artıfel, Exhauſtions⸗ 
Methode, Th. IL. ©. 167. ff. erzähle iſt; er verglich 
de Fläche einer Ellipfe mit einer Kreisfläche (von Kos 


— 


L) 
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wvoiden und Sphaͤroiden, 5 .6. Gab), auch die Fi: 
henräume an feiner Spirale für jeden Umlauf des 
Halbmeſſers mit einer Kreisflädye, (von den Gpiralerz, 
14. ff. ©.). 

Vor Archimedes hatten zwey griehifhe Geome— 
ter, Bryſon und Antipho, die Kreisfläche zu meſſen 
geſucht, jener auf eine ganz irrige Art, diefer auf eine 
beffere, durch die Berechnung eines Fleinen Gectors, Den 
er als geradlinicht anſah. 


2. Cavaleri, deffen Methode des unrheilbaren 
im erften Theile erflärt it, Fam damit in dem Werke, 
worin er fie aus einander fegt, in Beziehung auf Slächenräu = 
me nicht weiter als bis zu der Quadratur der Parabel und 
der Spirale, ben der letztern durch eine Vergleihung 
mit einem pargbolifchen Kaume, Aber in den exerci- 
tationibus geometricis, die. 1647 herausgefommen 
find, giebt er die Quadrarur höherer Parabeln, von. der 
. Korm ay" —b"x. Gein Drdensgenoffe, Stephbanus 
de Angelıs, leitere daraus noch manche Säge Die 
Quadratur diefer Linien betreffend, her, und zeigte auch, 
wie ihre Eubirung und die Lage des Schwerpunctes ge— 
funden werden, De infinitis parabolis, Venetiis, 
1659. — Fermat quadrirre Die apolloniihe Parabel 
auf eine finnreiche Art. Er nahm die Abfriffen in geo— 
metriicher Progreffion, wodurch die Ordinaten auch in 
eine folchen, ‚etwas verfchiedenen, Itehen, und die Recht⸗ 
ecfe aus den Ordinaten in die zugehörigen Unterſchiede 
der Abfeifjen, ebenfalls eine geometriſche Progreffion auss 
machen. Werden diefe Linterfchiede ohne Ende vermins 
dert, fo ift eine unendliche geometrifche Reihe zu fummiz | 
ren, deren Summe die Flaͤche der Parabel giebt. Auf 
ähnliche Art quadrirte er eıne Parabel, deren Gleichung 
iſt b3x® —a?y3, Huch erdachte er eine Spirale, an 
wilcher Die Winkel, welche der fich drehende Radius bes 
ſchreibt, fi) wie die Quadrate der Radiorum verbal: 
‚ ten, und quadrırre diefe Spirale, — Moberpal, dem 
Fermat die Aufgabe, diefe Curve zu quadriren, vorgelege ° 
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hatte, kam damit auch zu Stande. Descartes fand 
ebenfalls ihre Quadratur. Roberval berechnete die 
Flaͤchenraͤume einer Curve, die man Limaqon nannte, 
ſ. M. J. S. 543. Er beſtimmte auch den Flaͤchen⸗ 
ram auf einer Cylinderflaͤche, der durch die Herumfuͤh⸗ 
rung der Spitze eines Zirkels darauf abgeſchnitten wird, 
wenn der Zirkel den Durchmeſſer des Cylinders beſpannt. 
Merkwuͤrdig iſt es, daß er auch die Cykloiden jeder Art 
qadrirte, nämlich ben ganzen zwifchen der Baſis und 
dem Scheitel enrhaltenen Raum. Gtlüfe(Slusius) quas 
driste die krummen Sinien, deren Sleichung it at y’ — 

x" (a — x)", in dem Anhange zu feinem Mesolabum 

betitelt Miscellanea Cap. II, Auch quadrirt er Spi⸗ 
ralen, deren Gleichung auf eine gleiche Art allgemein 

gemacht wird. Cap. III. Torricelli fand für ſich 

die Fläche der gemeinen Enfloide, Pascal fogar die 

Abſchnitte derfelben. — Gregorius von St. Vin 

cent erdachte fehr viele Arten die Parabel zu quadris 

im Miemand unter den ausgezeichneten Geometern 

hat die Duadratur des Kreiſes eifriger gefucht als Dies 

ſer, wiewohl fie auch ihm mislang. Davon nachher. 


3. Huy gens fand den Schwerpunct eines bye 
rerbelifchen und elliptifchen Abfchnirts aus, und war 
dadurch im Stande, einen folchen Abfchnire mie einem 
über der Ehorde eingefchriebenen Dreyeck zu vergleichen. 
Zu gleicher Zeit mie ihm, im Jahre 1651, leitete auch 
taleuere die- Duadratur des Kreifes und der Hy— 
perbel aus der Beltimmung ihres Sckwerpunetes ber, 
und ahmte dabey den flatifchen Beweis des Archimes 
des für die Parabel nach. Allein Hungens griff die 
Sache gerade zu an, wiewol feine Deduction no zu 
meitläuftig iſt. Kerner fand er, daß der unenblid) 
lange Flaͤchenraum zwifchen der Eiffoide, ihrer Aſymp⸗ 
tote und dem Durchmeffer des erzeugenden Halbkreiſes 
dregmapl fo groß ift als vie Kläche dieſes Halbkreiſes, 
(Opera reliqua, T. I. p. 226.). In einem. Anhange 
u der Abhandlung über die Lirfache der Schwere, 1699 


} 
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zeigte er unter andern Saͤtzen uͤber die Logiſtica auch 
bie Vergleichung ihrer Flaͤche zwiſchen irgend zwey Or⸗ 
dinaten. Sogar quadrirte Huygens eine Linie vom drit⸗ 
ten Grade, die blattaͤhnliche, Folium benannte, von wels 
cher unten (109) gehandelt wırd. Er fand die Area 
ber Dvale, ferner die Gleichheit des Flaͤchenraums 
derielben, und desjenigen zroifchen ben beiden unendlis 
chen Zweigen der Curve und der Afumptorte, endlich, daß 
der Inhalt eines Abichnirtes durdy ein einziges Glied 
ausgedruckt werde. Opp. var. p. 514 


4 Jacob Gregory gab 1667 zu Pabua ei: 
ne febr nert gefchriebene Abhandlung heraus : Vera 
eirculi et hyperbolae quadratura, worin er zu jeigen 
fuchte, daß dieſe durch Annäherung nur immer genauer, 
aber nicht vollfommen gefunden werden fünne. Gr fins 
det eine gut conpergirende Reihe von ordentlichen Biel 
ecken, die theild um den Kreis, theils in demſelben bes 
fchrieben werden. Durch ı3 folder Paare berechnet er 
den Umfang bis’ auf die ı5te Decimalftelle nach den 
Eınern. Kür die Hnperbel ift feine Methode der für 
den Kreis ganz gleihfürmig, Auch findet er dadurch 
zuerſt den log..nat, 10, und dann den log. 2 mictelft 


| 24 1024 
des log. ( =) log Sk, m 
es ( r 1000 DR 1000 


1024 = 2' if, Mun giebt er für jede Prim: 
zahl von 3 bis 97 zwey große Zahlen an, die nur 
um 1 verfchieden, und Producte von Primzahlen find, 
deren Logarithmen, bis auf eine derſelben ſchon gefun— 
den feyn, daher aus dem leicht zu findenden- 


log( x + ) oder log u 


rithmus von n P ı oder von n fchon befannt ift, der 
Logarithmus der andern Zahl fogleich fich ergiebt, da: 
durch auch der verlangte Logarithmus der nody übrigen 
Primzahl, wie in dem Artıfel, Logarithmus, gezeigt 
iſt. Allein feine Reihe von Polygonen iſt doch müß: 





‚ wenn ber Jogas 
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ſam ju berechnen. In den Exercitationibus geome- 
tricis, die 1668 zu London herausfamen, hat er eine 
mit der Meike, (7 + - y’ + : y’+ ec. ) | 


es | 
- uͤbereinſtimmende angegeben. 





61 
für log = 
5. Die Arithmetica infinitorum von Wal 
lis (vom Fahre 1655) war ein wichtiger Fortſchritt 
in der höhern Mathematik. Ste iſt eine Summirungs⸗ 
mehode und in fofern eine Crweiterung der Cavaleri: 
(den. Wallis gebrauchte die Induction auf eine fehr 
gelhikte Art, und wußte das Gefes der Analogie gut 


I 
enumenden, da er 5.8. die Duofienten — als Mule 
ga 


fipliatoren, x, behandelte, und auf fie das anwand⸗ 
te, was er für Potenzen mit pofitiven Eirponenten ges 
funden hatte. Auch auf gebrohne Erbonenten dehnte 
diefes aus, und fand überhaupt den inhalt der Fir 
guten, in welchen dig "Ordinate fich wie eine Poren; irs 
gend einer Art von der Abfeiffe verhäle. In dem Fal—⸗ 
R,da der Erponent größer ala die Winheir iſt, gerärh 
er auf Flächenrdume, die negativ find, melche er daher 
für größer ald unendlich erflärt, weil das Verhaͤltniß 
2:0 eine unendlich große Größe in Beziehung auf 
de mit nm correfpondirende Größe andeutet, alfo 
2:—m eine ‚noch größere (Arith. infin. Prop. 104). 

bat nicht beachtet, daß eine Conſtante zu der ner 
galiven Größe Fommen muß, und daß man, wenn diefe 
unendlich groß ift, das Complement der Area zu x—a 
(nd a eine gegebene Abſciſſe ift) fat der Area zu x 
ſuchen müffe. In einem Briefe an Huygens (Opp T. II. 
P- 545) zeigt er, wie durch feine Methode die von leßs 
tem gefundene Duadratur der Eıffoide auch beſtimmt 
wird, Die Eyfloide zu quadriren.zeichner er erftlich in« 
nerhalb derfelben und des erzeugenden Kreifes, in jener 
Tapeſia, in dieſem Dreyecke, von welchem jene mehr 
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als drenmahl fo groß find als die correfpondirenberz 
Dreyerfe. Dann zeichner er auch Trapezia und Drey—⸗ 
ecke, die Über die Enfloive und den Kreis hinausreis 
den, und zeigt, daß jedes der Trapezien Fleiner iſt als 
Das dreyfache des zugehörigen Dreyecks. Daher iſt 
die Cykloide dreymahl größer als.dıe Kreisflaͤche. Die 
Graͤnzen der eingezeichneten und umfchriebenen Riguren 
faller in den Umfang der Enfloide und Des Kreiſes, 
daher ift für die Flaͤche derſelben das Verhaͤltniß we⸗ 
ber größer noch Eleiner als 3 ; 1, d.i, sitz zz 
ſelbſt. 


6. Von Brounckers Reihe fuͤr die Hyperbel 
f. ven davon handelnden Artikel; von Mercators 
Quadratur der Hyperbel f. dLogarithmus 139 — 142% 


7 Alle die bis zu Newſttons Zeit gebrauchren 
finnreichen, aber auch mühfamen befondern Methoden, 
den Flaͤchenraum eıner Figur zu finden, wurden unndz 
thig, als diefer ſcharfſinnige Geometer feine Analnfis- 
des Unendlichen erfand, und Leibnis noch früher als 
Newton feine Differentialrechnung und deren Anmwens 
dung auf die Beſtimmung der Slächenräume einer Kurs 
de befannt machte. 


N 8. Es fen ZCMZ (Fig. 3.) irgend eine Curve, 
BC, eine. aegebene Ordinate derfelben für die Abfeiffe 
AB und PM irgend eine andere Drdinale zu der Abs 
ciſſe AP. Die Eoordinaten fepen rechtwinflichre. Es 
fy AP=-x; PM=y, fo ift die Slähe BCMP 
— [ydx, wo das Integral fo genommen werden muß, 
Daß es = o ſey, wenn x — AB und y = BC iſt. 
Diefe Bedingung beſtimmt die Eonftante, 


Denn man ziehe noch eine Ordinate QN. Diefe 
fen gleich y + Ay, fo wie die zugehörige Abfeiffe 
AQ=x+ Ax. Durd M ziehe man Mn paral: 
lel mit AQ bis an NQ, und dur N die Nm parals 
lel mit derfelden bi6 an MP. Die Urea BCMP fey 
— Z, fo it AZ>yAx, und AZ < (y+Ay) Ax, 
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AZ _.AZ. .:. w 
tt — >y; — <y+ Ay Der Due 
Ax Ax 


tient hänge alfo fowohl von der Größe der Differenz 
dry ala von der Drdinate y ab. Go fern der Quotis 
ent von der Größe der Differenz unadhaͤngig feyn foll, 


it derfelbe — y, das heißt, z=y wer dA = 


ydx, nd Z — /ydx. Wenn die Veränderungen von 
x und Z ungfeichnamig find, fo it dZE = — ydx, 
Tas Integral ydx, in welchen der Werth von x 
md der zugehörigen. Ordinate y unbeftimme gelaffen 
wird, heiße Die unbeffimmte Quadratur, im Be: 
genfas der beftimmten. für zwey beſtimmte Werthe 
von x und y, ben welchen die Area anfängt und fich 
endigt, wie die Area BCMP zwiſchen den Ordi⸗ 
naten BC, PM, wenn die Abſciſſen AB, AP beſtimmte 
Berspe erhalten, | 


9. In der Differentialformel ydx hat man aus 
dr Gleichung zwiſchen x und y entweder y durch x 
auszudrucken, oder das Differential durch dy und eine 
Funstion von y anzugeben. Alsdann ift die Mufgabe 


bon ter Quadratur blos eine Sache der Integralrech⸗ 
mung, ! 


In den eritern Zeiten nach der Erfindung der 
Integralrechnung gebrauchte mat die Duadratur der 
hrummen Linien. alg ein Mittel zur Integration. Wlan 
füchte die Eurve zu conftruiren, deren Ordinate ber 
Differentialfactor in der Differentinlformel ydx iſt. 
So mochte man für jeden Werrh von x die zugehöris 
ge Aren meffen, welche das /ydx angab. Allein diefe 
Methode ift zu muͤhſam und zu wenig genau, dagegen 
die Rechnung Jeichter und zuverläffig iſt. Sie wird des⸗ 
halb ſchon lange nicht mehr gebraucht, und die Duge 
dranır einer Curve wird blos ihretwegen felbjt durch 
Integtirung gefunden. Die Integralformeln werden 


» 


“ 
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uͤbrigens dadurch deutlicher, wenn man ſie als Quadra⸗ 
turen einer Curve betrachtet. 


10. Sind die Coordinaten nicht ſenkrecht auf 
einander, fo hat man die Formel ydx noch mit dem 
Sinus des Ordinatenwinfeld zu multipliciren. 


11. Wenn die Ordinaten aus einem Puncte P 
(Fig. 4.) gezogen werden, fo fen die Ordinate durch 
den Anfangspund, PA — a, eine unbeflimmte, 
PM =u, APM =, PN=u + Au APN 
— ® + AO. Man befchreibe durch M ınd N aus 
P die Kreisbogen Mn, Nm, fo it Mn = uA9; 
Nn = (u + Au)A9, und der Sector MPn = 


- uuAß, Gecor NPm = - (u+AujA9. Die 
Area APM fen = Z, fo ift Area MPN + AZ. 
AZ I | AZ I — | 

- — — - A e 

Nun iſt x >  uu, und 39 < . (u + Au) 
Der Quorint, fo fern derfefbe von der Quantität der 


Differenzen Au und AP unabhängig feyn foll, iſt — 
1* dz N | £ 

— uu, das iſt — uu und da = = uudd, als 
ſo 2z * fuud$. Hier muß ebenfalls entweder u 


durch eine Zunction von P oder AP durch du mit eis 
ner Sunction von u ausgedruckt werden, Beyſpiele 
fe unten, 76 — 795 86. 105. 


| 12, Ehe wir zu diefen Differentialformeln Bey⸗ 
fpiele nehmen, wird von der Quadratur des Kreifeg, 
der berüchtigten Rlippe, woran ſo manche Hoffnung etwas 
großes zu leiften, gefcheitert ift, etwas ausführlicher 
zu reden fern. Montücla hat in einer befondern 
Schrift: Histoire des recherches sur la quadra- 
- ture du cercle, ä Paris 1754, die Verſuche, dieſe 

Aufgabe aufzulöfen, erzähle. Ich Habe dieſes Buch 
nicht erhalten können. 
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13 Die Duadratur des Rreifes hängt von ber 
Hetification deffelben ab. Denn Archimedes hat be: 
mieten, daß die Kreisfläche gleich ıft einem Dreyeck, 
deſſen Grundlinie dem Limfange des’ Kreifes und Die 
Höhe dem Halbmeifer gleich ift. 


14. Der Beweis des Archimedes gründet fich 
darauf, daß in einem Kreife ein gleichfeitiges Vieleck 
jeichnet werden kann, defjen Linterfchied bon der Kreise 
fühe fleiner als eine gegebene Größe iſt, und daß um 
den Kreis ein gleichfeiriges Vieleck befchrieben werden 
fann, welches den Kreis um weniger als eine gegebene 
Größe übertrifft. Denn es fen der Kreis — C, das 
angegebene Dreyef = D. Sit diefes nicht dem Kreiſe 


gleich, fo ift es entweder Fleiner oder größer. Iſt es 


Heiner, fo fen der Linrerfchied von dem Kreiſe = U, 
do C = D+ U. Man befchreibe nun in den reife 
ein Vieleck, V, deſſen Ulnterfchied von dem Kreife Fleis 
ne ag U ſey, vr — U—u pi C = V+ 
V—u alſo D-U= V-+ U - u, ver 
D=V—u, das it, D ift Fleiner a8 V. Nun iſt 
Voleich einem Dreyeck, deſſen Grundlinie der LImfang 
des Vieles, und die Höhe die fenfrechte von dem Mirs 
telpuncte auf die Seite des Vielecks ıfl. Beides ift 
fleiner, als an dem Dreyeck D angenommen il. Es 
it alfo V fleiser ale D, welches der vorigen Kolges 
rung widerſpricht. Folglich ift der Kreis nıcht größer 
ald das angenommene Dreyer. 


Zweytens fey, wenn es möglich ift, der Kreis Fleis 
ner als das Dryef D, ode GC + U=D. Man 
beichreibe um den Kreis ein gleichfeitiges Vieleck V, defs 
fen Linrerfchied von dem Kreue ſey U— u, fo if 
C+-+U—u=-V,d8 it D— u — V. Aber V 
iſt gleich einem Dreyeck, deſſen Grundlinie der Umfang 
des Vielecks und die Hoͤhe der Halbmeſſer des Kreiſes 


iſt, alſo groͤßer als das Bu D, welchem die voris 
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ge Folgerung widerſpricht. Folglich iſt der Kreis nicht 
kleiner als das Dreyeck. Da derſelbe nun ouch nicht 
größer iſt, ſo iſt der Kreis ſo groß als das angegebes 
ne Dreyeck. | ot | 
0.0725. Der Beweis des vorher gebrauchten Saz⸗ 
zes iſt dieſer. Es fen AB (Fig. 5.) die Seite eines 
gleichfeirigen Vielecks in einem Kreife um den Mittels 
punct C. Man balbire den Bogen AB in D, und 
jiebe AD, BD, dann durch D eine berührende EF, 
audy an A und B die berührenden, AH, BH, welche 
die EF ın FE, F treffen. Das Dreve ADB ift grös 
Ger als die Hälfte des Trapezum AKFB, weil es die 
Hälfte des Rechtecks über AB mit der Höhe DG ift. 
Es iſt alfo noch vielmehr größer als die Hälfte des 
Abfchnittes ADB, welcher Fleiner als das Trapezium 
iſt. Folglich iſt feine Ergänzung zum ganzen Abfchnite 
te ADB, d. i,, die beiden gleichen Abſchnitte über AD 
und DB jufammen Fleiner als die Hälfre des Abſchnit⸗ 
tes ADB. Mun ift AD oder DB die Geite des 
gleichſeitigen Vielecks im Kreife, welches doppelt fo viel 
Seiten hat, als dns, deffen Seite AB ift. Bereichs 
net man jenes Vieleck durch P*, diefes durch P, den 
Kreis durch C, fo ift, wenn n die Seitenzahl des Viel⸗ 
ecks P anzeigt, C— P=n x Segm. ADB und 
CG— P! = 2n x Segm. AeD = n (Segm. AeD 


+ Segm. DfB) fokli C —P': < - (CP). 


Alfo wird durch Werdoppelung der Geitenzahl der Un⸗ 
terfchied zwifchen dem Kreife und dem eingefchriebenen 
Vieleck um mehr als die Hälfte vermindert, Folglich 
kommt man duch forfgefegre Werboppelung der Viel⸗ 
ecksſeitenzahl nach dem, was Euflives im 10ten B. 1. 
©. erwiefen hat, einmahl auf ein Vieleck, das von dem 
ar um weniger als eine gegebene Größe verfchieden 
U. 


Die in A und B beruͤhrenden ſchneiden ſich in 
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H, fo find? AH, BH die Hälfte der Geifen eines gleich: 
ſeitigen umfchriebenen Vielecks, und das Trilineum zwi⸗ 
ſhen AH, BH ımd dem freisbogen ADB iſt der fos 
bielte Theil des ganzen Linterfchiedes zwifchen dem Diels 
ede und der Kreisfläche als die Einheit von der Zahl 
ber Geiten iſt. Zieht man durch D (die Mitte von 
ADB) die berübrende EDF, welde AH und BH in 
E,F fchneider, fo iſt, wegen der gleichen Dreyecke 
CAE, CDE, AE= ED, und eben fo BF = DEF, 
und diefe Linien find die halben Seiten des äußern Viel: 
tt von doppelt fo viel Geiten als das mit den Geis: 
a 2AH oder 2 BH, Dun ift HE größer als ED, 
des iſt als AE, daher das Dreyaf HDE größer als 
AED, alfo auch größer als die Hälfte des Dreyecks 
AHD; mithin das Dreyeck HEF größer ald das Drey⸗ 
ed AHD oder als die Hälfte des Vierecks AHBD, 
folglich um fo mehr größer als die Hälfte des Trili— 
num: AHBDA, welches Fleiner ift als das Biere, 
Daher iſt die Ergänzung des Dreyecks HEF zu dem 
ganjen Teilimeum AHBDA, d. i., die beiden gleichen 
Inimea AEDeA und DFBfED jufanmengenommen 
klemer als die Hälfte des Trilineums AHBDA. Hier-⸗ 
aus folge auf ähnliche Art, wie vorhin, daß durch 
Vedoppelung der Seitenzahl des umſchriebenen Viel—⸗ 
ti der Überfchuß des Vielecks über die Kreisfläche 
um mehr als um die Hälfte verminderte wird. . Dem—⸗ 
nach kann ein umfchriebenes Vieleck fih dem Kreife fo 
hr nähern, daf; der Unterſchied Eleiner wird, als irs 
gemd eine gegebene Größe, Sn ® 


Wegen des erften diefer beiden Saͤtze beruft Ars 
chimedes fich auf die Elemente, das iſt Euklides XII, 
2 Den zweyten Gas har er in dem erften Buche 
über Kugel und Cylinder, Satz 7. bewiefen. 


16. Die Flaͤche eines Kreiies verhält fih zu dem 
Onadrare feines Durchmefjers wie fein Umfang zum 
Serfachen fees Durchmeſſers. — Denn es ſey der 
Durchmeſſer = d, die Peripherie = p, fo ift der 
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Kreis gleich einem Rechteck, deſſen Grundlinie der Um⸗ 
fang und die Höhe der halbe Halbmeſſer oder der vier⸗ 
te Theil des Durchmefjers ift, weil das Dreyer, dem 
der Kreis gleich iſt, fo groß if. Es verhält fih alfo 
der Kreis zu dem — des Durchmeſſers zuſam⸗ 


mengeſetzt wie prd, und d:d (oder d: 4d) das iſt 
“wie p:4d, 


17. Die Umfänge der Kreife verhalten fi wie 
ihre Durchmeffer oder Halbmeſſer; und die Flächen der 
Kreife wie die Quadrate der Durchmefjer oder der Halbe 
meffer. — Denn man befchreibe durch fortgefeste Hal⸗ 
birungen der Bogen gleicher Wanfel in beiden Kreifen 
given gleichfeitige Wielecfe von gleichviel Seiten, fo vers 
halten ſich die Lmfänge diefer Figuren, da fie ähnliche 
find, wie die Seiten oder wie die Durchmeffer, und vie 
. Slächenräume derſelben wie die Quadrate der Geis 
ten oder der Durchmeſſer. Diefe Verhaͤltniſſe bleiben, 
wie groß auch Die Anzahl der Seiten genommen woers 
den mag, und gelten daher auch von den Gränzen der 
Vielecke, das ift von den Umfaͤngen und den Slächeneäus 
men 1 ber Kreiſe. 


Einen Beweis von der Form, wie in (14) giebt 
Hauber in ſeiner deutſchen Ausgabe von Archimedes 
Schrift uͤber Kugel = Cylinder ın dem Anhange bon 
dejjen Kreismeflung, ©. 102. Man kann auch über 
das Verfahren Euklids und Archimedes in Betreff der 
Kreismeflung zwey afademifche Schriften von Pfleide⸗ 
rer de Dimensione Circuli vergleichen. 


18. Den Gas, daß die Kreieflächen ſich wie die 
Duadrate ihrer Durchmefjer- verhalten, hat Euklides 
fo erwiefen, daß er zeigt, Daß das Verhaͤltniß Fein ans 
deres, weder größeres noch Fleineres, fenn koͤnne, XIL. 
2. Gehe man von dieſem Gase aus, fo folgt, daß 
die Kreisumfaͤnge ſich wie die Durchmeffer verhalten, - 
Denn die zwey Kreisflachen ſeyn C, c; ihre Durchs 
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meſſer D, d, Umfänge P,p, it C:D’ = 
P:4D, und-c: d’ = p:g4d(ı6), DaCc:c 
=D! ; dt it, wit C x: Dr = c ;d“, alo P:4D 
zp:doerP:p=D:d | 


19. Ein Kreisausſchnitt (Sector) iſt gleich eis 
nem rechtwinkligen Dreyeck, von deſſen Seiten um den 
rechten Winkel die eine dem Halbmeſſer des Kreiſes, 
De andere der Laͤnge des Bogens gleich iſt. — Denn 
der Sector verhält ſich zur Kreisflaͤche wie der zugehoͤ⸗ 
nge Bogen zum Umfange. 


20, Die PRingfläche zwifchen zwey concentrifchen' 
Freifen ift gleich einem Kreife, deſſen Halbmeffer die 
mittlere geometrifche Proporrionale zwifchen der Gums 
me und dem Ainterichiebe der Halbmeſſer der beiden 
$refe iſt, ſ. Armilla. 


Dver: die Durchmeffer der beiden Kreife feyn 
D, d, die Limfänge P, p; der Durchmeffer des Kreie 
jet, welcher der Ringflaͤche gleich üt, fen di, Umfang 
P. Dun ift, wenn PD, p.d, p'd! die Mechte 
de von den bezeichneten Linien bedeuren, P.D: p.d 
=D::d’, (wit P:p=D:did),afoP.D 
-?.d:P.D = D'— de D* Kerne if 
?.D:p.d=D:d.d, Alſo iſt P. D 
„dp. gen Hd. So 
Im die Ningfläche und der Kreis mit dem Durchmefe 
ke dı gleich groß fon, ſo EP.D— p.d = 
P.d, ao auch De — d — dd. Sun if 
D_d—- (D + d)cD --d) zufolge Eucl. 
L6. ao dd = (D+d).(D— d).' Das 
Ouadrar einer mittleren Proportionale iſt gleich dem 
chteck von den beiden aͤußern (Eucl. IV. 14.) Folg— 
hd it der gefuchte Durchmeffer die mittlere Propors 
Nonale zwifhen D+ dumm D—d 
21. Es fen m die halber Peripherie für den Halbs 
meſſer = 4, fo iſt die Peripherie für den Halbıneffer 
12743; die Kreisflaͤche — aa, Der Bogen eis. 
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nes Sectors mit dem. Halbmeſſer — ey = O, ſo 
iſt der Bogen fuͤr den Halbmeſſer a zu demſelben Win⸗ 
kel = ab, und der Setor = _ ap. Da die Win: 
fel den Bogen, ben demfelben Halbmeſſer, proportional 
find, fo kann man unter m-und © dudy die zugehörir 


gen Winfel, nämlich zwey Mechte und den zu den Bo: 
gen gehörigen verfiehen, wenn Verhaͤltniſſe gebraucht 


- werden 


22. Ein anderer Sector mit dem Halbmeſſer b 
und Winkel wit — -bba. Iſt dieſer dem Sector 
| 2 


= 229 gleich, ſo EP: w — bb : aa, 
23. Sind die Bogen ap, bw gleih, fo iſt 


‚am b:a 


24. Wie der Umfang eines Kreifes, fo genau 
als es verlange wird, gefunden werden koͤnne, iſt in 
dem Artikel, Cyklometrie, gewiefen, Da dag Geſetz, 
nach welchem die Glieder der , verfchiedenen ‚Reihen, 
welche man zu diefem Zwecke anwenden Fann, offenbar 
ift, fo Fann man mit Recht fagen, daß die Duadrarur 
des Kreifes im analptiſchen Ginne gefunden fey. Eine 
geomerrifche Conſtruction ift freylich noch nicht ent: 
deckt, und fcheine fehwerlich gefunden werden zu Füne 
nen. | | Ä 4 


25. Die fucceffive Verdoppelung der Seitenzahl 
eines gleichfeitigen innern ‚und aͤußern Vielecks im 
Kreife führe auf folgende Annäherung zu der Fläche eis 
nes Kreifes, | 


Es ſeyn A, B, C, D, etc, die Flächen der ein- 
geſchriebenen Wielecfe von n, 2n, 4u, 5n . .. Sei⸗ 
ten, und P, Q, R, S, etc. die Flaͤchen ber umfchriebes 
nen Vielecke von n, zn, 4n, 8n..».,. Geiten, für 
den Halbmeſſer = rn Es uf, n 


% 


Quadratur. 68 


A B=B:PmwP+B::B=B:0Q, 
B:C=C:0, @+C:22 =CigR, 
:D=D:R, R+D:2R=D:S 


Die innern Vielecke von n und an ©eiten mir 
m dußern von n Geiten find in fteriger seomes 
triſhen Proportion; die dußern Vielecke vonn, 
und an Geiten mit dem innern von 2n Geiten find 
in fferiger Harmonifchen Proportion. 


Denn es fen der Centriwinkel der Vielecke A und 
P, nalich — a, fo ift 
n 
1 | FE 
AZ-nesina; B=nr sin a, 
2 | 2 
I 1 
P=nr ang -a; Q= an tang — 
2 
a I . | 
sin a—2sin „8.008 a, ptA:’B= 
re ı. Auch itB:P= cos ars, 
kit A:B=B:P. 
T sin F 
3 zZ — nio 
Ferner iſt tang — — — (Gonio⸗ 
metrie, 38.) alſo iſt aA:P= ı -+cosası, 
und daher auch 2B : QO=ı1-+ cos - a: 1. 
Nuniſt auch +B:P= ı + os za:ı, 
etP+-B:P- 2B:Q,overP-+ B:.2P 
— Q Die folg.nden Proportionen find diefels 


mie den beiden hier gefundenen, da nur die Aus 
Wilder Seiten fucceffio verdoppsie wird, — 
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26. Die geometriſche Betrachtung zeigt dieſe Proportic 
nen noch augenſcheinlicher. Es ſey (F. 5.) AB die Seite ei: 
eingefchriebenen Vielecks von n Seiten, fo ift, nach der Cor 
ftruction (15.), wenn noch AE gezogen worden, AACG= 


Ga A; AACD = * B; AACH= _p 2 AACH 
an an an 


! 


— — Q, Nun it AACG : AACD = C6 :cı 


— CG : CA. Ferner AACD : AACH = 0(D: 
— CA : CH. Wegen des rechten Winfels CAH ı| 
CG : CA= CA : CH (Dreyedl: 11.), alfo find bi 
dren Drenecfe in geomerrifcher Proportion, daher aud 
ihre zn fachen, A, B,P. Te = 


Zweptens ift AACD : AACH = CA : Ci 
—= ED : EH = AE : EH, Ferner ift aud 
AACE : AECH '= AE : EH. Daher ı 
AACD : AACH = AACE : AECH,. das il 


1 1 
B:;P= = Q:P—- Q. Daraus iftdurd Ya 


bindung P + B:B=P:-Q=aP:Q.ch 
P+B:P=B:Q 


Mach diefen Proportionen hat Jakob Gr: 
gory eine Meihe Vielecke, innere und äußere, vor 
Viereck an bis zu dem von 16384 Geiten berechne 
in der Schrift de vera circ, et hyp. quadratur: 
Die Ausziehung der Wurzeln iſt aber ſehr mühfan 
f oben 4. 


22. Descartes hat eine ſinnreiche Conſtru— 
tion angegeben, wodurch zu einem gegebenen Kreisum 
fange der Halbmeſſer gefunden wird. Euler hat fi 
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werrhgefhäßt, fie zu erläutern und auf Rechnung zu 
bringen in den Novis Comm. Acad. Petrop. T. 
VIII. Sie ift folgende. Das Quadrat ABCD (Fig, 
6) habe denfelben Umfang wie ein Kreis. Man zies 
be die Diagonale AD und verlängere fie unbeftimme 
ad O hin, Zu diefem Quadrate feße man über ber 
verlängerten AB das Rechteck BEFG, welches dem 
bierten Theile des Quadrats gleich fep, und deffen Wins 
felpunet F in die gerade AO falle. Kerner füge man 
ju diefem das Rechteck EHI, welches dem vierten 
Iheile de8 Rechtecks BE (d. i. dem ı6ten Theile des 
Madrats AD) gleich fen, ebenfalls mie dem Winfels 
pünte I auf AO. Go fahre man fort, und es nds 
bert ſch die Grundlinie des Quadrats und der Mechts 
ede, wie AH, immer mehr dem Durchmeffer des Krei: 
ſes deffen Umfang dem des Quadrates gleich ift. In— 
jeilhen wäre es mühfam die Sängen AE, AH u. fe 
f zu beftimmen, wozu eine Sonftruction, wie in dem 
Irtifel, Anwendung der Geometrie, Th. J. ©. 133. 
ae Aufg. gezeige ift, oder die Auflöfung einer quas 
ratiichen Gleichung, erfordert wird, | 


Die Sartefifche, dem Durchmeffer ſich nähernde, 
Nie entſteht, wenn man eine Reihe von äußern res 
gulären Vielecken fucht, deren Umfaͤnge fich alle gleich 
find, Es fen naͤmlich ABCD ein Quadraf, dad um 
ann Kreis befchrieben ift, alfo AB der Durchmeffer 
deſelben, fo wird AE der Durchmeffer des Kreifes im 
anem Achtecfe von gleichem Umfange mit dem Qua⸗ 
dt; AH wird der Durchmeffer des Kreifes in dem 
Geche zehneck von eben dem Limfange, u. ſ. f. Die 
Stine der fo beſtimmten Laͤngen iſt der Durchmeſſer 
eines Kreiſes von demſelben Umfange wie das Qua⸗ 
diat. Dieſes ſoll nun gezeigt werden. 


28. Anſtatt der Durchmeſſer kann man aber 
bequemer die Halbmeſſer nehmen. Es fen ABM (Fig. 
7.) ein gegebener Kreis um den Mittelpundt C, AD 
de halbe Seite eines umfchriehenen ordentlichen Vielecks. 
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Den Halbmeffer des in das Vieleck von einer boppele fc 
. großen Anzahl Seiten zu beicreibenden Kreifes je 
dernfelben Umfange zu finden, halbire man AD in 
und ziehe EF fenfreht auf AD, Dann halbire mar 
ven Winfel ACD durch die gerade CF, welche EF ir 
F treffe. Durch F ziehe man die parallele FH mit 
AD an die verlängerte CA in H, fo ift CH der ber 
langte Halbnieffer. Zu | 
j 4 , 

29. Die CF ſchneide AD in G. Es ifl 
AC: AG = CH: HF. Auch iſt wegen des halbir— 
ten Winkels ACD, AC : CD = AG: GD, (Dre 
eck 9.) und daraus AC: AG + CD —= AG : AD. 
Kolglih aus beiden Proportionen CH : HF = AC 


— CD: AD. Da HF = AD, fo it CH = 
Ä - (AC+CD), alfo AH = - (CD — AC), un 
CH.AH= - (CD! — AC!) = AD!, 


30. Diefes führt unmittelbar auf die Carteſi 
ſche Conſtruetion, wodurch man fich dem verlangten 
Halbmeſſer des gegebenen Kreisumfanges (in jener dem 
Durchmeffer) ſchnell nähere. Die dinie FH friert on 
die Stelle von AD, und fo wird aus jeder halben 
Vielecksſeite und dem zugehörigen Halbmeſſer ein fol 
— Halbmeſſer mit der zugehörigen Polygonſeite 9% 
unden. 


31. Die Folge ber Halbmeffer, wie CA, CH 
ete. fen a, b, c, d, etc. die zugehörigen halben Poly⸗ 
gonſeiten fen p, q, r, s, etc. deren jede halb fo groß 
ift, als die naͤchſt vorhergehende, ſo iſt 

bb—a) = 


pP; <c—b=-45 


I 
4 * 


>|" 
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Id-)=- rt; el[e — d) — - 8%: etc, 
4 + 


= wenn AD= CA, d. i. p = 8 genommen 
m fi j 


bb—)=- a’; 
4 
ecc—b) = -b6b—al} 
4 
dd—d)= ee—bi 


ee —d)- : a(ld—c) etc. 


Daraus ift | 
y_ 2 + V?aa b + V(zbb—ab 
— — ct 1 — —3 
2 2 
(c — b 
d — u etc. 


2 


Die Bränze dieſer Größen iſt der Halbmeffer des Kreis 
#, deſen Umfang — 9a iſt. | 


32. Man ziehe in dem Rechteck AGFHL (Fig. 


7.) de Diagonale AF, fo ift dag Dreyeck AHF ähn: 
ih dem Dreyeck FHC, Denn da CH. AH = 


1 

— = HF® iſt, fo it CH: HF = HF: AH. 

Daher ift der Winkel AFH— HCF. Folglich iſt 

En IN, VON 
tg a, und b re 

Auf gleiche YAtitc=b + - p tang -a;d= 


— 
* 


70 Quadratur. 

I; | I | I 
e+zpum u e=dt Zr 
Oder: 


Amp cot a. 


Erz 


I 1 1 | 
ERUERRER FEN, a). 
ge 
— ot a — — 4 —_— a 
pP = —— er 


ar Din I j w 
— ne! — a) U. J . 
eg 

33. Die unendliche Reihe p (cot « + tg = a 


I { I I I I 
u eurer 


+ etc.) giebt ben Halbmeſſer eines Vielecks von 
unendlich vielen Geiten, das ift, eines Kreiſes, deſſen 
Umfang demjenigen des Vielecks mie der Geite 2p 
gleich, oder — anp iſt, wenn die Anzahl der Seiten 


r 
Fe | n 


34. © wie a — p. cot a, und b* 


- cot ai, pile=- oo, d 
p = re * 


1 1 
—Fr cot az ſ. f. Sest man für b, c, 4 


etc. er ihre Werthe, fo erhalten wir den goniometri 
ſchen Lehrſatz, 
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=. 1 1 11 
cot · a = cot - tg — a -18— a 
u Eee Se | 
— 1 
— — dh . 
* 8 eg 


und 


I 0 1 ET DE A 
-0t—- a = cot a — — 4 1570 
„u - EEE 


— t — E.-; 
er ine 


DM cot a — tang a — 2cot 2a, (Goniometrie 


44), fo iſt 
5, ı 1 1 1 11 
una + = i = @ — tg and Fa 


— 1 
— CO ea — 2cot 2a, 
n n 


I 
35. Für ein unenbliches niftcot-a oder gie Tr 
= = und es ift alfo 


1 1 ER 1 — 
mE, a. etc. = 


I 
— — 2 Cot 20 
a . 


2... Duadratur, 
36. Kür a — 45° if cot 2a = o, und 
j 1 ai I i 1 — I — 4 
— * — tg — — tg — tet, — 
24 we 4 716 E 


37. Diefe Saͤtze laflen ſich auch, ohne eine geo: 
metriſche Conſtruction zu Hülfe zu nehmen, wie hier 
gelegentlich gefchehen ift, aus der Formel, tang a — 
cot « — 2cot 2a, ( Goniometrie, 44.), herleiten, 


| I ıx 
wenn darin fulgeweife für a gefeßt wird — — 
Ze er J 

8 uff 

38: Die Differentiarion der Neiße, 

| I I 1 1 1 

15 a Aa — tg — Yo. m t 
eer 2 2 80 7 2c0t 29 
giebt (Differentialformel, 38.) | 
‚sec Gt + — so—- + I 0: + 

i 4 2 4 


4° 

I * I 0: : 1 1 
a C — C, —— —— — — ————— — —* 
4 8 sin 9°, cos ®® o* 


39., Aus der Formel, cosec 2® — cot ® 
— cot 29 (Goniometrie, 49.), wird auf ähnliche 
Art hergeleitet, | 


cosec 20 + cosec 40 + cosec 80 + cosec 160 
+ etc- =cot — cot "9,  - 


40. Koh. Bernoulli giebt folgende Eon 
firuetion an, einen Kreisbogen zu finden, der einer ges 
gebenen geraden Linie gleich fen, in einem Auflage de 
motu reptorio et transformatione curvarum, 
Opp. T. I. p. 446. Commerc. epist, T. II. p 
176, Es fen AP (Fig. 8.) die gegebene gerade, BO 
eine darauf fenfrechre Man ziehe AC willkuͤhrlich, 
und nehme CB — CA; halbire AB in D und ziehe 
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CD; — CE — - CD, halbire DE in F, und zie⸗ 
fe CF; nehme CG = CF, halbire FG in H, und 
je CH. So fahre man fort. Die Hränze der 
aus C gezogenen Linien fen CR, fo iſt ver Kreisbos 
gen RS, welcher mit dem Halbmeffer CR innerhalb des 


Vinkels ACB beſchrieben wird, ter ‚gegebenen geraden 
AP gleich. 


Bernoulli führt diefe Conſtruction nur gelegentlich 
on. Man fiehe nicht wohl wie fie mir ver Materie, wovon 
er handelt, zuſammenhaͤngt. Ein directer, goniomerris 
her Beweis folgt hier. 

41. Es ſey AC=r; ber Winfl ACB—= 6, 


bitcD = E.cos — _ 9: cF= r cos 50. cooʒ 


I h 
CH= r cos — er . c08 —Q, Gebt 

Br 9 ra Zu 
man diefe Multiplicationen durch die Coſinus der hals 
* Winkel fort, ohne Ende, und bezeichnet CR durch 

R, ſo iſt 
1 
R=rcos - Q. cos — cos r O. cos — pait 
9 

Man entwickele dieſes Product fucceffiv, fo entſteht eis 
ne Reihe von Eofinus, deren Winfel eine arithmerifche 
dortſchreitung bilden. 


Nämlich I. cos - D,.cos — -9= — 


(ons A + — 


1 
I. cos — «co8 — ,‚co3 — nen 
— 9 6 = 


Fe 


a "Quadratut. 
Er DE — 5 
— (cos — cos — cos — 
(ltd 
+ cos 29.) 
| 8 
' mu 008 Pern000 ? sl o® 


4 cos — Dur+ — cos — 29 
und —— 


| I I 2 Fr: — 
pr. cos — en ee — + 
| m 


— 0). 


cosA.cosB=— cos(A+B) + — cos (A—B), 








2 6+ 008 


cos — 9 ..+ cos — 


| Die Fortſchreitung erhellt aus be Formel, 


(Goniometrie, 27.) Was für eine der fpeciellen Rei— 

hen gile, gile auch für die nächft folgende 

Die Summe der legten Reihe mit dem Factor — 
sin © 


i ee a en IR _ j — 
iſt neo (Goniometrie, 64.), wo a = 


I 2 1 
— b= — n=zı— m - if. 
— — _ m 2 ift 


Iſt m unendlich, fo wird bad Product der Coſi⸗ 


war 
1) 
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r sin © 





Es iſt alſo R ‚oder RO —rsin DO. 


Nin iſt aber RO der Kreisbogen RS (21.) und r sin 
die gerade AP. 


Kürzer ‚erhält man den Werth des Products der 
Eofinus folgendermaßen, Es iſt | 


a ; 1 I . 1 
sin 6 — 2 sin —®.cos — 0; ferne sin — © 
2 2 2 
. I I . . I 
= 2sın — 9 „cos — 9; wieberum sin — G 
4 4 4 
ER: I i 


„ı I ı I 
— DO „cos * oO . cos ps BD cos— 6) 


j I # ; 
008 9. Die Gränze diefes Products iſt sin ® 
I I I I 
= co — [} ee ru — \r u 
9 = P . cos r OD, cos r Ti 
et, in infin, 
Bernoulli bermerft noch, daß die Puncte D, F, 
H. etc. in einer Quadratrix der Alten liegen, welches 


auch, wie Euler angemerft hat, mit den Puncten D, 
F, etc. (Fig. 7.) der Fall iſt. 


41” Da nah dem vorigen 


1 
=sin ©, sec — . Sec - BD .sec — Pe... 
2 4 8 
alſo 


log log sin O + logsec Fr + log sep +. 





76 Quadratur. | 


fo kqun vermiftelft diefer Kormel der Logarithme eines 

Bogens aus den fehon berechneten Logarirhmen der Si⸗ 

nus und Gecanten gefunden werden. Die Reihe nds 

bert fich übrigens defto fchneller der Gränze ihrer Sums 
me, je Eleiner der Bogen © ift. 


\ 


1 
Süuro = 1*. 5 *iſt 
logsin 9 = 8, 241 8553 
log sec — O = 0,000 0165 
log sec re GO = 0, 000 0041 
log sec * 6 = 0, 000 0010 


I 
log sec 7 0 == 0,000 0003 
1 


(Wegen der 
1 weguelafle: - 
r nen Ölieder.) 


log BP = 8, 241 8773 


Weil ” = ı80 0, alfo logr = log ıg0 + log > 
fo wird log m — 2,2552725 + 8,2418773 = 
0,4971498. 4 


42. Da die Gefchichte der Bemuͤhungen, dem 
‚ Umfang des Kreifes fo genau als möglich zu finden, 
und die Wege dazu abzufürzen, in dem Artifel, Enflos 
technie, erzähle ift, fo bleibe hier nur übrig, einiges von 
ben fehlerhaften Angaben des Verhaͤltniſſes des Kreifes 
zum Durchmeſſer beyjufügen. Eben fo wie die Vers 
woandlung der Metalle und das Perpetuum mobile 
von vielen Leuten eifrig gefucht ift, welche weder Che⸗ 
mie noch Mechanik verftanden, fo it auch die Qua⸗ 
drafur des Kreiſes meiftens von Leuten gefucht, die 
nicht die Elemente der Geometrie gehörig inne harten, 


Duadratur, 77. 
Einige mögen geglaubt haben, daß auf die Quadratur 
des Kreiſes, mie auf die Auflöfung der Aufgabe, die 
Mereslänge zu finden, ein Preis geſetzt wäre, wodurch 
fe alfo zugleich Ehre und Gewinnft zu erlangen fich 
enbildeten. | Ä 


Gelehrte Gefellihaften haben fich genoͤthigt gefes 
ben zu erklären, daß fie gar Feine fogenannten Erfins 
dungen ber Quadratur des Kreifes annehmen würden, 
weil fie mit zu vielen waren beläftige worden. . 


43°. Der erfte, welcher nach Wiederherftellung 
br Wiſſenſchaften die Duadrarur des: Kreifes eifrigft _ 
Khuhr-har, iſt der Cardinal Micolaus de Eufa 
der Cuſanus (gel. 1464). Er Hat fie wiederhos 
Imrlich vorgenommen. In der Schrift: de mathe- 
maticis complementis fucht er den Halbmeffer eines 
Krifes von gegebenem Umfange fo zu bejtimmen. Er 
ſtelt ſich eine Reihe regulärer Vielecke, die gleichen Um⸗ 
fang haben, vom Dreyecke an, mit den in und um fie 
befhriebenen Kreiſen vor. Den Halbmeſſer des innern 
Kreiſes nennt er die erfte, des äußern Die zweyte Linie. 
Diefe dinien, bemerkt er, find um fo mehr von einans 
fer unterfchieden, je größer die Seite des Vielecks ift, 
diferien alfo am meiften bey dem Dreyecke, und fals 
im beym Kreife zufammen. Die erfte Sinie ift beym 
Deyecke am Fleinften, und wird für die auf das Dreys 
td folgenden Vielecke größer, die zweyte Linie hingegen 
U beym Drevecke am größten, und wird in den fols 
senden Vielecken kleiner. Auch verhält fich der über⸗ 
ſhuß der Flaͤche eines Vielecks uͤber diejenige des iſope⸗ 
tmetrifhen Dreyecks wie der Unterſchied der erſten 
linien in dem Vielecke und Dreyecke. Ferner, je klei⸗ 
ner der Unterſchied der erſten und zweyten Linie im eis 
nem Vielecke ift, defto mehr uͤbertrifft die erite Linie 
ds Vielecks die des ifoperimetrifchen Dreyecks, mithin 
ibertrifft, weil im Kreiſe erſte und zweyte Unie gleich 
And, der Halbmeffer des ifoperimerrifchen Kreifes die 
te dinie des Dreyecks am meilten, . folglich ift der 
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Überfchuß der Fläche des Kreifes Über die des Dreyecks 
am größten, und nimmt ben den folgenden Vielecken 
ob, Dun ift auch der Linterfchied der erften und zwey⸗ 
ten $inie im Dreyecke am größten, und wird bey den 
folgenden Vielecken Eleiner. Nimmt man alio an, daß 
der überſchuß der Flaͤche des Kreifes über Die eines 
Vielecks von gleichem Umfange mit dem reife, fich 
wie der Linterfchied der erften und zwenten Linie des 
Vielecks verhält, fo läßt fih aus der erjten und zwey: 
ten dinie irgend zweyer ifoperimefrifcheen Vielecke der 
Halbmeſſer eines Kreifes, welcher mit den beiden Viel⸗ 
ecken einerley Umfang hat, herleiten. 


Ich habe Cuſans Schluͤſſe vollſtaͤndig dargeſtellt, 
weil ſein Verfahren in der That ſinnreich iſt, und auf 
derſelben Idee beruht, die der Carteſiſchen Conſtruction 
(27) zum Grunde liegt. Der geſuchte Halbmeſſer wird 
nun ſo gefunden. Es ſey p der gemeinſchaftliche Um⸗ 
fang der beiden Vielecke und des Kreiſes, a, b erffe 
und zweyte Linie für Das eine, a’, b’ für das andere 


Vieleck, x der Halbmeſſer des Kreiſes, fo iſt —pr— 


= ap ’ pr — ea’p = b=-a:b—a, wor; 


| a'b — ab! . 

aus > — TE pt "De Eufan lehrt den Halb⸗ 
meſſer r durch eine ganz richtige Conſtruction finden, 
wobey er die erften und zweyten Linien des Drey⸗ und 
Vierecks gebraucht, Die Rechnung giebt hiernach das 
Verhältniß des Diamerers zur Peripherie, wie 134 


tava—ıvan i. 2: 3,154192, tele 


ches alfo ſchon * der zweyten Decimalſtelle unrichtig 
iſt. Vielecke, deren Seitenzahl groͤßer iſt, welche alſo 
näher an ben Kreis fallen, würden es richtiger gehen. 
Das Fuͤnf⸗ und Sechseck giebt x — 3,143534. Cu⸗ 
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fan hält übrigens ſelbſt die dargeſtellte Methode nicht 
für zuverläffig, und verweiſt deshalb auf andere feiner 
Erindungen. | 


In der Schrift de transmutationibus geome- 
tricis giebt Cuſan folgende Eonftrustion zur Verwand⸗ 
lmg einer gegebenen geraden Linie in die Peripherie 
eines Kreifes an. Man befchreibe ein gleichfeiriges 
Dreyeck, deſſen Umfang der gegebenen Linie gleich fen, 
und ziehe aus dem Mittelpuncte deffelben an die Grunde 
linie eine gerade Linie, welcher von Diefer den vierten 
Zeil abſchneidet. Seht man dieſer Linie den vierten 
Thal ihrer Lange zu, fo erhäle man den Halbmeffer 
eines Kreifes, deſſen Umfang dem des Dreyecks, alfo 
der gegebenen geraden Linie gleich if. Nach diefer 
Eonftruction ift m — 3,142337 5 welches etwas ges 


22 
nauer als = ift. 


Eine gerade finie fo groß als der Limfang eines 
gegebenen Kreifes zu finden, lehre Cuſan in ver ſchon 
angjogenen Schrift de matlı. complem. : Man foll 
indem Kreife zwey auf einander fenfrechte Durchmef: 
ft, anen horizontalen und verricalen ziehen, auf den 
vertialen von dem einen Endpuncte an die Gehne des 
Begens von 120° auftragen, und mit derfelben einen 
Steis, welchen der gegebene von innen berührt, befchreis 
ben, ſo fchneide folcher von dem an beiden Geiten vers 
lingerten horizontalen Durchmeffer ein Stuͤck ab, wel: 


des dem halben Umfange des gegebenen Kreifes gleich 


fm. Diefe Conſtruction feßt das Verhaͤltniß des Durch- 
meſſets zur Peripherie, wie ı : 3,13949 voraus, 


In einem befondern Auffage über die Quadratur 
des Kreifes ſetzt Cufan die Peripherie eines gegebenen 
Kteiſes gleich dem Umfange eines gleichfeitigen Drey: 
eds, welches in einem Kreiſe beichrieben worden, der 
die Summe der Sehne des Duadranten und bes Halb» 
eflers in dem gegebenen Kreife zum Durchmeffer hat. 
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Hiernach ift m — 3,13615. Man ſieht, daß Cuſan 
die Nefuleate feiner verfchiedenen Duadrirungsmerhoden 
nicht fharf zu vergleichen gewußt hat, weil er fonft 
ihre Alnrichrigkeit entdecke Haben wuͤrde. Diefe iſt 
von Megiomontan in einem Anbange zu dem Werke;: 
de triangulis, Norimb. 1533. weitläufig gezeigte wor⸗ 
ben, 


Noch ift ein von PIE in der Abhandlung de 
mathematica perfectione aufgeftellteer Satz, wonach 
die Länge eines Kreisbogens P durdy feinen Sinus und 

, I 35nG 
sonnne fo beftimme wird, daß @ = —— iſt, 
deswegen merkwuͤrdig, weil es der erſte der von Snel⸗ 
lius zur leichteren Berechnung des Kreisumfangs geges 
benen Saͤtze iſt. (S. den Art. Enflotechnie in dem 
"Iften Th, diefes Woͤrterbuchs. ©. 651.). Die Art, 
wie Cufan zu dieſem Gage gelangt, ift, folgende. Cr 
berrachrer ein rechtwinfliges Dreyeck, deſſes Hypotenuſe 
a, Perp-ndicularfeite b, Grundlinie c feyn mag. Cuſan 
nenne diefe Seiten nach der Ordnung erfle, zweyte, 
dritfe Linie, und fest b nicht größer als c. Mir a 
fey aus der Spitze des Winfels B, welchem b entges 
geniteht, ein: Kreisbogen, der den genannten Winkel 
mißt, befchrieben. Die Länge dieſes Bogens ift aQ, 
‚wenn © die Jänge des ähnlichen Bogens für den Halb: 
mefler 1 iſt. Nun fagt Eufan : wenn B am Fleinften fey, d. i. 
verfchwinde, fofnap:b=ı: ı; aberin diefem — 
auch a — c, mithin a: c 1 ı, folglich apa 5 
—a:c. Wenn aber B am größten, nämlich 45 
und a — c ‚ebenfalls am größten, fo ſey jwar nich 
a9:b=a:c;z aber in diefem Falle müffe es eine 
Linie — welche zu a und c geſetzt das Verhaͤlt— 
ngatx:c+ x dem von ad: b glei mache. 
Und da, was auch x für eine’ Größe habe, aut ‚208 
in dem Salle des Fleinften B, wo ac, a9: b — 
a-x:sc+xZa:cfen, fo gelte ver Gag vor 

größ: 
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größten und kleinſten Dreyecke, folglich auch von allen 
Zwiſchendreyecken. Wenn man alfo x für die beiden 

‚wo B=45° und = 30° ift, beitimmen Fönne, 
fo habe man es für alle rechtwinflige Dreyecke gefun⸗ 
de. Cuſan ſucht nun auf mehrerlen Arten, die freys 
ih nicht recht Flar find, zu zeigen, daß x = 2a feyn 
muͤſe. Sein letter Beweis ift von einem gleichfchenf: 
gen techtwinkligen Drenerfe bergenommen, wo er a 


mw b=c — 5 näcftend, den Bogen a® — 5 - 
nah Archimeds Beftimmung von — 7’ feßt, Eis 
ne Beſtimmung von x, ohne m zu kennen, läßt fich fo 
erhalten. Da b=asinG, c=acosG, fo ıf 
ı:b=0:sinP. Man fege alſo G:sinQ —= 


’ I 
14x: x 4 cos®, fo hat man für d = z m ober 
F I 1 
%,-r!- —zı Fx:x+- v3; fuͤr 0 * 
6 2. Ä | 2 

M 1 1 1 
ler45%,- m: - Ya=ıtx:x- -Va. 
a 4 2 | 2 

| *— 1 
wetaus durch Zuſammenſetzung wird V2: j — 


ı+- V2:x-+ — v3 Hieraus findet id x= 
vw = 1,913 alſo ſehr nahe = 23 demnach 
P:sin9=3:2 + cos 0. | | 

Über Cuſanus und feine Quadrafuren des Kreifes 


I dergl. Käftners Gefch. der Math. B. J ©. 400 
— 416 und ©. 477 — 481 
3 
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43°. Orontius Finaͤus, Profeſſor der Mathema⸗ 
tik in Paris (geſt. 1555) wollte das Verhaͤltniß des 
Durchmeffers zum Umfange auf mehrere neue Arten ans 
geben, unter andern auch Durch eine Eonitruction, wo— 
bey er den Durchmeffer nach dem äußern und mittlern 
Verhaͤltniß eintheilte, das Fleinere Stück und jedes folg— 
weife übrige Fleinere, eben fo. Da er aber hierben das Ber: 
haͤltniß 13345 (d.i. 7:3, 14 102) gebrauchte, fo 
war die Genauigfeit, mit welcher er eine gerade Linie 
dem Quadranten nahe gebracht zu haben glaubte, nur 
ſcheinbar. Sein Bud fügrt den Xirel: De rebus 
imathematicis hactenus desidetatis. Paris, 1556. 


Käftners Gefch. der Math. 1.2. ©. 454: fr 


44: Simon a Duercn glaubte durch folgen— 
de Sonftruction, die Jänge des Duadranten angeben zu 
fonnen. Im Kreife ziehe man einen Durchmefjer, an 
deffen einem Ende eine berührende, von dem andern 
‚Ende eine gerade, in einer folchen tage, daß das von 
ihr innerhalb des Kreifes befindliche Stüc fo groß fey 
als das auf der berührenden abgefchnirtene. Dieſes 
Stück (oder jenes) foll dem Duadranten des Kreiſes 
gleich fenn. Es giebt denfelben = 0,78615 des Durch: 
meffers flatt 0,78539 . . » Man bemerfe inzwiſchen, 
daß für diefe kage der Cofinus des Winfels, welchen 
bie Linie mit dem Durchmeſſer macht, der Tangente 
defjelben gleich if. Kaͤſtners Geh. ver Math. J. B. 
©. 481 und 632. Es ift auch merfwärdig, daß das 
Perpendifel von dem gefuchten Puncte des Llmfanges 
den. Durchmeſſer nach dem äußern und mitelern Ver— 
hä:niffe theilt. 


45. Joſeph Scaliger, ein großer Vielwiſ— 
fer feiner Zeit (geſt. 1609), von dem man ein gelehr— 
tes Werk über die Chronologie hat, wagte ſich auch 
an die Marhematif, weil er viel Griechifches und Las 
teınifches gelefen harte. Won ihm find Cyclometriae 
' elementa duo. Lugd Batav 1694. fol. 122 P. 
Er fehle aber fehr gröblid, Denn er behauptete, daß 
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ber Umfang des in einem Kreiſe eingeſchriebenen or⸗ 
dentlichen Zwoͤlfecks groͤßer ſey, als der Umfang des 
Kteiſes, und bey Vielecken von mehrern Seiten noch 
bilmehr, Nun bemerkt er zwar ſelbſt, daß dieſes ein 
gioßes Paradoxon in der Geomitrie fen, daß allers 
dings ein Bogen größer fen als feine Chorde, inveffen 
die Rechnung zeige es doch anders. Der gelehrte Mann 
bebahre nicht, daß die Arirhmetif und Geometrie fich 
nie widerjprechen fonnen, und baß ein Pechnungss 
* von ihm muͤſſe begangen ſeyn, wenn nicht in den 
fern, doch in der Form der Rechnung. Er berech— 
iet für einen Durchmejjer — 16 den Ginus verfus 
bs Bogens von 30°, der Sınis — 4 gefeßt. Das 
ben fehle er auf zweyerley Arc. Um feine Figur nicht 
zu gebrauchen, fey der Durchmefler — d, alfo der Sis 


mus fon 30° == d; ferner ber Sinus derfus = 
v, die Geite des Zwoͤlfecks = z, fo iſt 2 — — di 
+, Nun fagt Gcaliger, dad Quadrat von dem 
Umfange des Zwoͤlfecks fen größer, ald das von 12 
x =d (odet sd), im 12, ba er hätte fegen ſol⸗ 
In, um 144 v°. Dann hätte er freylich nach ſeiner 
Rechnungsart den Überſchuß des Zwoͤlfecks uͤber den 
reieumfang noch Größer gefunden. Allein er nimmt 
aus einer Größe wie a® + b* die Wurzel gleih a + 
b an, welches fehr fehlerhaft ift, befonders in dem. gez 
henwaͤrtigen Falle. Er fest vi * , welches zu 

1 


riel iſt, und addirt die Wurzel aus 12 v* zu dem drey— 


5 


fachen des Durchmeſſers. Da Yı2 v’ = 3,73 ifl; 
ſo it nad) diefer Rechnung der Limfang des Zwoͤlfecks 


beträchtlich mehr als > des Durchmeſſers. Nun nim̃t 
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Scaliger, der Archimedifchen Rechnung zufolge, die er 
ſonſt verwirft, an, daß der Umfang des Kreiſes kleiner 


ſey, als = des Durchmefjers. So findet er den Satz, 


über welchen er ſich ſelbſt wundert. Gleich nach bie: 
fem Sage trägt er folgenden nicht weniger unerwartes 
ten vor. Das Quadrat von dem Limfange des Kreis 
fes. ift das jehnfache des Quadrat von dem Durch⸗ 
meſſer. Das gaͤbe das Verhaͤltniß des Durchmeſſers 
zum Umfange, wie 13 3,1622776... Scaliger 
macht in dem geometriſchen Beweiſe folgenden Schluß, 
A=Bwm C=D, alo C=B. Das Verbalts 
niß 1: Yı 10 wird au, wie Purbach in feinem Trac⸗ 
tat. von den Ginus und Chorden meldet, bey den In⸗ 
diern angenommen. Auch von den Arabern, wie 
Krafft, Geom. subl..$. 118. anfuͤhrt. Charles de 
Bovelles hat in ſeiner praftifchen Geom. Paris 1542, 
es auch gebraucht. 


Daß Scaliger mit feiner Quadratur ziemlich ders 
lacht worden iſt, und daß fein Fririfcher Stolz ſich nicht 
beugen laffen wollte, iſt leicht zu erachten, Er fuchte 
fib in einem Anhange zu feiner Schrift zu verrheidis 
gen, wobey er einige-von ihm begangene Fehler zugab. 
Übrigens blieb er dabey, daß Archimedes gefehlt Habe. 
Don Scaligers Quadratur des Kreifes aus in 
Käftners Gefchichte der Marhemarif, Br, L ©. 
487 — 497, und S. 505 — 511. Elavius und Vie⸗ 
ta haben fie fireng geprüft und widerlegt. Auch Adris 
‘an Nomanus hät in feiner Apologia pro Archime- 
de, die Hinrichtigfeie der Quadraturen von Scaliger, 
Oronrius Findäus und Simon a Quercu gezeigt, 


46% Porta, ber durch feine Erperimentaluns 
terfuchungen und durch feine Vergleihung des Auges 
mit der Camera obicura befannt ift, hat 3 Bücher 
Elementorum curvilineorum, Romae ı610. 4. 
berausgegeben, in denen die Quadratur bes Kreifes ver⸗ 
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beißen wird. Der ı7te Sat des - 3ten Buches iſt: 
Datum circulum quadrare, Porta befchreibt..in eis 
nen Halbkreis, indem er den Halbmefjer dreymahl als 
Gene einträge, ein : Trapez mit zwey päralleler: . 
Eiiten, defien Grunodlinie der Durchmeffer ift. "Über 
ker der drey aleichen Seiten dieſes Trapezes, conitrus 
itt er ein Dreyeck, in welchem die Winfel an ver 
Örundlinie 60° und 45° faflen, der an Spike 75° 
halt, Der Reſt, welcher nach Wegnahme diefer drey 
gleichen Dreyeske von dem Trapez übrig bleibt, foll dem 
vierten Theile “ded Halbkreiſes gleich fern. Das it 
aber weit gefehlt. Denn das Verhaͤltniß des Durchs 
neſers zum Umfange, welches fich Daraus ergiebt, ift 
I: 2,78461. 


4. Philipp Lans berg, ber als Aſtronom, aber 
niht fehr vortheilhaft befannr iſt, (geſt. zu Middel⸗ 
bug 1632) gab heraus: . Cyclometriae novae libri 
duo, Middelburgi 1616, worin er nicht fowohl die 
Qadratur des Kreifes, als vielmehr eine bequeme geo« 
Merriiche Annäherung zu derfelben lehren wollte. Es 
im AB (Fig. 9.) ein Quadrant; diefer und der Halb: 
Mit CB werden in gleich viele Theile getheilt; ein 
folder Theil fen auf jenem AD, auf diefem CE; man 
ütt ED, welche die in A berührende AT in E fchneis 
% fo it nach Landsberg AF dem Bogen AD nahe 
Vic. Dieſe AF wird num leicht berechnet, wenn der 
Cinus und Eofinus des’ Bogens AD befannt find. 
Dem man ziehe DG fenfredht auf CA, und EH ders 
klben paraflef, welche DG in K'fchneide, fo iſt ER: KD 
=EH: FH, und AF= FH+ HA=FH + 
CE, Zu dieſein Zweck bat.er eine Tafel der Ehorden, 
Der der doppelten Eofinus der Winfel, die durch fortz 
Pehte Halbirung des rechten bis zur 4öften entftehen, 
einen Halbmeffer, 1054, berechnet, woraus er dann 
ah für jeden Fall den Sinus eine® Bogens finden 
fann, Nun berechnet. Lansberg für einen Halbmeſſer 
10", den Bogen, welcher der 2*°fte Theil des Qua⸗ 
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dranten iſt, und findet die 29 erſten Decimalſtellen 
mit den Ludolphſchen Ziffern uͤbereinſtimmend. 


47- Man kann diefe Annäherung leicht prüfen, 
Es fey AD der nie Theil des Quadranten, der zuge⸗ 


hörige Winkel = O, fo ift = Der Halbmefz 
fee CA ſey = 1, fo ift | 
cos 9: sin Q — = ı ; HE, und. 


F=-+BO— —sec 9 Nun iſt 
n % me. 0 | 
2. 
mO=PHZPH Pt er um 


moin + M + en U 

VE . 

AF 0) — a + — 65 — etc. oder 
— 


— rem 


wo das zweyte und — — ſich faſt aufheben. 
Die Lansbergiſche Annaͤherung iſt daher bey kleinen 
Bogen genau genug. Man ſehe auch Kaͤſtners Ger 
ſchichte der Mathematik. Bd. IH. S. 59. Bd 
V. S. 415. | z 


48% Chr. Severin fangomontanus, Pros 
feſſor = hoͤheren Marhematik zu Kopenhagen, der ein 
ſehr nüglicher Gehuͤlfe Tycho's gemefen var, (geil 164 7.), 
gab mehrere Schriften über feine vermeintliche; Qua⸗ 
drafur des Kreifes heraus, von welchen Käftner in der 


Geld, der Mathem. Bd. II ©5357 58 dee am 


|] 
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führt. Noch ift von ihm Inventio quadraturae 
circuli, Hafniae 1624. 154 p. 4to. ch habe 
verſucht mir von-feiner Methode einen Begriff zu mas 
sen, konnte aber wegen des verworrenen Bortrags nicht 
daju gelangen. Der Verf. behauptet ©. 103, daß 
ter Durchmefjer fich zum Limfange verhalte, wie 


I 
V —— iſt, wie er es angiebti: 3,141859604427, 


weſches ſchon in der vierten Decimalſtelle irrig iſt. Das 
umihriebene Sechseck fell ſich zum Kreiſe verhalten, 
me 43 239 Der VBerfaffer iſt von der Richtigkeit 
kine Quadratur des Kreifes fo fehr überzeugt, daß er 
om Ende der Vorrede Gott innigit dankt, der ihn in 
finem hohen Alter noch Die wichtige Aufgabe qufzulö« 
ſen geftärfe habe. | 


48°. Der befannte Philoſohh Hobbes (geſt. 
1679) gehört auch mit in die Reihe der unglücklichen 
Citfelquadrirer. Bey feinen Problematis physicis, 
worin er die Schwere, die Ebbe und Fluth u. d. 9. 
elären will, befinden fih Propositiones XVI de 
mamitndine Circuli. Darin giebt er Prop. II. ei- 
MR CLeaſtruction, nach der die fange des Quadranten fo 
dl als der Halbmeffer und die Tangente des Bogens 
von 50° zufammenaenommen beträgt, welches auf das 
mi des Durchmeſſers zum Almfange, wie 

13 3,1547 führe. In Prop. XV. lehrt er ein Qua— 
tet in einen Kreis zu verwandeln, und fest den Halb: 
weſer des Kreifes der Linie gleich, melde von der 
te des Duadrats an die Grundlinie fo gezogen if, 
daß fie von diefer den vierten Theil abſchneidet. Dies 
sieht das Verhaͤltniß des Diamerers zur Peripherie, 
wie 53 16 oder-wie 13 3, 2. Daſſelbe Verhaͤltniß 
wendet Hobbes Prop. XVI. an, wo er einen Kreis in 
ein Dundrat verwandelt. — Als Wallis und Hungens 
diefe Madratur widerlegten, fchrieb Hobbes die Schrift 
€ principiis et ratiocinatione geometrarum, con- 
tra fastum Professorum geometriae, worin er als 
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lerley an den Grundbegriffen der Geometrie auszuſe- 
gen hat, den Arabern, welche das Berhältniß des Durch: 

‚meffers. zum Umfang = ı : Yo fetten, benfälle, und 
um feinen Satz von der Länge des Quadranten aufrecht 
zu erhalten, nicht nur den Pythagoriſchen Lehrſatz in 
Zweifel zieht , fondern auch, glei Longomontan, Die 
Richtigkeit der trigonometrifchen Tafeln angreift, wie er 
denn die Tangente von 30° = 0,58lı — — 1 + 


- VIo ſtatt 0,5773 ... feßt. 


40. Gregorius a St. VBincentio (geb. zu 
Brügge 1584, geſt. u Gent 1667), einer der,fcharflinnige 
ſten und arbeitfamjten Geometer feiner-Zeit, iſt unter 
denjenigen, welche die Quadratur des Kreifes gelucht 
haben, der merfwürdigfte. Er hat ungeheure Muͤhe 
darauf verwandt. Da es ihm nicht” geglücke ift, fo 
mag man fagen, daß fie fchwerlich zu finden fey. Sein 

großes geomerrifches Werk, das nebſt den Linrerfuchun. 
gen zur Duadratur des Kreifes viele. geometrifche, auch 
neue Lehren, befonderd über die Kegelfchnitte enthält, 
führe den Titel: Opus geometricum’ quadraturae 
circuli et sectionum coni, Antwerpiae 1647. fol. 
Er hat darin vier Methoden, den Kreis zu quadriren 
angegeben. Hungens, der nebft andern eine Widerles 
gung diefer ‚neuen Merhoden befannt_ machte, prüffe 
blos die erfte, weil die andern auf demfelben Grunde 
mit jener beruhen, und dieſe noch die deurlichite iſt. 
Gregorius hat eigentlich nicht den Kreis quadrirt, wie 
er dann auch Fein beftimmtes Verhaͤltniß des Amfans 
985 zum Durchmeffer angiebt, fondern er hat nur Bes 
ge angezeigt, auf welchen man zu der Quadra— 
tur möchte gelangen fönnen. Auf’ dem erften derfel: 
ben fuchre er, die Aufgabe auf die Eubirung eines Kör: 
pers zu bringen. Gein Verfahren läßt fich durch die 
neuere Analhſis leicht darjtellen. 


50. Man bilde ‚einen Körper über der Hälfte 
einer Parabel als Grundfläche, deren ©leichung. fey 
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ax — yy. Durch die Axe derſelben ſetze man dieſelbe 
halbe Parabel ſenkrecht auf die Ebene jener, in einer 
ſolchen Lage, daß a (a — x) = zz fen, wenn z die 
Irdinate zu der mit jener gemeinfchaftlichen Abſciſſ ift. 
ber Schnitt des Körners durch die Ordinaten y und 
z fy eiu Rechteck. "Ein unbeftimmtes Segment des 
Körpers, von dem Anfange der Abfeiffen an genommen, 
= Z, fo it d2 = yzdx (Lubirung), d. i. dZ 
— V (ax — xx) Diele Differentialformel 
ducch a dividirt iſt gerade Diefelbe mit der für ein 
Eegment einer Kreisfläche, von dem einen Endpuncte 
de Durchmeſſers a an genommen, wie en unten 
gejzeigt wird. 


Die Conſtruction eines Körpers auf die Bier be 
(hriebene Art nannte Öregorius ductum plani in 
planum. 


Huygens fuht das Verhaͤltniß des Gegs 
ments diefes Körpers für x — jr a, zu dem Linters 
ſhiide dieſes Segments von demjenigen für x = = a, 


wel aus demfelben nach Gregorius Sägen die Qua⸗ 
dratur des Kreifes gefunden wird. Jenes Verhaͤltniß 


it namlich rn a3 V3: — 


—* V3 —— 3V3:2r + 3V3. Get 


man es = ı: m, fo wird 2 : m oder das Verhaͤlt⸗ 
hi des. Durchmefjers zum Almfange = 4m — 2 
:3(m + ı) V3. Mach Gregorius ergiebt fich 
num das Verhaͤlt niß 1: m aus den Verhaͤlniſſen eben 
cher Seqmente, wie die, deren Verhaͤltniß ı : m 
it, an zwey andern Kon Diefe Verhaͤltniſſe gab 
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er zwar ſelbſt nicht an, allein Huygens entdeckte ſie, 
und machte fie nebſt dem Verfahren, wodurch er fie 
gefunden hatte, in feiner Widerlegungsfchrift befannt. 


52. Die beiden Körper, die Öregorius zu Hülfe 
nehmen wollte, find durch unfere Analnfis leicht quas 
drirt, Da Huygens es fchon Fünjtlich anfangen mußte, 
Die: Grundfläche des einen diefer Körper ift ein gleich“ 
fchenfliges und rechtwinfliges Dreyeck, in welchem ift 
x — y. Auf Diele fenfreht, durch die Are der x, 
ſey eben das Dreyeck geſtellt, aß a — x  z 
fey, wo z die Ordinate zu der Abfciffe x bebeuter. 
Der Schnitt durch x und z fey ein Rechteck. Hier 


I 
it dA = yzdx = x (a—x) dx, und Z = - ax! 


— 2 x), 
3 
53. Die Grundflaͤche des andern Koͤrpers iſt wieder 
eine Parabel, die gegen die Are der x conver iſt, fo 
daß ay — xx iſt. Für die durch die Are der x ſenk— 
recht auf die Grumdfläche geftellte Linie ſey az = 





ee 
(a — x), fo it dA = yzdx = - — dx, 
und Z — - X — —. | 

3 2a 5a* 


54% Huygens giebt für die Segmente des ers 


ſtern diefer beiden Körper von o bis x — a, 


und von x = - a bis — a, das Verhaͤltniß 


s : 12 an; für die Segmente des andern zu denſel⸗ 
ben x wie 53 : 203, welches auch aus unſern For— 
meln folgt, | | 
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54°, Vermoͤge des goften Gases im roten Bus 
che don Gregorius Werfe, enthält nun das Verhaͤltniß 
53 : 203 das Verhaͤltniß 5 3 11 eben fo oft, als 
dies felbit das Verhaͤltniß ı ; m enchäle. Huygens 
it zweifelhaft, in welchem Sinne Gregorius den Aus⸗ 
druf, ein Verhaͤltniß enthalte ein anderes, gebraucht 
habe; ob in dem, daf dadurch angedeutet werde, das 
eine Verhältniß fen ein Vielfaches des andern, oder 
in einen andern Ginne. Allein der 37ite, 38ite, 3gite 
Satz des angeführten Buchs, auf welchen der zofte be: 
vuht, und die von Gregorius felbit gleich im Anfange 
des zten Buches gegebene Erklaͤrung, über die Zufams 
wenſetzung der Verhaͤltniſſe, laſſen keinen Zweifel über 
die Bedeutung jenes Ausdrucks im 4oſten Gage übrig. 
Gregorius verfteht darunter eine Vervielfältigung der 
Verhaͤl niſſe, fp daß nah ihm das Verhälmiß 53203 
in dem Sinne, in welchem Euflides zwenfaches und 
drepfaches Verhaͤltniß fagt, das eben fo vielfache des 
Verhaͤltniſſes 5 : 11 ift, welches diefes felbft von dem 
Verhaͤltniſſe ı : m ift, Wofern nun das Verhaͤltniß 
53 : 203 das nm fache des Verhaͤltniſſes 5 : zu if, 
ſo hat man hiernach 


20 
2* (7 ) ‚ und — ==(7) zw, Hier⸗ 


log 203 — 53 


— — , und 1 = 

aus folge n = ge 

log ır —log5 . (log ır — log — 
on.” log 203 — log 


Die ausgeführte Rechnung giebt 

log m = 0,2010447, und m == 1,5887135 wort 
aus denn m — 3,08882, alfo viel zu klein fich ers 
giebt, fo daß demnach Greyorius mit dem Aufmande 
von fo viel Zeit und Mühe nicht einmal dahm gelangt 
if, wohin Cuſan mit feinen ganz rohen —— ge⸗ 
kommen war: | 


F 
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Aus unſerer Rechnungt folge n = 1,703217, als 
fo noch nicht 2. Es feheint, als habe Huygens des⸗ 
wegen, weil n feine ‚ganze Zahl ift, die Bervielfachung 
der Verhältniffe nicht zulaffen wollen. Auc begreift 
man in der That nicht ſogleich, wie im ‚4often Satze 
die DVervielfachung nach einer gebrochenen ‚. felbit irra⸗ 
tionalen Zahl Start haben kann, da im 37ſten und 
38ſten Gage, auf welche her 3gite fich gründe, von 
dem der 40ſte gewiffermaßen nur einen Zufag ausmacht, 
bloß zwenfache Verhältniffe vorfommen. Allein die Sache 
erkläre fich dadurch, daß zwat Die Praͤmiſſen des 39ſten 
Sases richtig, die. Schlußfolge/ hingegen falſch iſt. 
Gregorius fchließe nämlih ſo. Wenn L:M = 
m (P : Q), [das m fache des Verhaͤltniſſes P : Q] 
und P:Q=m(R:S); ferner L:T= 
m (P : V), und P:V= m (R:W); weiter X: M 
= m (Y:0,wY:Q=m(Z2:5); endlich 
x: T= mE: und Y: V=m (Z:-W): 
fo ift auch das Verhaͤltniß L+ X: M + T von 
dem Verhaͤltniſſe P+ Y:Q + V ein eben fo viel: 
faches als das Verhaͤltniß P+Y:Q + Von 
dem Verhaͤltniſſe R+ 2:5 + W üb Das ifl 
aber gar nicht aflgemein richtig, wie Descartes auch in 
einem von Hupgens wmirgetheilten Briefe an Schooten 
bemerft bat. Gregorius hat fich mit feiner Lehre von 
den Proportionalitäten, worin er die Größen der Ders 
haͤltniſſe durch ihre Erponenten mißt, ſelbſt verwirrt, 


Es würde, wie Hupgens gezeigr hat, nichts hel⸗ 
fen, wenn man zuc Nettung- und Vertheidigung des 
Gregorius die Redensart ein Verhaͤltniß enrhalte ein 
anders eben fo oft, als ein drittes Verhaͤltniß, ein viets 
tes enthält, vor einer Proportion jwifchen den Erpos 
nenten der Verhältniffe auslegen wollte. In dieſem 
alle nämlich ift | 

5.3 3 5 1 6413 

— : — — —: —, woraus m — —— 
203 ıı _ıs m 5075 
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und das Verhaͤltniß des Durchmefferd zum Umfange 
1:# Z 7751: 172322 Y3 =1:3,85069 hervor⸗ 
geht, Da m die Flaͤche des Kreifes für den Halbmefs 
fee 1 ausdrückt, das dem Kreife bey derfelben Größe 
des Halbmeſſers umichriebene reguläre Sechseck aber 
203 oder 3,4641 iſt; fo würde folgen, daß der Kreis 
* als dieſes Sechseck ſey, welches eine Abſurditaͤt 
i 


Die hier angezogene ſehr gut abgefaßte Schrifr 
von Huygens, welcher bey ihrer Bekanntmachung noch 
ſat jung war, ſteht in der Sammlung feiner Werke 
Vol. II. auch ein Schreiben von ihm an einen Ver⸗ 
eidiger des Gregorius. 


in Käftners Gefchichte der Mathematik, Wand 
II if eine ausführliche Nachricht von dem Werke des 
Gregorius enthalten, die freylich größtentheils nur ein 
Anbaltöverzeichniß iſt. | 


Die Conſtruction, welche dafelbft nach Gregorius 
angeführt wird, ift ben der Prüfung von Hupgens das 
durh umgangen, daß diefer ohne Gregors Saͤtze ein 
Paar Abfchnirte eines Kreifes angab, aus deren befann- 
tm Verhaͤltniſſe fih das Verhaͤltniß eines gegen bie 
ganze Kreisfläche in gegebenem Verhaͤltniß ftehenden 
— zu einem geradlinigen Dreyecke ergeben 

ide, oo. 


55% Nach diefem mißrathenen Verſuche ift es 
richt -nörhig, fich bey ben nachher gemachten aufzuhals 
ten. Käftner führt in feinee Geometrie aus dem Mer- 
cure de France an, daß in Sranfreich einer nad 25 
jähriger Bemuͤhung herausgebracht habe, der Durch⸗ 
meſſer Fönne ſich wohl zum Limfange verhalten mie 
23099: 72576, das wäre wie 1:3,1419. Die 25° 
Jahre find verſchwendet. — Im Jahre 1776 Fam zu 
Derlin heraus: Deuerfundene mathematische Rechen— 

ule, in welcher eine wahre Cirkelquadrotur durch 
acithmetiſche Progreffionsrabellen, und alles beftimmens 
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de unveraͤnderliche mathematiſche Linien und mathema⸗ 
tifche Quadratpunete gründlich bewiefen wird , von 
P. Tr. Heſſe. Der Titel zeigt ſchon den Geift ber 
Schrift. Das Verhaͤltniß des Durchmeflers zum Lim 
fange foll feyn 99 3.311, d. i. 1: 3,14141, welchee 
fon in der vierten Decimalftelle abweicht. Aus bemt 
Buche erfährt man, daß ein Obriftlieutenant Corfo: 
nich in Polen auch eine Quadratur angegeben, und 
einen Preis bon 50 Ducaten ‚demjenigen verfprochen 
har, der ihre Unrichtigkeit beweifen Fünnte. Mac ihm 
ift das Verhaͤltniß des Durchmeflers zum Umfange 
wie 8 : 25, welches. unter allen angeblichen Verhaͤltniſ— 
fen. eins der Sehlerhafteften ift. Die beiven Bruͤche 


r und — find übrigens in der Meihe ber zwifchen 


ben beiden Brüchen — und — welche kleiner als 


Peripherie ze = — 
—— find, eingeſchalteten Naͤherungsbruͤchen ber 


erſte und vierzehnte. Man ſehe den Artikel? Ket— 
tenbtuch 12 und 13. — Auf das Verhaͤltniß 
1225: 3844 = 35° : 62° für den Durchmeſſer und 
Umfang find mehrere fait zu gleicher Zeit verfallen, 
ein Niermeifter Leiftner im fahre 1737, um diefelbe 
Zeit ein Prediger Merfel, der aber feine Zahlen erit 
1751 ° bekannt machte, und ein Echulcollege Böhm 
Am Nahre 1765. In eben diefem Jahre ließ auch 
ein Profeffor Bifchoff zu Sterrin die Schrift des 
Merkel Mit feinen Anmerfungen wieder ‚auflegen, 
Darin erflärt er die Merfelfhe Quadratur, ohngeach⸗ 
tet ihrer ſchon von. Krafft erhaltenen Widerlegung, und 
trog der Kenntniß von den beſſern Bemuͤhungen Aus 
dolphs von Edlin und Sherwins, für die wahre umd 
vollfommene, Merfels und Biſchoffs Proben ver von 
ihnen empfohlenen Quadratur find fo befchaffen, daß 
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jedes Paar, beliebig angenommener Quadratzahlen für 
den Durchmefjer und Umfang ihnen Genüge thut, wie 
in der Pſeudoquadratur des Cirfels von Coriarius, 
Eutin 1766, gewieſen wird. Das Verhaͤltniß 1225:3844 
H=1:73,.138 ..., alfo noch nicht einmahl fo ger 
mau als das Mechimedifche 7 222. Indeß erhält 8 
dadurch einen gewiffen Werth, daf, weil feine Glieder 
Dmodratzahlen find, vermittelit deſſelben das Verhaͤlt⸗ 
niß des Durchmeffers zu der Geite eines dem Kreife 
gleichen Quadrats, melches ‚Verhaͤltniß 2: Vr ill, 
rational ausgedrüce wird, nähmlich 35 >31. Durd 


die Berwandiung bon = in einen Kettenbruch laſſen 
fih mehrere Paare Quadratzahlen finden, die das Vers 
haͤltniß des Quadrats vom Durchmeſſer ju der Kreis: 
fähe defto genauer angeben, je größer fie find. Line 
ter diefer giebt Das Verhaͤltniß 1521 1936 das Vers 
hälmig des Durchmefjers zur Peripherie mie 434:1521, 
tweldses in feinen Gliedern aus Fleineren Zahlen bei 
feht, als das Merkelſche, und doch genauer ift. Es 
nämlich — 1 :3,14256. Ein Franzoſe Comiers 
hat daſſelbe fchon »676 im Journal des Savans 
bekannt gemacht. M. f. auch Lamberts Abhandlung 
für-die Erforfcher der Quadratur des Eirfels in deffen 
Beyttaͤgen Th. II. ©. 142 u. folgg. 


55, Mit den unwiſſenden Cirkelquadrirern find 
nicht in eine Klaffe zu ſetzen diejenigen, welche Eonftrucs 
tionen angegeben haben, wodurch einederm ganzen Umfange 
des Kreifes oder auch einem Theil veffelben, ſehr na: 
be gleich Fommende gerade Linie gefunden wird. Der: 
gleichen Eonftruction zur Verwandelung der Peripherie 
in eine gerade Linie ift felbft von Euler vorhanden, 
M fe Kraffts Instit. geom. subl. $. 135. Eine 
liche ausführbare und doch fehr genaue iſt folgende, 
Man errichte in den Endpuncten des Durchmeſſers an 
einerley Seite deſſelben zwey Perpendifel, wovon das 
eine dreymahl jo. groß als der Halbmeſſer, das andere 
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aber ber Tangente 368 Bogens bon 30° gleich iſt. Die gerade 
Sinie, welche die Endpuncte beider Perpendifel verbindet, 
iſt fehr nahe der halben Peripherie gleih. Dieſe Eon: 
ftruetion hat Kochanski in den Act. Lipsiens, vom 
Sabre 1685 befannt gemacht. Cie fegt das Verhält: 
niß des Durchmefjers zur Peripherie wie x : 3,141533 
voraus, welches erft in der fünften Stelle von dem 
wahren abgeht. Olbers hat auch eine folche Eon: 
ftruction ongegeben, welche in Brandes Lehrbuche der 
Mathem. Th. I. S. 222. mirgerheile wird, und 
. ® = 3,14162 madır. 


56. David Gregorn hatfe in der (4.) ange 
führeen Schrift zu bemeifen gefuht, daß für bie 
Kreisfläche Fein analytiſcher vollitändiger Ausdruck mit, 
telſt des Quadrats des Durchmeffers gefunden werben 
Fonne/ Huygens ward dadurch nicht befriedigt, zwi— 
fehen beiden Geometern entitand daraus ein Schrift— 
wechfel, der in Hungens Werfen zu finden iſt. 


57. Die Reihen, welche die Kreisbogen durch 
ihren Sinus oder ihre Tangente ausdrücken, oder aud 
dieſe durch jene angeben, haben zwar fein legres Glied, 
doch Fönnte darum ein Bogen zugleich mit feinem Gi. 
nus ober feiner Tangente zu dem Halbmeſſer ein ra: 
tionales Verhaͤltniß haben. Denn wenn ein Brud 


—, deffen Zähler und Nenner ganze Zahlen ſind, durch 


die wirkliche Diviſion in Decimaltheilen entwickelt wird, 
fo wird der Quotient, außer den Fallen, da n blof 
2 und 5 ald Factoren enthält, eine unendliche Reihe 
von Decimaltheilen. Auf eine ähnliche Art Fönnte es 
fi) hier auch verhalten. | 


58. Die Theorie der Kertenbrüche Hilfe uns aus 
der Ungewißheit. Wenn der Quotient zweyer ganzen 
Zahlen in einen Kettenbruch verwandelt wird, fo bricht er 
einmahl ab, weil der immer fich verfleinernde Reſt von 
den fuccefjiven Divifionen zuletzt Eins wird, aha 

en 
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bey der folgenden Diviſion kein Reſt bleibt. Nun 
if in dem Artikel, Kettenbruch, 48. gefunden, daß 


I I ; 
2r — 
— 24 etc ; 


if, Dieſer Bruch kann nicht abbrechen. Daher iſt 


* fin rationaler Bruch. 


59. Aus dieſer Theorie laͤßt ſich auch erweiſen, 
daß die Tangente eines Kreisbogens nothwendig irras 
final ift, wenn der Bogen ein rationales Verhaͤltniß 
um Halbmeffer bat; und daß der Bogen zu einer 
tatipnalen Tangente (in Beziehung auf den Halbmefs 
fr) irrational iſt. 


60. Es iſt naͤmlich, wenn t tans 0 iſt, 


6tt 
— 5tt 
ır + etc, 


telhe Reihe nicht abbricht, daher für rationale € der 
gen B irrational if. — Den Bruch findet man 
nah der Methode, Kettenbruch, 60, aus der Kormel, 


2 or a ung + eto, (Ey 
3.005 7 

Hometrie, 10.), indem hier t? ift, was dort 2. Man 
dat mıte nody noͤthig, die unreinen Brüche auf reine zu 
bringen, nach Kertenbruch, 264 Da der Kettenbruch 
Rus einer Neihe, welche nach eittem beftimmten Gefese 
fütgehr, auf eine gleichförmige Art gebildet wırd, fo 
muß für denfelben ein «&efe vorhanden ſeyn, dasjenige, 
welches fich auf eine ganz unzweydeutige Art — 
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Die Rechnung zeigt auch, daß der Reſt von den Di 
viſionen nicht Null werden Fann. 


61. Auch ift, um die Tangente durch den Bo: 
gen auszudruͤcken. 


tang 1 


— —— & 
2 7, * 
. 7 — 6⸗ 
iAm 
etc, 


Die fehr einfache Form dieſes — zeigt, daß er 
ins Unendliche fortgeht. | 


62. Der Bruch wird aus den Reihen für den 
Sinus und Cofinus (Cyklometrie, 5, 6.) bergeleitet, d 





tang P z sin ® . 
97T 9.00sP #. 

Es ſey 

sin 


pP N 
fit 
NE BEN TSBEr EEE IDO = 
Nun verfahre man mit dem Bruche 


I 1 AB + BP6— 096 + Dps — an 


mp. Sr ERDE + BOöt — etc. 
®.cosp ı—3A0 + s Bot — eıc. 


eben: fo wie bey der Verwandlung eines numerifhen 
Bruches in einen Kertenbruch, nach dem Artikel, Ket 
tenbruch, 3. Das b dafelbit iſt Hier der Zähler, & 
der Menner, und m der Quotient des Nenners durch 

ben Zähler, Weil hier der Zähler größer ift als der 
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Nenner, (die Tangente eines Bogens iſt groͤßer als 
der Bogen), ſo werden die Reſte zum Theil negativ. 


63. Die Dividenden ſind nach der Reihe folgende, 
welche, den erſten ausgenommen, auch Dwiſoren, und, 
außer den beiden erſten, auch Reſte ſind. 


L 1 — 3 AQ® + 5sBG* — 700° + 9 Dos 
— 11E0 + etc, 


I, 2 — AP 4 Bp% — C9° + Dpe — Er 
4 etc, 


1 —- 9 + 2 A0— 806 + - 00⸗ 
3 5 7 9 | 
| I 
=. + etc. 
n—- —_o4r ER AO — — Bos + 
— 5+7 79 


— cos — — DO" + etc, 
9.11 11,13 | 


I Bo8 





Re | 
+ — 9 0 
3.5.7 5:7:9 ” ee 
— ER —— 
9.14.13 
I 





r = 
+ — 90 — AQS + — BO8 
3..9 LIE 2 Su 7.23 | 


CP’? + etc, 





= — 
m. — — 198 —_ Borctes, 
Zell 5.13 2..15 | 


100 Duadratur. 
In jedem Reſte fest man für A, B, C, D, etc. ihre 


Werthe, — ; — — F ‚u.f.mw Die Quo 
2.3 45 67 89 

tienten, welche a. a. D. durch m,n,p,q, etc, bejeich⸗ 
net. find, find bier abwechſelnd pofitiv und megatit, 
naͤmlich | 


64. Es iſt nun, wenn w, q, s, etc. blos die 
Duanrität bezeichnen, und die Megation durch das 
DBorzeichen bemerkt wird, der Kettenbruch daſelbſt 


b I 


— — 1 





a J— 9— 
— 7 I 
-5 + etc 


Die Negation nämlich betrifft jedesmahl blos den Duo 
fienten, dagegen das Vorzeichen — vor einem ergäns 
zenden Bruche den ganzen Bruch mit allen partiellen 
Bruͤchen in demfelben angeht (a. a. O. 17.). Will 
man Das Vorzeichen — dem ergänzenden Bruche, das 
iſt, dem Zähler geben, fo muͤſſen beide Theile des Mens 
ners ihr Vorzeichen ändern, und fo nad) mwird 


b,ı 
menu 
— — 1 * 
ee 
— — 1 
d Tr — — 
s — elc, 


Setzt man nun fir m,n,p, q, etc. die gefün 
denen abfoluren Werche der Duotienten, fo hat malt 
noch den Divifor P* aus den Quorienten. wegzufgafe 
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fen (a. a. O. 26.). So erhaͤlt man den angegebenen 


tang OD + 


ttenb uͤr —. 
Kettenbruch fuͤr 


65. Daß die Form dieſes Bruchs in allen Glie⸗ 
dem dieſelbe bleibe, welches ſich in den erſten berech— 
neten zeigt, erhellt wie in (60.). Einen foͤrmlichen 
Beweis, daß die Reſte bey den ſucceſſiven Diviſionen 
dad Geſetz durchgehends beobachten, welches in den Mei: 
hen IL u f. offenbar iſt, giebt Lambert in den Mem. 
de !’Acad. de Berlin, a, 1761. in der Abhandlung: 
Sur quelques proprietes remarquables des quan- 
tites transcendantes circulaires et logarithmiques, 
Nan fehe auch in deffelben Beyträgen zur Marhemas 
tt, Th. II. den Aufſatz für die Erforſcher der Quas 
dratur des Cireuls. Ä | 


Auch vergleiche man die Merhode von la Grange 
m der Abhandlung, über deu Gebrauch der continuirlis 
den Brüche, Nouveaux mem, de l’Acad. de Ber- 

‚a 1776, P- 253. 255. — Legendre leitet 
in fiinen Elemens de Geometrie ben Kettenbruch 


tan 
— aus einer linearen Differenzengleichung des 


mern Grades ab, und gruͤndet alsdann den Beweis, 
daß die Tangente zu einem rarionalen Bogen irrafional 
Mb, auf den Sat, daß wenn die Glieder eines Kertens 
bruchs einmahl kleiner als 1 werden und es bleiben, der 
Werth des Kettenbruchs irrational ſey. 


66. Wenn man den Zaͤhler | 
ı— AO + BO —CO° + et, 
im erſten Dividendus macht, alfo den Menner zum 
en Divifor, fo wird die Form der Dividenden fehr 
Nammengefeßt, und der Kettenbruch erhält eine Ges 


lt, worin dns Gefeß der. einzelnen Brüche nicht of⸗ 
ndar iſt. 
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Es iſt ſonach 
tang P — I , 
p DE 2 er ua I 
5:36 — 
| 30.7: — 
1310 — 
etc, 


Der erſte Hier weggelaffene Bruch ift TERN 

67. Es ſey nun AB (Fig. 10.) der Quadrant ei 
ned Kreifes, deffen Halbmefjer AC —a ift. Tin demfelben 
ſeyn zwey rechrmwinflichte Coorbinaten, AP=x, PM=y, 
fo ift die Gleichung für diefelben, zax-xx — yy. Die 
Area APM ſey Z, fo it 0Z=yox (8), das ift 92 
— dx Y (2ax — xx). Aus Integralformel, 58, iſt 


aa f Öx a—x 
2“ VC(2zax — xx) 
und eben baber, 55. | 


2* V (aax—xx), 





Sy Caax —xı). 





aa . x a 
Z = — Ang. sin. vers - — 
- u | a 2 


Hier ift Ang, sin. vers - der Kreisbogen mit beim 
Halbmeſſer = ı für den Winkel ACM, da x ber is 
nearifche Sinus verfus für den Halbmefler a, und = 
der numerifche Sinus verfus für den Halbmeffer — I 
ift. Ferner ift a. Ang, sin. vers, = der Bogen AM, 


und der erfte Theil von Z der Sector ACM. Der 
zweyte ſubtractive Theil it das Dreyeck PCM, bs 
V (zax—xx\yzPM if. Es iſt nach der Inte—⸗ 
Hration Feine Conſtans beygefügt, weil Z o iſt, wenn 
x —_ o gefeßt wird. 
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68. Es ift zu bemerfen, daß zu einer Abfeiffe x x 
unendlich viele Z gehören, nämlich nicht blos der in der 
Figur erfcheinende Abfchnire APM, fondern auch alle 
Vielſache der ganzen Kreisflaͤche — APM, Daber 
giebt es feine algebraifche Gleichung zwifchen x und Z, 
oder, die unbeftimmte Quadratur’des Krei— 
ſes iſt unmöglich. 


69. Gregor von St. Vincent fehmeichelte ſich, 
die Quabratur des Kreifes durch Eubirung eines paras 
beliſchen Körpers zu finden (49. ff.). Man fieht nun, 
daß eines nicht leichter iſt als Das andere, eigentlich daffels 
be bis auf einen conftanten Factor. Er bemerfte zwar 
rihtig, daß es Darauf ankaͤme, den Quadranten AMB 
(Fig. 10,) fo einzucheilen, daß AM un® MB oder die 
jugehörigen Gectoren, ein rationales Verhaͤltniß has 
ben, und die Segmente APM, CPMB ebenfalld, Das 
trifft aber nicht zufammen, Man nehme an, daß 
AM: MCB = m:n, und APM : CPMB = 
psgfon, fopit ACM:ACcB=zm:m-+n, 
md ACB : APM = p + qg :p. Folglich ift 
KM:APM = m (p+g):p (m-+n) 
ud ACM : CPM = mp + mg ı mg — np. 
Uber wiſchen dem Sector ACM und dem Dreyed 
CPM findet Feine algebraifhe Vergleihung Statt, 
rl zu demfelben Dreyeck unendlich viele Sectoren ges 

tin. 2 


Quadraturen an den Kegelfchnitten. 


90. &s it AMN (Fig. 11.) eine Parabel, 
deren Are AX iſt. Der Parameter fen — a, die Cos 
ordinaten AP—=x, PM = y, fo it ax — yy. (Pa: 
bel), Die Differentialgleihung ift adx — 250y. 





Daher ydx 22* Es ſey die Flaͤche APM=Z, 
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2Vy2 5. 2 z 
ſo it 02 = =, und = — Das 


geradlinichte Dreyeck APM ift =- xy. Es verhält 


ih alfo das parabofifche Zrilineum zu dem Dreyecf 
wie 4:3. Das Rechteck von der Ordinate und der 


Abſciſſe verhält fich zu der Area der Parabel wie 3:2, 


‚Bon dem Verfahren, welches Archimedes zur Quadris 


Fe, ver Parabel angewandt har, ſ. den Artikel, Erhau: 
ion. Ä | 


71. Wenn AX irgend ein Durchmeffer, und bie 


‚Ordinate PM die Hälfte der ganzen Chorde, der Dr 


Dinatepmwinfel — a, fo ift die Area der Parabel 
.‚APM= - xy.sina, 

(10.), und das Parallelogramm von der Ordinate und 

Abfeiffe mir dieſen Winfel verhält fi zu der Arca 

ber Parabel wie g . 2. 2 


72. Es fen F der Brennpunet der Parabel, die 


| $änge oder der Radius FM = u, der Winkel AFM 
== 6, fo ift die Area 


1 
— 


6 
— 2 \ I 1 
Denn es iſt diefe Area = ; xy — :(=— 2 —* 


2 


AFM = zusin® (a— u cos 9), 


Serner it y=u sin 9, und, für den Fall der Figur 
ee | BT N 
en + u cos MP =-a—u cos ©, 
! 4 


wo cos P negativ iſt. Setzt man dieſe Werrhe für 
x und y, fo wird der angegebene Werth erhalten. 
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73. Durch 9 allein ausgedrückt iſt die Area 
| sin® 2- cos © 
"ı+cos® ı + cos ” 
Denn es iſt (Parabel, 6) u — 


AFM —= z aa 
24 


2 2(ı te e cos 050)" 
Seht man diefen Werth in den vorhergefundenen Muss 


druck für die Area, fo ergiebe fich gleich der angegebes 
ne Werth verfelben, 


— 


74. Da dieſer Ausdruck noch zu ſehr zuſammen⸗ 
geſetzt iſt, ſo muß man ſuchen, ihn abzukuͤrzen. Es iſt 





sin _ 1 — cos F 
11.09 — und ı + c0s® cos © = 
:(: — is ) (Goniometrie, 38.). Nun iſt 
2 4 cos ® N c0% 9 
en N 
2 4 cas O° 


1 a 
RT Aa :(G -F ns. -9 ) Folglich 
iſt Area AFM=— aa (ng. 9+7 tang — 9): 


In ———— Parabeln verhalten ſich, 
bey — Winkeln des Radius FM mit der Are 
die Slächenräume AFM wie die Quadrate der Paras 
meter, Diefer Gas wird in der Aſtronomie für die 
parabolifche Jaufbahn eines Kometen benußt, 


16. Zur Übung in der Integralrechnung iſt es 
bienlih, die Area AFM auch aus der Differentialfors 


mel(ır.), - uud H, herzuleiten. Die Area AFM fey 
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= U, fo iſt, wenn für u deſſen Werth geſetzt wird, 
aac® 
au —— ni 
| 8 (1 -cosP)* | | 
mel diefer Art bat einige Schwierigkeit (Integralfor⸗ 
mel, 125.). Auch fieht man aus dem Werthe der Area 
in (74.), daß es nicht leicht ſeyn möchte, auf dieſelbe 
unmittelbar durch Tjntegration zu kommen. Allein in 
dem gegenwärtigen alle, da bier die a und b am 
O. jedes — ı find, fann man ſich durch eine Subſti⸗ 


tution helfen. Es ift Be re era 
Br: tang 30 
ı + tang 7 9" 


Die Integration einer Fors 


(Goniom., 42.), und - 86 = 


(Differentialformeln, 38.). Man ſetze tang— 9 4 
0 


(1 +'c0s 9) => (1 + tt), ale 


fo iſt 


1 | 1. 
= alı + tt) öt, u aa x 


(: + r 13 ) wie borher. 


Die Erleichterung, welche die hier gebrauchte 
Subftitution verſchafft, beruht darauf, daß der Diffe 
rentialfactor zu Otang ® eine rationale Function vom 
tang © felbft ift, dagegen bey ©sin P oder cos ® 
eine irrationale Function von sin P oder von cos P. 
17. Dover, man fege flatt z + cos ® deſſen 
I | aa 716) 
— e — — —— 
Werth, 2 cos 9°, fo it 2V = rn 
Aus Sintegralformel, (121.) ift 
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6 _ ı' sin® 2 d0 
— 3° c0s03 + 3/ cos 9° 
_! sin Ö 2 sın ® 
3.003803 r 3 "cos 9 Alſo if 

I 6 ı sin} 2 sinz® 
046 3" cos495 " z° cos439 


Nu multiplicire Zähler und Menner mit 2 cos - 9, 


und fat 4 ® einzufuͤhren, ſo iſt J Sf — 





cos# P*+ 
x sin © u 2 sın ® | 
3 °"G+ 0059) er 
2 sin © 2 cos 
. ı + c0s® 1 cos * 
g_ 4 sind 2 -+- cos — in 


24 1 +c0s® " ı + cos © 
3). 


3. Man kann auch in der Differentialformel, 
a 1 j 
— uud ® das Differential 00 durch du und 


cue Function don au ausbräden. Es ift cos 6 — 


A , | adu N 
Tale sin 00 = —, Dasin 9 = 
2uu 


ı ,u—a u a 
> Vi i = — U. 
zu z ſt, fo ift 09 —— 








ind daher SU — udu V Dan fege 


au—a 


B a 
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zufolge Integralformel (48.), gu — am =, dos if, 





aa 22 282 
au m — 7 . Daraus ift adu = —, 
a a 
(aa zz) zOZ 
4. » ! | ı6 aa 
(aa + zz) 02 


„folglich U = 





aaz + 123 
— — | 
1 


ou * * 


16 a 
| j N 
Die Eonftante it =.o, wil UZ o fr u — Pin. 
das ift für — 0. 


&ithz =a tang — 9. Denn es iſt 


| | 2aa z 10080 
ZZ = aaU a — a aa Pñr9—0 
’ ı1+-cosO . 1-4+cos 9 


I 
aa tang — 9°, (Boniomettie, 41.% 


79. Für @ = go’ itt— 1, und bie Am 
ber Parabel = a Man ſetze dieſe Area SA, ſo 


iſt U = > A (st + 23), Diefes ift eine bequem 


Formel Dr Berechnung der Zeiten in einer paraboli 
(hen Laufbahn. | | 


80. Gb fen AMB (Fig. 12. ) eine halbe El: 
Lipfe, deren große Are AB = 2a, die conjugirte 
= —=26D — ab iſt. Die Eoordinaten ſeyn AP=X% 
PM y, fo if die. Gleichung für dieſelbe, 
b® (zax =) Dr a’ y®, Alſo iſt yox = 


⸗ 
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— yv (aax — er Es iſt das if für 


» 


die Kreisfläche, deren Halbmeſſer — if, mit 2 


multipficirt. Nämlich die Ordinaten an der Ellipſe en | 
an dem Kreife mir dem ‚pefbaneffer a verhalten fich bey 
tenfelben Abſciſſen wie b : a (Eiipfe, 5). Die — 
ſiante iſt hier — 0. 


Daher iſt die — APM = — ab — sin ver 


— A sn V (ax — xx) "Die Area — 


4a 
nämlich der vierte Theil ber Elipſey!iſt —abr, 
nl Ang. sin verſ * * z # iſt. Die Flaͤche der 


ganzen Ellipſe iſt — abr, Die Kreisfläche Deren 
Halmeijer = = iſt, Bm — har, d 


81. Oder: Are APM = — Ang, sin nz 


— - (ax) y. Es ift namlich Ang, sin vers = 


= Ang. cos . V _Gax — (20x xx) 





Be 
* g. sin 


— 


3? 
= Ang, sin ;>- 


82, Daher iſt der elliptiſche Sector ACM == 


i 2 y 
a ab Ang, sin 5 
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83. Die beiden Brennpuncte fyn F, f, u 
C — | 
* — c, fo iſt die Area AFM = —ab Ang, sin 


— 
— 


84. Es ſey der Radius FM = u; ber Wi 
kel AFEM = 9, fo iſt die Gleichung für dieſe Groͤß 
bb — ca —c.cos P) u (Ellipſe, 12.). D 
'y zusin ® ift, fo ift die Area AFM : 


b sı , 1 
Ih Ang. sin sin © bbo sin © 
2 a-ccoo®  2(a-ccosY 

bin 


z=yY 


85. Man ſetze Ang. sın 256 — 


fo it Area AIM = ab y+ — be sin yı 


86, Die Area AFM ſey = Z, fo ift (nad ın, 
b+ 86 


I 
87 2 uud 6, das iſt az 


Das integral diefer Kormel ift in dem Arrifel, Int 
gralformel, 129., durch eine Reihe gefunden, die nm 
den Coſinus der Vielfachen von P foregehr. Die ul 
mittelbare integration zu dem- vohftändigen Intkegr 
iſt ſchwierig, da die Form ber beiden Stuͤcke deſſelbe 
ſich nur errathen laͤßt. Es iſt nuͤtzlich, jene Integra 
formel zu differentiiren, um zu ſehen, wie ſich bey Di 
fer Operation mehreres gegen einander hebt, und da 
Differential eine Geftalt erhält, in welcher die Furl 
des Integrale nicht zu erkennen iſt. 


87. Es ſey die Flaͤche der Ellipſe zu der Are 
AFM voie am (oder vier vechte) zu einem Winfel w 
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fo it w mas in der Aſtronomie die mittlere Ano« 
malie heißt, da P die wahre bedeutet. Auch fey 


-- e, als die Excentricitaͤt in Beziehung auf die 


halbe große Axe = 1. So ift Area AFM = -abay, 


b ei co. % sine. 
wa=Angsin (>. I =, un. 
a ı-ecos® / a ı-ecosd 


Ton fieht, daß aus der wahren Anomalie © die mırts 
kn @ directe gefunden werden Fann, jene aber aus 
difer nue durch Annäherung, Zu 


58 Der Winkel Y heißt die Anomalie bes 
Excentri oder Die ersentrifche. Bey der Anwendung 
ie Winkels iſt w—=y+tesiny, Dieſer Wins 
kl y wird aus w viel leichter gefunden als der Wins 
Ho, Es muß alsdann aber noch $ aus Y herges 


liter werden. 


bsi ; 
89. Da siny = —— iſt, und sin ® 


ver cos © Hieraus nicht gefunden merben Fönnen, 
mel die Wegſchaffung der Irrationalitaͤt auf eine quas 
vatihe Gleichung für sin © oder cos%& führt, fo 
de man, ob nicht eine andere Gleichung fich aus jes 
hr herleiten laſſe, in welcher sin @ oder cos 9, eins 
me das andere vorfommen. Diefes wird erhalten, 
am cos y durch eine Function von © geſucht wird, 
Gift sin v* (a— ccos ) — be sin 9%, und dar⸗ 
us cos Ye (a — c cos 6) — a? — 2a ccos 9 
+e' cos 9% — b* sin O%, das ft, wel ar = b* 
re it, cos y® (a — c cos P)* — at cos 9! — 
x cos 0O > c*. = (acos d — c)?, oder 
es (a — c cos 0) -acos 9 —c. Folglich 


cr acosy 


ee 


atrccosy' 
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ee“ 


atccosvy 


Hieraus iſt a—c cos * 


ar cc08 Y at co cos y 
90. Cine noch beguemere Formel, den Br 


© aus dem Y herzuleiten, ift in dem Artikel, la Gran 
ge's Lehrſatz, 23, enthalten, wo auch eine Formel fü 
u (dort x) durch % fid) findet. Man vergleiche aud 
ben Artikel, Keplers Aufgabe, | | 


gı. Es fen AM (Fig. 13.) ein Zweig einer 5) 
perbel, deren CX, Scheitel A, halbe Hauprare CA=a 
die halbe conjugiree Are = b, Abſciſſe AP=x; Di 
dinate PM =y. Die Gleichung ift b? (zax + 
— at y®. Die Area APM fp = Z, fü ift 62 = 


b BE 
yox = — V(2ax 4 xx.) 


Die Integration giebt (Integralformel, 58. 56. 
b 1 | - 
ae zur 


. b 4 . 

das it Zu — {at x) V (ax + xx)“ 
‚ r | 

a ab log . nat a+xtVauxt®), 
RE | a 
Die Conftante a in dem Bruche ift fo beſtimmt, da 
der Bruch — ı fuͤr x = o wir, daher ber Log⸗ 
richmus des Bruchs = o wird, fo wie bet erjte The 
von Z, damit die Area bey A anfange, 


92. Der, da b;y (zax 4 xx) = Ay iſt, 

b( 445 

—— —— 
2 2 ab 

9 


f 
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93. Der hyyperboliſche Sector ACM jwifchen 
den geraden CA, CM und dem Bogen AM ift 


bla+x)Fay 
=_ ab EUR ER — 
2 ab 2 .bla+x)-ay 
Denn es ift der Sector = ACPM — Area 
APM, und ACPM =, (a+x)y. Daraus folge 
dr erſte angegebene Werth des Sectors. | 


In dieſem multiplicire man Zaͤhler und Nenner 
des Bruches mit b (a + x)-ay, fo wird der Zaͤhler 
— be(a + x)- ary®, Naun iſt be (CP? — CA?) 
=a° . PM? (Sppperbel, 3.) das iſt b* (a-+-x) 
—ay’ —atb!, Daraus entſteht der zweyte angeges 
bene Werth. — Kür bie gleichfeitige Hyperbel, wo 


ba ift, iſt der Sector ACM=- aa log tr 


= " ab — und wen 
—— a-xuy venn 
die Abſciſſe vom Mittelpuncte an gerechnet CP — x: 


I x’ + y I a 
I, — aa log — — — aa lee — 
R, m ‚408 z = Fran ’ 


ne x! der hyperboliſche Eofinus, y der hyperboliſche 
Eins if. Die Vergleichung der cireulären und by; 
verrolifchen Sectoren findet ſich (Goniometrie, 149, 
und folgg.). - no, ei | 


94. Es fen der Winkel MCP— 9, und CM u, 
ar | 
ſo iſt Sector ACM— - ab log ee — — 
ai 2 | b Sa 
oder auch 


Sx.AOM=— ab log — .* 


a sin — b cos u. 
Denn es iſt a Tx u cos 3 y u sin 9, 
| H 
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— 198. A der Hleichfeitigen Hyperbel iſt Secto 
uv 2N 

ACM= = aa log — ORT) ) 





er 

= ou aa] og — — ———1 
Er GE \sin{(45°-9) =) 
( Soniomegi 33.). Hieraus wird durch Additie 
cos (45°- 9) _ 


sin (45°-9) 


Zr 


aus 


Seelor a ACM =; aa lo og 
—an logcot (65° - 6) =— aalogtg (45° +9. 


lie Sec. ACM auch —— aa log tang (45° + u 


"96. Cs fen F der dem Scheitel A nächte Vren 
dunct, und ee — c, fo ift die hnperbolifche Area, 


Art = 4-5 bog, Bett, 
‚ab 


— _ Dann ® it bas Dreyect CFM = -— — CFxP 


— cy, und AFM = — ACFM — Sect, ACM 


“Man bemerfe, daß c2V (ea + bb) if, (9 
pribel, II. 12 * 

97. Es B yn cs, Cs, bie — der H 
perbel- MAm; durch ven Scheitel A und einen Pun 
TI der Hyperbel fenn mit der Aſymptote Cs die Parı 
lelen AD, ML an die AS gejogen z eg ijk der © 
tor ACM = Quabrilinum ADLM. 


Denn e es if CD: CL== ML: AD (Hyperb 
3.). Wegen dieſer Proportion und wegen der gl * 
Winkel bey D und L if dag Dreyeck AcM = 
(Dreyer, 30.). Bon dem Quadrilinenm ACML — 
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me man weg das Dreyeck MCL, und bon eben dem⸗ 
ſelben das Dreyeck ACD, fo bleibt er zurück, das 
br Gector ACM = ADLM, 


98. Man nehme CL, LM ju Eoordinaten der 
‚Hmabel, fege CL=t; LM=v, und Y (aa-+ bb) 


1 
=t; es iſt Area ADLM = — ab log = „ oder 
| 2 8 2v 
— t 
ADLM = — x ab log = 
c 


dutch den Scheitel A ziehe man auf AC bie 
ſatechte AB an. AS, und verlängere die auf die Are 
infrrhte Ordinate PM an diefelbe in Q, fo ift CA:AB 
=(@:PQ. Dun it AB b, (Hyperbel, 6.), alfo 


— 
—1 DER, um au =-SI® <, 


Mat—ay 
a 
Ü der Winkel CAD — ACs — ACD, alfo if 


WZAD. Berlängert man AB bis an die Aſymp⸗ 
tete Csin b, fo it AB Ab, und daher BD=-CD, 


— In dem Drehecke ACD 


MB Y (aa + bb) = iſt, fo iſt cD=- u 
ttAD — - c. — In den aͤhnlichen Drey⸗ 
tm LMQ, DAB iſt AD:AB=ML:MQ. Da 
b — 2b 
der iſt — 2 = ; und die Area 
a c 
ADLM = — _. ab * | 
2 2vV 


Da CL ML =(DxAD=om=_ CB! 
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J ot — 

iſt, ſo iſt v= F c*, und = ——, alfo Ara 
4 2206 

ADLM = — ab log — | 
2 c 


99., Die zweyte diefer Formeln ergiedt fih un⸗ 
mittelbar aus (93.) folgenvergeitalt, Die gerade PO 
ſchneide den andern -Zweig der Hyperbel in m, die 
Anmptote in q, fo it Mq = »2PM + MQ = 


— Da CL: Mg = QL:0QM= 
bay) Far _ 2bE und bie 
ec. 


BD BA iſt, fo ift z 


Ä 1. t 
Area ADLM = — ab log — 
| 100. Die Gleichung zwifchen t und v giebt die 
Area ADLM unmittelbar. "Sie it a—ıw. Da 


- Ordinatenwinfel MLS oder ADS ſey — 245 bie 

Area ADLM = Z, fo in 82 = vöt.:in 2a, (19) 

= ı dt 8 _ 
oder 02 Zur ct. sın2a. er Es ft /<— - 





t BR 
log . nat. sr (ntegralformel, 3.), alſo = 
1 t | 
2 c?.sin 2a.log —8 Das Integral ſoll = u end, 


wenn * == CD == c if, Daher ift — 


I... ‚ot 
— ct , sin 2a. log — 
4 c 


Da ADL2« ift, fo iſ A0L — a, und 
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t u I = . 
- ce sin2za—— c* sina.cola. Nun iſt a=c.cos a; 
4 2 


t 
b=c.sine, folglich iſt Area ADLM—— ab. log. —. 
2 


101. Wenn die Abfeiffen CL oder t auf der 
Anmptote CS in geometriicher Kortfchrestung genoms 
men werden, fo find die zugehörigen Klächenräume, wie 
ADLM in. arichmetifcher Fortſchreitung. 

Denn es fenn zwey Abſciſſen t und Tr, fo find 
die zugehörigen Flaͤchenraͤume von ber Ordinate AD 


I 2t I 27 
= — ab.log — und — ab.log —, Ine 
= — ab.log — und a Fr deren lin 
I ar 2t 
t “ * — — b — — 1 or m—— —— 
xſchied iſt 2 (108 co * c ) 
— ab log —. Iſt nun das Verhaͤltniß t:r einge 


gbenes, fo ift log — eine gegebene Größe, (kogarichs 


mus, 6.), und die Unterſchiede der Flaͤchenraͤume find 
did groß. 

102. Gregorins von St. Vincent hat die— 
in Satz ſchon erwieſen, in dem Opere geonietrico, 
de hyperbola, prop. 109., freylich aus ganz ans 
dern Gruͤnden. Er zeigt auch, prop. 100, daß zwey 
hyperboliſche Segmente, die einen gemeinſchaftlichen End⸗ 
punct haben, gleich groß find, wenn die Chorde, welche 
die Summe ihrer Bogen befpannt, die Drdinate zu 
dem Durchmeffer ift, welcher durch den gemeinfchaftlis 
hen Endpunct geht, over diefe Ordinate halbirt. Sein 
Verfahren ift in der That kunſtreich. 


Einige andere Quadraturen. 


103. Die Ciſſoide iſt eine krumme Linie bes 
deitten Grades, deren Gleichung it x? = (a - x) ye. 
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zVX _.- - ze 
Via-x)  V (ax - xx) 


Aus Integralfor— 


f. Eiffoide. Es iſt alſo y 


x! ox; 
und yox =9Z = — —. 
2 * V (ax-xx) 

f A | 3a xdx 
mim DV ann) 


| xoxXx . | 
ferner f Veax-ıx) — — V. (ax — XX ) + 
’ dx | 


Fa, 


I x 
2 ne 


Ang .sın verf, —. Alſo iſt 

> A —* Ang · sin verſ. — (3za+2x)V (ax-ıı). 
| 4 J* 

Die Conſtante iſt =o, Fuͤr x =- a ift 2=— raa 


1 | | 
an, ba ift 3 Quadranten des erzeugenden Kreis 


fes, mınus dem halben Quadrat des Dürchmeffers, Für 
x a ift die ind Unendliche ausgeſtreckte Area zu dem 


einem Zweige = - maa — dem Dreyfachen des Hald- 


freifes, alfo die Area zwifchen den beiden Zweigen und 
der Afymptore dem Drenfachen der Kreiöfläche, f. (3) 


104. Die Gleichung für die Conchoide il 
b-+-x)’ (aa— xx 

’- en, Conchoide, mo nur Die 
Bezeichnungen x und mit einander vertauſcht find 
Sin Fig. 14. it AY Die gegebene gerade, oder die 
Aſymptote, mit welcher die Drdinaten PM parallel find. 
In B ift der Scheitel ber 'obern Conchoide, in DM 
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untern, C ift der Pol, CRM eine gerade von C had 
einem Puncte der Eonchoide, auf welher RM und RN 
vr AB oder AD .gleih find. Es ift AB — a; 
A=b; AP=x; PM=y. Die Are BPM 
= Z. Hier it 82 = - yox, weil die Wräns 
derungen von x und Z ſich entgegengefegt find, Nun 
is A 
x 


it yox = x Man mul: 


tpliire Zäpfer und Menner mit Y (aa-xx), fo-wird 


bxöx x’dx aabdx 
V (aa-xx) V (aa-xx). xy (aa-xx) 
aacx 


— Nun iſt aus BEN 61, 
34, 49, 4 Z Const. — by (a—xx) — 
1 1 ——— 

- — —— 5352 — 6 
*V(aa xx) aa Ang an ar ab x 
Iog +Y (aa— xx) 


eva Fur x a if 2=o, alfo 


if Const. —- aa Ang — aar, und fo iſt 
— — 4 


12 — ar _ — (2b+x) V (aa — xx) — 
| a+vV (at) 


r En: « I 
za Ang .sin = — ar log Pe 


1 x 
MmZ= — aa Ang. coſ ⸗ — 
2 a 


} — 
6b4) V(aa -xx) 4 ab log. en, 
105, Der Sector BCM ber Conchoide ift 


=— bb tang ® + ab 108 «tung (45° 4 20) = 
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— 


4 aad, ven Winkel BCM — 9 oefest i 








Er es ſey c(M= zu, fo u u =- ot 
‚bb 
und uu = — + a +.aa Der Sector 
Di Be. — bboo 
abo® = — 
— + 2 2029, —J— a dtang 9; 
oo = ol o 1 | Di 
zur g = Plog mat tung (45° +29 aus Dif 


ferentialformel, 38, 42. Folglich ift 
Use -bbtg9 + ablog.nat, ts( 45° + 10) 


Ä | + - aad. 
Die Sonftante ft = 
106. Es ſey m ſenkrecht auf AY, fo i der 


Abſchnitt ABMQ = : aa sin 2® re 
ab log. tang (as + - ) F aad, 
Es ift nämlich AACR * bb tang 9% ee 
AROM : = = — =: aa sin 29. 


107. Lim diefes integral surd x außgubradten, be: 
merfe man, daß a coſ =x; .asin® = Y(aa-ıx); 
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| 5 1 col ® 
mung (4° +29) = 





I — sın® 


x ._.a+ Vlaa—xx) BE 
ee (ae 


metrie, 39.), iſt. Auch ift P = Ang. col =. 


Dadurch wird die Area ABMQ = 


Ay (aa—ıx)+ ab log + Via an — + 


u A — 
Fi ng . co —* 


Man fann diefes Integral auch unmittelbar "er: 
halten, wenn man. ben Werth ded Differentiald Oy 
durch x multiplieirt, und dann das Integral nimmt. 


Die Quadratur der Konchoide mit circularer Bas 
ſi iſt Th. J. ©. 543. gegeben. 


- 108. Die Gleihung für die Ginallente iſt 
(xx + yy) = aa (xx — yy), oder yt + 
(a! + axt) yt atx xt, daher y' — 


ve(- at + =) _ a’ + 2x*). Die Größe uns 


ter dem Wurzeljeichen rafional zu machen, fehe man 
2x! als die Summe eines Quadrats und doppelten 


Products an, wozu y ar als die Ergänzung zu eis 
nem vollftändigen. Quadrate fomme, das ift, es fy 
"zz taz, fo ifl v(- a + 2x ) — 


24 = a, und y’ —a (za+ = ) — 
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Sa +2 +22), 2 (a — 2), folglich y= 


V (: az — 2a). Auch ift 4xöx = 2202 +, 
(a + 2z) ©z 

4 V (gaz+% zz) 
EU 3 hg 
yox— : (at 22) 92,V — 

(a 4 22) (a —z) ©, _ (aa+ 42 — 222) 0 

eu — — — —. 
4V (aa — zz) 4 V (aa — zz) 


adz, und daraus x — alſo 





Daraus ift yox == Const + - aa Ang ‚sin - 
1 | a 
— - aV(a — zz) > - zV(a—zz) — 
4 4 ! 
I . 2 
— aa Ang .sın — JF 
Die Area fange mit x — o, oder mit 270 
an, fo ift Const — z a®, und _ 
| I I, Be 
fy®x * aa — (a — 2) V (aa — 22), ein 
algebraiſches Integral. J 
EN I 
Da zz + az = 2x? iff, fo 2.27 a 
+V (x aa ) wo das obere Vorzeichen zu 
nehmen iſt, damit zo fen, wenn x—=o iff, mie ben 
der Beſtimmung der Conftante angenommen iſt. Das 


integral durch x ſelbſt ausgedruͤckt, wird ſehr zuſam⸗ 
mengeſetzt, durch x und y aber noch einfach genug. 
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| V — 
s iſt naͤmli VER 

— *55 4... ßx+y)" 

109. ine Curve habe die Gleichung, x3 + ys 
— axy, Sice iſt diejenige, welche von ven Altern 
Analyſten den Damen Folium, foliata curva, ers 
balten bat, ſ. Folinm. In dieſer Gleichung find x 
und y auf einerley Art vorhanden, daher fie in Abſicht 
der Aren ihrer Evordinaten denfelben Zug hat, und von 
einer geraden Linie, weiche den Drdinatenminfel, bier eis 
nen rechten, halbirt, in zwey gleiche und ahnlıche Theile 
jerichniften wird. Sie ijt in Figur 15. abgebildet, 
Für x find entweder drey mögliche Drdinaten (zwey 
derfelben an der Dvale) oder nur eine, jenfeits der beis 
den berührenden Ordinaten an der Ovale vorhanden, 
Unendlich große Coordinaten erhalten das Verhaͤltniß 
der Gleichheit, daher die Afnmptote TS die Mren der - 
x und y unter einem halben rechten Winkel fchneider, 
Die gerade BAB, welche den Drdinatenwinfel XAY 
balbire, cheile die Curve in zwey gleiche und ähnliche 
Hälften, 


110. In dem Anfangspuncte A find beide Eos 
odinaten — 0, und ihr Gränzverhältniß ift theils in 
der Gleichung, ax — yy, theils in ber, ay— xx, ent⸗ 
halten. Diefes erhellt fogleih, wenn man der Gleis 


3 ax 3 
dung die Form e ++ı = * oder bie + ı 


- I giebt, Die Graͤnzgleichung, ax=yy, gehört für eine 
xx 


Parabel, deren Are in die Are der x fällt, die Graͤnz⸗ 
gleichung, ay—xx, füreine Parabel, deren Are m die der y 
fälle. An der Dvale find nun zwey Kortfchreitungen der Or— 
dinaten, welche fich in der ‚berührenden DE begegnen, 
In dem DVerührungspuncte E hat die Gleichung, 
y— axy + x’ o, zwey gleiche Wurzeln y. Ders 
gleiche man fie mit der cubifchen Gleihung, die zwey 
gleihe Wurzeln p, p neben ber dritten q Kat, dieſer 
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naͤmlich, ys — (2P4 4) y’ + (pp+ 2pq)y — 
ppg=o, ( Sleihung, 182), fo it 2p+qg = 0, 
pp+2rg =—ax; pg=—x. Wegen q — 
— 2p it ax 3pp. und xs — 2p?, woraus x’ — 


— a ift, das ift, in dem Beräßrungspuncreift a ax—3yY, 
I 
und zugleich x3 — 2y?, daher auch x? = 7 ay iſt. 


Bon Xx — o bi zu x — * giebt es neben den poſi⸗ 


tiven Drdinaten noch negative Ordinaren an den Zweig 
AS; jenſeits der berührenden Ordinate DE nur bie 
an den Zweig AS allein. Zu negarıven x hat die Gleis 
chung für y nur eine mögliche Wurzel, (Gleichung, 
69). | 


111. Die Duadratur diefer Eurbe zu finden, fes 
ge man ax® — u’y, fo ift, wenn der Werth von y 
daraus in Die Gleichung der Eurve gefest wird, x? — 


(a se an und 3 x?Ox = Bei a Are uU, 
ad a 





| Ne 
alfo yöx = I . 





7 Su, und [yox = 
a’u? — zu? 2  ax?® | I- x 
— — ift /yox = - ME 
6a* | 3 y 2  y°* 


+ Const, Diefer Slächenraum ift entweder der APM, 
ober der APN, oder der APL, nachdem man zu Der 
Abſciſſe AP eine der drey zugehörigen Drdinaten RM, 
PN ver PL nimmt. Die Conftante hängt von dem 
OBerhältniffe der verfhmindenden x und yin A ab, 
wo die Area anfangen foll. An dem Bogen MAL ilt 
die Graͤnzgleichung, ax — yy, daher verſchwindet die 
Area. wenn x = o ill. An den Zweige NAT aber ift 
bie Graͤnzgleichung ay xx, und iſt der Werth der 
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| 
Area in — =— aa — aa + Const — 0, alſo 


Const = — z aas Fuͤr den Zweig EMAS ge 


* 2. ax? 4 
hört nun die ——— Area, — a > 
3 y 2  y* 
2, ax! 
und für den Zweig EAT bie — — 
I x I | 
u — — AR, 
2 y* 


112. Das Segment über der Chorde AM iſt 


A 
2 7. das Gegmene über der Chorde AN if = 


6x 

Denn es ift das Dreyeck AMP — 3 xy. Dies 
fö von ber Area APM meggenommen bleibt übrig das 
Segment AMA — = (4axy — 3x3 — 3y59) _ 
ax! ’ 
—, Das Segment über AL ift auch — wo 
6y | 6y 
aber y einen andern Werth hat, als die Ordinaten in 


Das Segment über AN ift dad Dreyeck APN 
bermindere um die Area APN. Es ift alſo — — 


Gy — 4axy 4 3x party) = = (ay - x®) 


a ay⸗ | 
zZ — — 1) — —. t de 
6 (axy x) a, Hieraus erhell 


18 Quadratur. 


ches merkwuͤrdig genug iſt. Die Curve verdiente wohl 
eine nähere Betrachtung. 


116, Joh. Bernoulli handele von biefer Curbe 
in den Lectt, Hospit. IV. Er hat die Conſtanten 
fuͤr die Areas APN, APM nicht beygefuͤgt, verbeſſert 
aber dieſe Weglaſſung auf andere Art. Seine Rech— 
‚nung ift hier theils fürser und bequemer gefaßt, theils 
‚auch ermweitert. m 


117. Die Gleichung für bie Lo giſt ic a oder Lo⸗ 
garithmiſche Linie iſt y — e*a. In dem Artikel von 
derfelben ift die Differentialgleichung für fie gegeben. 
Die gegenwärtige endliche Gleichung zeigt an, daß 
‚die numerifchen Werthe ber Irdinaten y in geomefrir 
fcher Progreffion fort gehen, wenn bie Abſciſſen in 
arithmetifcher find. Für die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 
„ etc., von x hat y die Werthe a, ea, e*a, e’a, 
oy 


| Ä aloge 
(Differentiatgleichung, 52.), alſo die Area eines Abs 


esa, eic, Es iſt ydx — ae*ox, und exrox — 





ſchnittes Der logarithmifchen Linie, fy%x = + 
Const, wo die natürlichen Logarithmen zu verſtehen 
ſind, e aber nicht die Baſis derſelben zu ſeyn braucht, 
fondern irgend eine Zahl ſeyn mag. Die Conſtante 

ängt von dem Werthe derjenigen Drdinate ab , bey 
welcher der Abſchnitt anfängt. 


118. Die Slächenräume beziehen ſich hier auf 

dad Quadrat einer Linie, die als Einheit für a, x, y, 
angenommen wird, indem € eine bloße Zahl ift und 
hleibt. Die logarithmiſche Area enthaͤlt dieſes Qua— 
drat ſo oft als die Zahlgroͤße * + Const, bie 
Einpeit enthält, Um dieſe Area dur) bie zugehörigen 
Li⸗ 
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!inien ſchlechthin auszudrucken, fege man zu dem 
Quadrate der Einheit, welche am einfachften a ſelbſt 


il, den gefundenen numeriſchen Werth der Area als 


Factor. Dann bezeichnet ay die Ordinate unmictelbar, 
und aay das Rechteck von Diefer Ordinate und a, fo 
wie Const . aa ein gegebenes Rechteck. Die logas 


rithmiſche Area iſt nun — * r Const, Fänge 


loge 





fe für x=o, ober y=aaon, fo iſt fie =. 


dingt fie für y= ban, fo iſt fie — by 


log e 


2* 
119. Da = die Gubtangente der Curve iſt, 


ſo iſt dieſe — ‚, und die Araa iſt gleich dem 
loge | 


Nehret von dem Unterſchiede der Ordinaten und ber 
Eubtangente, | | 





120. Die Brennlinie des Kreifes für 
paralkle Strahlen fey das leste Benfpiel einer Quas 
ratur, Es iſt dazu Fig- 62. Tab, IV. zum eriten 
Heile noͤthig. Die zurüchverfende Sinie iſt der Kreis⸗ 
adrant DIMIB, auf welchen bie Ötrablen, wie PM, 
paralel mit AD auffallen; die Brennlinie ift FSB. 


Fe 


De Mirtelpunct des Kreifes ift A, der Halbmeſſer 


=a; die Coordinaten an den Kreis find AP—x; 
PM —=y; und bie Öleichung ift, aa = xx * yy. 
Die Eoorbinaten an die Brennlinie find AT — 
x3 


Szu GEs if = Zu = IWW 


.. 
— 


a? 2aa 


a — 2xx 


— —Y (aa xx), 


I 





a 
Catacauſtica, 10.), oder u — 


132°. Duabratur, 


' HB =— DB, dad Segment BkK dem der Chor 
2MP zugehörigen Fleineren Abfchnitte des Kreif 
DAB aͤhnlich, folglich das Segment BkR = e di 


ſes Abſchnittes oder * des Gegments PMB. Daeh 


das Trilineum BEMB — 2 Gegm. BkK, und 
ganze Naum BFAB = 2 Syalbkreifen BRH - 
Kreisflähe BKHB, wie in dem Art, Brennlinie, | 
angeführt il. - a: 


| 121. Die Quabratur der Eyfloibe und e” 
= cenfloide, wie auch einiger cnfloidifchen Abſchnitte, 
fhon bey der Linterfuchung Diefer Linien mirgenommt 
Die Brennlinie des Rreifes für parallele Strahlen | 
eine Cpienfloide, für welche der bewegte Kreis d 
Halbmeſſer des ruhenden zum Durchmeffer har. H 
find die Ordinaten parallel. Bey ber allgemeinen 2 
trachtung find fie aus einem Puncte gezogen. 


Die Diradratur der Ginuslinie und andere 94 
metrifchen abbildenden Linien ift in dem Artikel, in 
abbildende, gezeigt. — Die Quadratur ber Spin 
wird in dem Artikel, Spirale, vorfommen. 


: Annaͤherungs-Methoden. 
| 122. Wenn bie Orbinate y fich nicht durch 
ne Sunerion von x ausdruͤcken läßt, oder X und 
nicht durch y und Sy; auch wenn Jyax. nicht in 
grabel, und wenn die Curve nur eine empirifhe iſt, 
welcher die Ordinaten zu den Abſciſſen durch Beoba 
tung beſtimmt worden find, fo muß man Die Area 
Trapezia mit einer krummen Seitenlinie zerlegen, U 
diefe Theile mit dem erforderlichen Grade der Genau 
keit zu berechnen fuchen, 


Quadratur. 1418383 


123. Es iſt CMNS (Fig, 16.) eine ſolche Cur⸗ 
be, ihre Abſciſſenlinie AX, die Anfangsordinate BC, 
ein paar andere PM, QN, Die Abfcajjenlinie werde 
in mehrere gleiche (oder auch in ungleiche) Stücke gerheilt, 
vergleichen PQ eines iſt. Durch jeden Theilungepunet 
siehe man die (fenfrechten) Ordinaten, wie BC, PM, 
ON, Die fo entſtehenden vierfeitigen Näume, wie 
PMNQ, find nun aus. den gegebenen Orbinaten und 
ihren Abftänden zu berechnen, 


124. Man betrachte jeden Bogen der Curve, 
vie MN, als zu einer Parabel gehörig, deren Are in 
de Abfeiffenkinie der Curve liege. Durch die Heiden 
Puncte M, N find der Parameter verfelben uno der 
Scheitel beftimme. Es darf hier aber, wegen ber 
Derinderlichfeit der Parabel, weder ihr Parameter noch 
eine-Abfeiffe in Mechnung kommen, Die Abfeiffe bes 
ist fich hier auf einen firen Punct A, an den Paras 
bein würde fie für jeden Punce ſich auf den weränders 
gen Scheitelpunct beziehen, 


125, Es fy AMN (Fig. 11.) eine Parabel, 
ufderen Are AX zwey Aoſciſſen AP, AQ genoms 
um nd, wozu die Ordinaten PM, ON gehören. 
Qu-fe AP = x; PQ = Ax; PM = y; 


N=y-+ Ay, Es ift Area. APM = — xy; 
Area AQN = — (x + Ax) (y + Ay), und bas 


hmmlinichte Viereck PMNQ — = yAx + xAy 


TAX. Ay). Hier muß x weggefchafft werden. 
126. Es ift x: x + Ax = yrily+Ay), 
und daraus x: Ax = y*:(2y * Ay) Ay, alſo 


ıdy = rg . Diefer Ausdruck werbe in eine 
ay + Ay | 
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Reihe verwandelt, ſo iſt 

| 1 N .ı  Ay° N 

— (= —— A _— , — — etc. Ax. 
2 2 d — 8 —J | 

Folglich iſt das krummlinichte Viereck 


Ay’.A 
PMNO =yAx + = Aydx + — — 


| + etc, 
Hier ift das erfte Stück tas Rechteck PMRQ, va 
zwente das Dreveck. MINR, das dritte mit dem übrigen 
das Gegment MN, | 


Nach diefer Formel berechne man jedes ber ge: 
mifchelinichten Trapezien an der vorgegebenen Eurve. 
Es ift dazu nicht nörhig, eine Gleichung für die derſel⸗ 
ben ſich naͤhernde parabolifche Linie zu fuchen, 


127. Erempel. Es fen CMS ein Kreisbogen, 
in welbem PM der Sinus von 45°, QN der Sinus 
von 55° für den Sinuslotus oder Radius — 1 iſt. 
Der Kreis wird hier mir einem beträchtlichen Abſtande 
der Ordinaten genommen, um von der Genauigkeit der 
Methode ſicherer urtheilen zu koͤnnen. l 


PM = opopoy "a7 = ale 
QN: = 0,819152 9 - 
Ay = 0,112045 Ly = 9849485 
Ay = 0,056023 1. 12. 1,079187 
A ‚ax — 0,133530 1.Ay’:ı2y = 7,1708: 
R y i I 2y — — 1. Factors — 9,88 3440 
actor zu —— * 
Ax ʒ — 0,764609 1, Ax = 91125579 
9,009019 


Area PMNO = 0,1021... 
Das Segment der Kreisfläche zwifchen den beiden Ci 


nus iſt = sector 10° + — sin 45° .„ col 45° — 


Quadratur. 135 
1 | u ı 
in. 55° col 55° = sector 10° + ey — 


I 


- sin 70°, 
4 
sector 10° = 0,087266 
E.:; 
2 — 0,25 
1 
=, sın 70° — — 0,234923- 


Gegment — 0,102343 


Ay?’.Ax 
12y 


macht etwas Mühe; doch wird fie oft: weggelajfen 
werden fönnen, da — 


12y | 
fin ſeyn wird. Man kann biefes immer fehr Teiche 
beurtbeiien. Bey diefer Rechnung ift man an Feine 
— der Abſtaͤnde zwiſchen den Ordinaten ges 


128. Die Berechnung der Ergaͤnzung 





meiſtens verhaͤlimißmaͤßig ſehr 


- 


129. Da man einen nicht großen Bogen einer 
Cure als eine parabolifche Pinie betrachten fann, von 
vefom y—= A -+ Bx + Cx + Dxi, + etr, 
md dieje fich Teiche quadriren läßt, fo führe diefes auf 
ne allgemeine Methode der Duadrirung. ©iebt man 


{ bx x-ı) 
der Gleichung die Som, y=zA-+tax-+ en 


— (x — 2) 
1.2.3 


 etc,, die Anfangsglieder ber Differenzreihen. ſ. 
Einfipalten, 6. — 


130. Newton bat dieſe Merhode vorgeſchlagen, 


+ eic,, ſo ſind a, b, 





136. Duadratur, 


in der Methodo differentiali, Prop. VI. giebt aber 
nur eine einzelne Formel, ohne die Nechnungsart zur 
entwickeln. Es fenn vier Ordinaten in gleichen Abſtaͤn⸗ 
den gegeben; die Summe der erfien und vierten fey As 
der zweyten und dritten B, der Abftand der beiden 
äußern R, fo ift die Arena zwifchen den beiden äußern 


* — (A + 3B), R. 


131. Cotes wurde durch bie Zierlichkeit Des 
von Newton aufgeſtellten Reſultats veranlaßt, daſſelbe 
weiter auszudehnen und Formeln für die Area aus 
drey, vier, und fo fort bis eilf-von einander gleich weit 
abſtehenden Orbinaten zu berechnen. Diefe giebt er 
am Ende der Abhandlung de methodo differentiali, 
aber auch ohne das Verfahren anzuzeigen. wodurch 
er fie aefünden hat. Er bezeichnet, wie Newton, die 
Summe der erften und legten Ordinate durch A, ver 
zweyten und vorlegten durch B, der briften ven 
den beiden dußerften abgezählt durch C, und fo fort; 
duch den legten Buchſtab jeder Formel aber die mits 
telfte afler Ordinaten, wenn die Anzahl derfelben unge: 
ade ift, die Summe der beiden mittleren hingegen, 
wenn bie Anzahl gerade if. Der Abſtand der beiden 
äußerften D:dinaten ober die Baſis des zu quadrirens 
den Klächenraums nenne er mit Newton R. Für die 
vorgeſetzte Zahl der Ordinaten ift nun die Area 


3 (A + 4B) R | i 


I 
B 6 — 
4 — (A + 3B) R 


90 


I . 
6 = (19A + 15B + 500) R 


(7A + 32B 42120) R 


I 


Quadratur, 137 
7 F (44A + 216B + 27C + 272D) R 


1 | 
8 I — (TıA + 3577B + 1323C 








17280 
+ 2989D) R 
I . 
9 — (989A+ 5888 B—928C+ 10496 D 
1 
10 — (28574 + 1574:1B + 1080C 
+ 19344D + 5778E) R 
E | 
11] ——— (16067A + 106300B—48525C 
— 74 + 1063 48525 
E + 272400D — 260550E 


+ 427368F) R 

Wie die Formeln gefunden werden Fönnen, iſt 

in dem Artifel, Integralformel, 151. TH. III. ©, 883. 
gezeigt worden, mo auch die Formeln bis zu dem Kalle 
von fieben Ordinaten mitgerheile find, nur muß man 
um die bier gegebenen Formeln zu erhalten, die dorti⸗ 
gen Bezeichnungen in die bier angenommenen übers 
gen. Go if z. B. in die Formel für die Area 
aus fieben Ordinaten tat A + G, B+F,C+E, 
beziehungsweiſe blos A, B, C, und ſtatt des Factors 


6 
San! weil der Abſtand der beiden äußeriten Ordinaten 


tt = 6, bir = Rift, — 
r bier ift, — R zu ſetzen 


132. Gtirling bar in feiner Schrift Metho- 
dus differentialis p. 146. von Cotefens Kormeln 
bloß die, durch welche die Area aus einer ungeraden 
Anzahl von Orvinaten beftimmt wird, doch nur bis zu 
dm Falle von neun Orbinaten, und gleichfalls ohne 


138 Quadratur. 


Beweis, wiedergegeben. Er ſetzt dazu noch eine Cor⸗ 
rectionstafel, in welcher Pdie Summe zweyer Drdinas 
ten iſt, welche in dem gemeinſchaftlichen Abſtande ver 
Übrigen Ordinaten, die eine vor der erften, die andere 
nad) der legten, jenen beygefügt find. 

31—- (P— 4A + 6B)R 

180 j 

_(P—-6A + 1ı5B— 20C) R 
,_— m j ad 0 
470 | 


7 * (P— 8A + 28B — 56C + 7cD)R 
9 


Sr 





— (P— ı0A +45B— 120C 4 2ı0D. Ei 
| 0 252E) R' 


Die Correction der Area findet fih in dem Galle x 
dreyer Ordinaten fo. Es iſt bey hinlaͤnglicher Entwie 
ckelung für x — 2 (Integralformel, 151) | X 


——— (64 4 6a 4 Ne d + * 
X 
Die aus drey Ordinaten beſtimmte Aten (6A+6a +b)\.; 


ift folglich ohngefaͤhr um = d zu — Setzt man 


zu den Gliedern A, B,C, noch die beiden ’A, PA 
jenes vor A, diefes nah C, in dem Abflande — Iy'n 
fo iſt (Arichm. Meihen höherer Ordn. 2) | Aa 

Im HB— Ar“ A 
alfo | \ 


amt U Er 
* (A-+C 4A 0 4 6B). N 


— Stirlings Vezeichnungsart iſt P ſtatt 
A 4 C und A ſtatt A + C zu ſetzen. überdies 


Quadratur. 139: 
if der Abſtand der Ordinaten A und C, telcher bey 
der Formel — 2 iſt, nach Stirling R, ‚alfo m =. 


I I | I 
—R, ird — d — — — \ 
= R, Dadurch wird = — P—-4A44 


B) R. Die uͤbrigen Correctionsformeln werden auf 
ünlihe Are gefunden. Die Brüche in der Tafel = ; 
| ° 


1 

= u. ſ. w. find nur genägerte, Der Bruch Pr 
2" I 

E ſteht ſtat — = —_, Die Correctionen, 

ro 945 am. 

kb find fubrractiv, alfo additiv, wenn fie verneint wers 
den. Man berechner und gebraucht von ihnen nur die 
fe Decimalziffer, und ift alsdann fiber, die Area. 
"4 zu der Decimalftelle, auf welche jene Zuffer der 
lonection trifft, richtig zu erhalten. 


Berechnet man noch den Fehler der Formel fuͤr 
Wraaus vierOrdinaren, fo finder ſich, daß die Formel ohn⸗ 


Hr 5 d zu viel giebt. Die Fehler der Formeln 


irdie Area aus drey und aus bier Ordinaten fallen 
id in dieſelbe Drdnung der Differenzen. Um das 
Lehältniß der Fehler zu finden, drücke man zuerſt die 
hun al ein Rechteck, deſſen eine Seite die Baſis des 
lhenraumes ift, aus; jo if bey drey Ordinaten die 


A B- | 
Area (— — a.) R bey vier 
1") 180 
A+ 3B | | 
gt — — d..)R, Es iſt aber d das An⸗ 


hugsgtieh der vierten Differenz-Meihe, alfo in (Differen« 
a: Rechn. 48.) A*. fx, wo fx die Ordinate der 


‘ 


140° Quadratur. 

zu quadrirenden Eurbe iſt. Nun iſt bey drey Ordina⸗ 
1 ı 

ten das dortige u=—hH, bey vier Ordinaten u = R, 


daher in jenem Falle das erfte Glied von A*. fx ober 


I ‘ X ne 
d = 246 (=R) „ in-biefem 246 (- R) . 


Folglich verhält ſich der Fehler der Area über derſelben 
Baſis bey drey Ordinaten zu dem bey vier Ordinaten 


1 ın? I in? 
wie — fl — vl — g:' Ifo der 
i — (=) * (>) 9 :2'4, alfo 


Rebler ben vier Ordinaten etwa halb fo aroß ale ber 
bey drey Ordinaten. ben fo finder ſich, daß der Fehr 
ler Ben fechs Ordinaten von derfelben Ordnung der Difr 
ferenzen und faum Halb fo groß ift, als der Fehler 
bey fünf Drdinaten. Der Grad von Genauigkeit, ben 


"man bey Anwendung einer geraden Zahl von Drdinas 


ten erlangt, ift alfo nur unbedeutenb oder fait gar nicht 
Hrößer, als der, den man erhält, wenn man die naͤchſt 
niedrige ungerade Anzahl von Drdinaten gebraucht. 
Das ift der Grund, warum Gtirling nur die Kormeln 
für eine ungerade Anzahl Ordinaten angeführt hat, o 
er gleich folches felbft nicht fagt.. Ä 


133. Gtirling giebt noch eine Tafel für die Flaͤ— 
chenräume durch die Differenzen gleichweit von einans 
der abſtehender Drbinaten bey einer ungeraden Anzafl 
berfelben. Es fey A die mittete Ordinate, B ber 
zweyte Linterfchied der drey mittleren, C der vierte Un⸗ 
terfchied der fünf mittleren u. ſ. f.5 fo find die Flaͤ⸗ 
henräume nahe gleich dem Mechtecke aus der Grundli⸗ 
nie oder dem, zwifchen den Außerften Ordinaten enchals 
tenen heile der Abfciffenlinie in die folgenden Größen, 


- 
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1 
J———— 
sjA+F-B+.Lc 
3 90 
3 11 41 
— — U — 
a —— ER 
8 86 - 92 3 
77 15 505 
25 175 3445 
— B — 0 
1144 4 F + — 
404 5 94 
— F 
5 3503 


Die Formeln ſind im Grunde einerley mit den 
borigen, und werden leicht aus denſelben abgeleitet. 
Ihr Vorzug vor diefen beiteht darin, daß in ihnen 
die numerifchen Confficienten Fleiner find, als in jenen, 
Aus der Sonvergenz der Reihe A, B, C, D, ... bes 
uttheilt man Übrigens ben Grad der Genauigkeit, wels 
ber durch die angewandte Formel erreicht wird, 


134 Maclaurin giebt in dem Treatise of 
Fluxions art. 830. und 832 zwey Ausbrüce für die 
Arca syöx — A einer Eurve durd) die Summe gleich: 
weit von einander abſtehender Ordinaten. Es fey w 
der gemeinfchaftliche Abftand der Ordinaten, & die GSums 
me allet Ordinaten außer der legten, a der Überfhuß 
der legten Ordinate über die erfie, B, d, d, 9. 


öy dey  Oy 
dx’.0x3’ ax ’ 


bie Unterſchiede der Wercthe, welche 
d’y | 
de *. 


dinate haben, fo ift nach der erſten Formel 


. F beziehungsweiſe fuͤr die letzte und erſte Or⸗ 


444 Quadratur. 


. | v(o (OD) 4 4yD 
wo ber erfte Theil cd cd RA Cotefens 


Formel iſt. 


Fuͤr n = 3 ober bey vier Orbinaten wirb 
— 1—3 


8 
B R —— 33yCo 
BIT g — au) 
4 etc. 
Hier ift dererfte Theil 
Newtons Kormel, 


Berechnet man venfelben Slächenraum aus bren und 
aus vier Ordinaten, fo find die aͤußerſten Ordinaten dieſel⸗ 





ya ——— 
— — — — — — 
8 


| 9yC2) —20 
ben, folglih ——; bey drey Ordinaten 


bey vier; und es verhalten ſich die Fehler, um welche 
die Area zu groß gefunden wird, nahe wie 9 : 4, wel⸗ 
ches ſchon oben bemerkt iſt. | 


136. Fuͤr n = 4 ober bey fünf Ordinaten wird 
aus (134) | ner | 
390 + y@0) + EG Hyd HM 


Q | eo 
B RI (NW 0'y(o) 
— 1.416 I 75 ) 





€ RE Dy0  95yo) 
pr 1uu.6 256 x’ . =) 
_ etc. 

Berechnet man biefelbe Arca aus den Orbinaten yo, 

yo, y(), fo iſt nad) (135) 1 q 
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y6) 4 ya Ay). -, 
BR Zay0 | 2) 
ch a x" x’ 


Ru —— 














EC Rt Be) yo) 
12 ERBE 16. 7 5 ) etc. 
| a 2209) D3yv(o) 
— E46 — 
und wenn man BR 5 — ) eliminirt 


7060 ) 32— YO) -+ 12y@) N 








Q 
90 | 
C | Rs o5y(4) | 0°y(o) 
1.46 64 0x3 öx’ ) 


Das erfte in R hier muleiplieirte Glied ift Die 
Formel von Cotes. Man Fann auf diefe Ärt weiter 
geben, und noch mehrere der Eotefiichen Formeln ab: 
kiten, und zugleich beflimmen, um wie viel jede ohn⸗ 
gefähr fehle, 


137. Die zweyte der don Maclaurin gegebenen, 
dermeln finder ſich ſo. Es ſeyn zuerſt bloß drey Dr: 
dinaten y(c), ya, y(); ſo iſt nach der erſten For⸗ 
mi in (134) die Area 


Q= — YOR+Z ya + y@)R 
4 
A R® oy(2) oy(e) 


—— —— — — —— —————— — — 


1,2 2° oxX 8x 


B R+ ya) dayc(o 
1.2.3.4 24 ( X 0» 


9 2 
C R6 Ye). yo) 
4u..6 2° 0x? F 9x? ) TS | 

K | 


146 Quadratur. 
Aus ben beiden aͤußerſten Ordinaten aber iſt 
=— ya 40) R 
| day. 
one (9 =) 


— mn 5 — — — 











1.2 OxX ox/ 
Ay): yle) 
r j 4 — 
— = ox? ) 
ce 3) By) 
— ee a 2 
} EEE 6 “ öx? ox° ) F * 


folglich durch Elimination von yo + y?) 
| - 2) By) 
QO=yWR + — Re are 


1.2.2 ox Ox 
_@-Nd 7% —— 03 2) 
1.2.3.4,23 9x3 9x3 
‚. G!I-ne ne 85) 2556 


— — — wm etc. 


u — 
84.6.2? 0x? ox? 








Es fen jest die Baſis R ders zu quabrirenden- 

Ä zu in eine gerade Anzahl = 2n gleicher 
heile, deren jeder — w, getheilt, fo daß RZ 2nw. 
Die Ordinaten, welche dem Anfangspuncte, ben Theis 
Iungspuneten und dem Endpuncte der Baſis entfpre: 
chen, ſeyn nach der Reihe yo, yW, DI... y0. 
Man berechne nun die Slächenräume, welche über jes 
den: nten Theile der Baſis — 2w flehen, aus ‚den 
mittleren Drdinaten y(ı), ya), ylö)... y@u1) einzeln, 
fo giebt ihre: Summe den ganzen über der Baſis R 
ſtehenden Slächenraum, Nennt man ihn, wie vorber, 


-R | 
Q, fo wird nah Subſtitution von = flott w 


= y00 + v9) + vOhuhyamD 
nn 
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G@—r)% Rt /öyl) ME 
* —* 2.2, 167 =) 


(2°? — 1)B) * 93.0 By 
1.2.3.4. 23° ns Ox3 =) 
(20 — 1) C RI ,H5y(2o) = °) 
1,2..6.25' n° —— 


Dieſes iſt Maclaurins zwepter — 


wu 


+ ——— )—etcs 


Berechnet man die Area allein aus der mittelſten 
OAdinate y6), fo wird | | 


ya ry UN = * ‚Re (IT 2 


_ Wenn er — Zu 
1.2.3.4. 23 0x3 0x3 


Bde, al NEN t 
I....6.28 8x5 —— — etc, 
i N ?n 
und durch Elimination von un( 2 — — 
| Ox dx 
— 4Ty063 + — ⏑ 
nn—1 
(231) Rt Fr 8 


1.2.3,4.23'n® Ox? 0x3 


1.6.23 


+ etc, 


$ (23 — 1) C (n 2 + ı) A (I Fr) 
n+ | 


— — — — 
—X ox3 


138. Efyn- a, alfo fünf Ordinaten, ſo 


giebt die zweyte Formel 


(1) ) — 1 
Gm —— LS 


x 





» — 
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| 3 6 340) 
r KOBE 2. R* 0 — 2 . et, 
1.2.3.4. 32 dr — 


Wenn n — 3, oder die Zahl der Ordinaten ſieben 
iſt, ſo wird 


— — + yü In ey 
3416) 3 y( 
+ ER 2 * — 7 3)" — ete. 
1.2.3.4, 72 
Fuͤr n — 4 oder * neun — wird 
n a) + y3) + yo) + 0) — y 
— — 
B ‚ame 0°y(8) 
+ 


| —* 
ea N —— = 
C 17, 31 R® 


— — 
sea 8192 (u a) 
+ etc. 


Diefelbe Area aus den Ordinaten yo), y, ya), yO, 
y6 berechnet iſt 











u ER 








3 
4 B7R4 78y6 d3y(o) 
1..4 39 ox> Ox3 
Be WE A ey __8'y(o) 
Bar 





etc; 

512 ax 0x5 ) 1 

Hieraus wird, durch Elimination von 

——— 03y(o) 

a _ ——— — 
en 8 


EyDLHYDHYD HDMI yO) Hy R 


45: 
Pr — 31 RS sy 039) + 2. 
16 2048 Da 
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- Auf biefe Art kann man weiter gehen, und bey 
einer großern Anzahl Ordinaten immer mehrere von 
den Größen 


(2 (20) __ yo a Kin I 
) vu( 
X Ex? 


u. ſ. w. — 


139. Iſt die zu quadrirende Curve durchaus ge⸗ 
gen die Abſciſſenlinie hohl, fo iſt der in R mulkiplis 
arte Theil der erſten Sormel in (134), namlid) 


(: Kay) + yM + y@ Hrn )n. 


die Summe der eingefchriebenen Trapezien, deren jes 
des zwey nächte DOrdiyaten zur Grundlinie, und den 
Ziſchen ihnen enthaltenen Theil der Abfeiffenlinie zur 
Hoͤhe hat. Der erfte Theil ver erſten Formel in (137) 


R 
aber, oder (vi) + y) F . .4 y(2a-1)) ; im. m wo 


die yYct), y nicht mit den vorigen einerlen find, — 
unter eben dieſer Vorausſetzung die Summe der ums 
\öriehenen Trapezien aus, deren jedes eine der Drbinas 
ta yl), ya, yo)... y@n-1) zur mittleren Grunds 
Ime und den Theil der Grundlinie, welcher zwifchen 
der nächjt vorhergehenden und nachfolgenden Ordinate 
enthalten it, zur Höhe bat. Wenn die Curve gegen 
die Abſciſſenlinie durchweg erhaben ift, fo verhält ſich 
De Sache umgekehrt, Jene Ausdruͤcke geben alfo in 
Nefen beiden Fäden ein Paar Graͤnzen, zwifchen denen 
die wahre Area liege. Aber auch in den andern Faͤl⸗ 
ln, wo die obige VBorausfegung nicht ſtatt hat, fon: 
dern die Curve zum Theil hohl, zum Theil erhaben ges 
gen die Abfeiffenlinie ift, wird man durch jene Aus: 
drücke eın Paar Gränzen für die Area erhalten. wo⸗ 
fern nur der Zug der Eurve font nicht unterbrochen 








R — 
und * klein genug genommen wird, daß jedes nach⸗ 
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folgende Glied der Meihe 

‚AR? oyl») oy(o) 2 BR € | O’y(o) 2 
ı.2n? \\ öx ax J' 1.2.3.4 nt Ox? ox? ) 


u. f w. in Beziehung auf das nächft vorhergehende vers 
nachläffige werden fann, 








130. Berechnet man unter der Vorausſetzung 
von (137), daß die Bafis R in zrn gleiche Theile ges 
theilt fey, die einzelnen Flaͤchenraͤume, welche über jes 
dem nen Theile der Baſis jtehen, aus ‚den beiden den 
Enppuncten, und ber Mitte beffelben entiprechenden 
Drdinaren, und nimmt folche zufammen, fo wird, wenn 
man die Summe der aͤußerſten Ordinaten oder yle) 4 
ym)—A, die Summe aller den ungeraden Theilungs⸗ 
puncten der Baſis zugehörigen Orvinaten oder yl) + 
2 + yD) +....+yeD = B, und die Gum 
me aller den geraden Theilungspunceren entſprechenden 
ode yD + yM + YO +... + y92 = 06 
fest, Ä 
_A+aB+a2C. R 
Q F | 6 2 n 

B R+ oayCv) dꝛyſo) 


U — —— — 


1.2.3.4 4n* dx⸗ —E 
4 € ‚5R® CE d5y(o) 

In: 16m > — 3) 
— ele 











A+4B 4 20 R 
6 "nn" 


Die Formel Q = 
A+ıB+:2C R R 
— 0 — einer der gleichen 

3 en an 
Theile der Bafis oder der Abftand je zweyer naͤchſten 
Drdinaten it, ift von Thom. GSimpfon in feinen 
Mathematical Dissertations angegeb:n und empfoh— 
len worden. Lalande hat fich ihrer zur Beſtimmung 
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der beiden erften Coefficienten in ber Entwickelung von 
(h—cost)= für gewiffe Fälle bedient. Man fehe defs 
ſen Aftronomie, Th. III. Nr, 3660 ff. 


141. Die Formel für die Area aus drey Ordi⸗ 
naten, worauf die eben angeführte 

_A+4B+:2C KR 

ie 6 n 
beruht, laͤßt fich auch bequem durch die Geometrie fins 
im. Es fern PL, QM, RN (Fig. 17) drey gleiche 
weit von einander abſtehende Ordinaten einer Curve 
WU. Betrachtet man den Bogen LMN als zu eiz 
ner Apoloniſchen Parabel gehörig, fo muß, weil Diefe 
dur drey Puncte nicht beſtimmt wird, noch eine Be⸗ 
dingung hinzufommen. Dan füge alfo noch hinzu, daß 
M!der Scheitelpunct eines Durchmeſſers MO, durd) 
M fy. Da nun MQ die Chorde LN in q halbirt, 
jo halbirt fie auch jede andere der LN parallele Ehor« 
te (Parabel, 12) und die durh M ver LN parallele 
berührt die Parabel daſelbſt, indem bier die beiden 
Durchſchnittspuncte der Chorde mit der Curve in eis 
vn Punet fallen. (a. a. O. 13). Die verlängerten _ 
PLRN fchneiden die berührende in p, r, fo ift der 


2 
Mmrbolifche Abſchnitt LMNL = 5 LprN, oder 


doppelt fo groß als die Fläche pLMNrp (7r.). Wir 
baden num drey Flaͤchenraͤume, das Trapezium PLNR 
(= %) die parabolifche Area PLMNR (=D) und 
das Trapesium PprR (= ©), unter welchen der Line 
tefhin B — A — 2(E — DB) ill, daher 39 — 
e+% Es it X = (PL + RN) PRQ, f. Tra⸗ 
Mium, € = (Pp + Rr) PQ = 2Q0M . PQ, weil 
M das arirhmerifhe Mittel zwifchen Pp und Rr ift. 
Daher if die parabolifche Area 


B— — (PL + 4QM + RN).PQ 
wie oben gefunden worden. 
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Montuͤela führt (T. LIT. p.201) die geomerrifche 
Herleitung aus Simpſons vorkin genannter Schrift 
an, entwickelt aber nicht genugfam den Grund, worauf 
fie beuuht.,. Er fagt nur, die durch M mir LN parak 


lele ſe⸗ eine beruͤhrende, und daher LMNL = 
N 
LprN. 


142. Much Newtons Kormel für die Area ans 
vier Ordinaten gilt eigentlich von dem Tlächenranme 
einer apollomichen Parabel. Es fern PL, QM, NR, 
SO (Fig. ıg.) vier von einander gleichweit abricherte 
Ordinaten zu vier Puncten L, M, N, O einer fols 
den. Damit durch Die vier Puncte L, M, N, O 
nur eine Parabel gehe, müfjen die Linien MN und 
“ LO parallel ſevyn. Es fey dies der Fall, fo iſt die di⸗ 
hie VT, welche durch die Mieten p, q von MN um 
LO-gejogen it, den Ordinaten PL, QM, RN, 50 
parallel und em Durchmeſſer der Parabel, deffen Scheitel 
Viſt. Manfege PL=y',QM=y' , RN=y‘,$0=y", 
und VT, welche PS, in T balbire, = Y; feme 
POZAR=RS—= w; fo iſt 





54 1 

»=VT—-ıT=Y-! ne 

| M RN 

weil pT =. * —, 
| = 


und eben fo 


IE " 
ger-ItL, Nun ift 
Vp: vg — Mp? : Tg? = mg? : Lg‘ 
F =0QqrT:Pl'=ı:9 
. % 
yo y" 
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a HD -STH N. 
— 16 | 
Deunach die Arca PLVOS | 
Br (= + 05 + 4VT 
— — J 
114 — y⸗ 4X 
2 * - LIES, 
20) Er iu 


PT 


8 
30 9 * 


8 
vo RX 30 = PS if. 


Daß die Formeln fuͤr die Area aus drey und vier 
Ninaten, welche Cotes und Newton gegeben haben, 
cigentlich dei einer apolloniſchen Parabel Statt haben, 
sel auch daraus, daß, wenn diefe Formeln in allev 


_ d' 
Chärfe gelten follen, in (135) überhaupt 5 =gq 


kon auf, Dies giebt aber y = — a + Pßx+y, 


wltes bie Gleichung für eine Parabel ift, in welcher 

de x anf eimer, auf die Are der Parabel fenfrechs 

* nommen werden, bie y aber dieſer Are parallel 
- 


% 


143, Die Aufgabe der mechanifchen Duadratits 
A, wie man die bisher betrachtefen nennt, laͤßt ſich 
ibahaupt fo abfaſſen. Wenn y bie Ordinate x bie 

ae der zu quadrirenden Kurve bezeichnet , und 
=a Ex + ya HÖR + et... ufm 
N, fo ift /yöx, von x = o bis x — f genommen, 


SPP wi 
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— — 2 af er 


wa et = +++. die ber Abſeiſe 
f eorehene Ordinate einer Curve iff, für Iwelde 
ya +ZBe+ pe m — öxe + eis 


Es fommt nun darauf an, dieſe — aus einigen 
an der zu quadrirenden Curve innerhalb der Graͤnzen 
x — o und x —f in ſchicklichen Abſtaͤnden genome 
menen Ordinaten zuſammenzuſetzen, um zu der Berech⸗ 
nung der Area der Coefficienten «a, 6, y u. ſ. w. nicht 
zu beduͤrfen, als welche, wenn die Ordinaten durch die 
Abſciſſen nicht in der angenommenen Form gegeben 
find, zu finden beſchwerlich ſeyn kann. Sind nun y), 
ya, ya, y®,...yr, die Ordinaten an der zu quas 


Drivenden Curve, welche den Abfeiffen x = o, = f, 


— f, — roh m, n, pu.ſ.w. R ı ſind, 


beziehungsweiſe entſprechen, ſo laſſen ſich, weil die Ausdruͤcke 
für die Ordinaten an der Curve und ihrer Quadratrix bloß 
in den Zahlen, womit die einzeln Glieder multiplicirt 
werden, verſchieden find, immer Zahlevefficienten L, 
M, N, P, ... R finden, welche Ly(® 4 My{i) 
4 N7® + er. + N mie dem Ausdrude 


et — Bf +17 yP + 7 öf3 + etc., in mehr 


oder weniger bon J — der Reihe an genom⸗ 

menen Gliedern identiſch machen, wodurch alsdann, wo 
nicht ein genauer, doch, wofern nur y ſich mit feiner 

zu großen Abweichung auf die Form a + Bx + ya’ 
+ etc. bringen läßt, ein genäherter Werth der Area 
oder von [yox erhalten wird. 
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Nimmt man m, n,p... u ſ. w., willkuͤhrlich 
on, wie wenn man die Abftände der Ordinaten yi, 
yM u. ſ. w., alle unter fich gleich ſetzt, fo laſſen fich, 
wie die Theorie der Gleichungen lehrte, im Allgemeinen 
bie beiden Ausdruͤcke Ly/ + Myll) +... +Ry 


und a + — Bf + — yP + etc nur in fo viel 


Hliedern — te man Ordinaten y(e), y(1), 
us. VD genorımen har. Laͤßt man m, n,p, uf.me 
aber unbeſtimmt, fo Fann man außer jenen Glıedern 
noch ſo viele identifch machen, als unbeſtimmte m, n, 
Pre. , d. i., alg Drdinaten jwifchen yo) und ylr) 
eingefchalter find. Man erhält alfo ben derfelben Ans 
zahl von Drdinaten, als in dem erften Talle genommen 
find, eine größere Genauigkeit, welche noch vermehrt 
wird, wern man auch noch die Drdinaten in den Ende 
puncten der Baſis yl) und ylr) ausfchließt, da diefe 
ebenfalls fchon beftimmten Abfeiffen zugehören. 


144. Geſetzt alfo, man wählt m — 
der Area drey den Abſciſſen x — — f, nr  f 
enfprechende Drdinaten, y(1), y(2), yo), fo af Die Or⸗ 
dinate an ber Quadratrix duch My() 4Ny) 4 
70) ausgedrückt wird, fo iſt 


Ww=atr—ßl+ m etc, 
I 
yi2) —— — yf2 4 etc, 


Worth hrren 


und man erhält, wenn man den Ausdruck My) 4 
Nyl) + Py(3) entwickelt, und in den erften fechs Glie⸗ 


den mit ac + — BE + Fr yP 4 etc. vergleicht, 
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‚durch Gleichſetzung ber Coefficienten der gleichnamigen 
Potenzen von f, zur Beſtimmung von M, N, P, m, 
n, p, — ſechs Gleichungen 


M+N+PoH 
M N. P I 

m 217777 

M N pP I 

a 

M N pP 1 

| mtrutrn=T 
P 4 

M N pP 1 

5 7 

M N ‚P I 
mtrntn=, 


Eliminire man hier aus je zwey nächiten Gleichungen 
P, in den daraus bervorgehenden N, und endlich in 
den hieraus fich ergebenden M, fo wid, wenn man 


IL. 
EEE ER ERN 
und) —— = u fest, 
P 

1 at a 

4 3.02 

I Er I. 

ER ie - 1.0 

5 4 3 2 

1 — I I 

— — —s --t- - uz-o 

6 5 0 004 3 


aus welchen drey Gleichungen s = > t= n. 


1 
u — 20 gefunden wird, 


Quadratur. 457 


i ı : 
Henne man jede der Größen — ohne Lit 


lm 


terfchieb — fo wird (Gleichung, 54.) 


I 3 3 — 
— — — — — o 
28 3 7° 5Z 20 


er z3— 122? + 302 — 20 zo 


Diefe Gleihung hat, wie man bald durch Zerle⸗ 
sung des Testen Gliedes in Kactoren und Subſtitution 
tion derſelben in der Gleichung ſtatt z findet, eine ras 
tionale Wurzel, welche it, z — 2, Diebeiden andern 
find in diefer quadratifchen Gleihung 

2? — 102 + ıo = © 
enthalten. Sie giebt noch 





IE | 
— iR — = Sum - — on LES, 


Uft man die Werthe = = - ter Größe nah auf 
mnp 


einander folgen, fo daß = der Fleinfte, und n der ‘ 


Io 


größte derfelben ift, fo iſt — — Su, 





Man bemerke,"daß = + Lem — 
2 if; . bi Gl . x X i 
* = uf, wie auch e eihung =) — = + 


za Auflöfung zeigt. 


10 
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Der Werth von M findet ſich aus der Gleichung 
a Di 
EL = welche die erfte der vier durch die Elimination 


von P und N erhaltenen if. Es wird daraus M=- 
se fo wird aus der Gleichung . 

(4 )+nd-h)=1-} 
welche durch &liminaion von P aus den a er 
der obigen feche Gleichungen entfteht, und worin = _ 
._ — iſt, N — Dadurch wird end⸗ 
P2 P 9 
lich aus der Gleichung . NF I, P= 

RB — M. | | 
18 
Der Ausdruck fuͤr die Area wird nun 
(1) (3) (2) 
ar er ner f, wo die Orbinaten —* 


18 
yo, y() ben abſeiſen x 22 sv —f, XI - t, 
und x =: * £ entfprechen. 





Um die — dieſes Ausdrucds zu finden, 
entwickele man den ——— au f6 in My) +, 


Ny@) + PyO), meldger (, + - + =) y bie 


(M (= * + =) 4 ifte "Dies geſchieht 
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am fürzeften fo, 


& it M mr, 5a und 
I 1 1 
— 7 2 za folglich 
1 1 1 1 I N 
a rer une Bu: 
m pP m p 6 mn 
dad iſt en 
| I N 
Mi— — * — Heu — 
u 545 — > sn 
alio 
I I N I I N 
M [ — u |) m —— — — (— — ) 
(Gt 6 n?’ ıo\5 nm 
ıı N N 
73 n5 " 1on® 
und 


+ tm "_ (m) 


75 nm? ıon® 


Der gefuchte Coeffitient iſt alſo * 7, er ſollte 
ab —— 
er ſeyn 1, iſt folglich um — zu klein, und 


der Fehler der Area naͤchſtens m vfꝰ, um welches 


fie nad) der Formel zu klein gefunden wird. Die Feh⸗ 
ler der Coteſiſchen Formeln fuͤr die Area aus fuͤnf 


und aus ſechs Ordinaten ſind nahe a und 


1c0 Quaͤdratur. 


— yF7, um welche die Area zu groß gefunden 

52500 

wird. Der Fehler unſerer Formel fällt zwiſchen beide: 
Nimmt man /ydx, anſtatt es von x = o bis 

x —f zu nehmen, von x — a bis x — b, wo b — 


a + f, fo gehören yD, y, y zu x a 4 


a4 * at a f, alles andere bleibt wie vorhin, und 


es iſt der Werth des integrals 
De —— 


— — —— etc, 
2800 x? 0x9 Eu 

wo yd und yld die Ordinaten fr x om x—f 

oder für X a und x = b find, 





18 
en By Bsyle 
1.2.6 - ( 


. 145. Da der Sebler der borigen Formel additiv 
iſt, fo.füge ich bier nody eine ben, in welcher berfelbe 
fubtraetiv iſt. Man fchalte zwifchen den beiden Drbis 
naten y(0) y(4) in den Endpuncten der Baſis f jmey 
andere ’y und y’, welche den Abfeifen x =a + 


I | — —— | 
tv mar — -OTYym 


fprechen, ein, fo ift die Area über ver Baſis 
— 2 4 00* 5 + y) £ 





i2 | 
fe I o5ylÜ) 93.y(o 
2100 1-2,.46 aa 


146%. Die bee, die Ordinaten in ungleiche 

Abſtaͤnden und zwar fo zu nehmen, daß dadurch bey ei 

ner gegebenen Anzahl von Ordinaten ver möglich groͤß 
| Grad 
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Grad der Genauigkeit erreiche wird, rührt von Gauß 
ber, wiemohl doch auch fhon Newton in der Me- 
thod, Flux. et Serier. infin. da, wo er von den 
mechaniſchen Quadraturen handelt, eine Ähnliche aͤußert. 
Gauß hat die Normeln für die Area bis zu dem Kalle 
bon fieben zwifchen den Endpuneten der Baſis ges 
nommenen Ordinaten entwickelt, umd alle zu der Per 
rechnung der Area nörhigen numerifhen Beftimmungen 
in großer Schärfe mitgetheilt in der Meihodus noua 
integralium valores per approximationem inueni- - 
endi, Göttingae, 1815. 


146°. Man Fan fi der mechanifchen Duas 
drafuren auch zu Integrationen bedienen, wenn Fein 
andered bequemes Mittel ſich finde. Denn die Diffes 
rentialformel Xdx ftelle das Differential einer Släche 
vor, woran x die Abfeiffe und X, eine Function von 
x, die Ordinate ift. 


Erempel. 
Den Werth der Integrals [op Y sind von O — 0° 


bis 0 900 oder an zu geben. Man theile den 


Affand von 90° in 3 gleiche Intervalle, fo erhält man _ 
in allen neun Drdinaten, welche find 
YO) o yNM—Yv sin 1 1915’—0,44169 
K9=V sin22°30/—0,61861 | yÜ—Y sin 33°45°—0,74537 
MY sin 45° == 0,84090| y(ö)—Y sin 56°15’—0,9 1 185 
YO—ysin 67°30’—0,g6 119] YTI—Y sin 78° 45’. 9yc35 
YÜ—Y sin 90°— 1,00000 

Berechnet man aus den, fünf Orbdinaten in den 
geraden Stellen y(o), y (M, ya», yo), y() nad der Eos 
tefiichen Sormel die Area, jo wird folhe = 1,18065 
nach der leßten Sormel in (138) aber finder fich dies 
kibe — 1,2032. Da die Fehler der beiden gebrauchz 
ten Formeln entgegengefest, von einerley Ordnung und 
nahe gleich groß find, fo kann man das a 
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Mittel zwiſchen den beiden gefundenen Worthen für 
die wahre Arca nehmen, welche folchergeftalt wird — 
1,1969. In den Actis Petropol, für 1780. Th IL 
©, 58. ift der Werth des Integrals — 1,1980 ge: 
funden, aus Gränzen, welche weiter aus einander lies 
gen, als die hiefigen, und viel mehr Rechnung erfors 
dern: 


147. Wenn in ” Formel [Xöx die Ordinate 
X innerhalb der. Orängen, zwifchen welchen das Inte— 
gral zu nehmen ift, unendlich groß wird, fo Fann man 
nicht das ganze integral nach der vorigen Methode 
finden, fondern muß folches — 


Z. B. Wenn — * — — von x S o, bi 
x ı verlangt würde, wo X — —— fuͤr 
9 N i I V (ı — fi 


x  ı ımendlich wird, fo fuche man zuerft ven Werth 
des Integrals von x — o bis x IL — w, wo w 
eine fehr Fleine Größe ift, nach der vorigen Methode. 
Dun fege man x = ı —z, fo iſt dem gefundenen- 


| 02 
Y — — — — — — 
Werthe noch der Werth von 
innerhalb der Graͤnzen z=o und zZ=w genomen, zuzuſe— 
gen. Da z eine fehr kleine Größe ıft, fo Fann man z3 und 
2* gegen z* und z vernacdhläfligen, wodurch die — 
Formel | 


⸗ V — =(v 5) — 
wird. Das Integral iſt nach ( Integtalformel, 55) 
(v: ;) Arc, sin, vers. 32; welches für'z — o 
verſchwindet. Daher iſt die Ergaͤnzung des Integrals 


OX 
I —— von x So bis x zı—w, wodurch 


V.(1—x*) 
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es bis x — erſtreckt wird, 
= (v 5) Arc, sin vers, 30. Man kann auch 


durh Umwandlung der geaebenen Differentialiormel 

in eine andere, indem man eine ſchickliche Gubfticution 

| Ox I — e’x? 

anmendet, Helfen, Wenn z. B./ ee 

mer <r iſt, vonx = o bis x — z gefunden 

werden. follte, wo für den legten Werth 
I — e’x? 





— V ae unendlich wird, ſo ſetze man 
22 J —282 (1 — zz) 
—— * — ſo wird dx — TG ze: und 
ay(t— e’x°) __ 262 YV((ı + 22)’ — ge’z*) 
Van — 


wo aledanıı Das Integral von 2= o bis z —1 
ju nehmen iſt. 


148. Lambert bat in feinen Beytraͤgen zum 
Ghrauche der Mathematik Th. IL. ©, 250 — 313 
eine Abhandlung über Duadratur und Neetification 
det krummen Linien geliefert, worin gleichfalls annaͤ— 
beende Kormeln für die Area einer Curve aus gleich? 
weit von einander abftehenden Drdinaten vorkommen. 
Da tambert aber nicht alle über den Endpuneten und 
dheilungspuncten der Baſis ſtehende Ordinaten in Be⸗ 
tracht gezogen hat, ſondern nur einige derſelben, fo 
fihen bey gleicher Anzahl der Theile in der Baſis ſei— 
ne Formeln den Eotefifhen an Genauigkeit nach). 


‚,149 In fegendre’s Exercices de Calcul 
mtegral Pat. ıgrr, handele der dritte Theil von den 
Madtaturen. Legendre leitet zuerſt die oben in (137) 
ggebene zweyte Formel von Maclaurin auf eine nette 
Kt ab, und füge dann mancherley Bemerkungen über 
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ihre Anwendbarkeit in den Faͤllen, wo einer der Diffe⸗ 
ey 585 J 

* Per den Gränzen bes 

Integrals fydx oder innerhalb derſelben unendlich wirb, 

ben. Er wendet alsdann eine ähnliche Merhode an, 

um die Coordinaten einer Eurve zu finden, . für welche 


rentialquotienten 


der Bogen s durch eine Function von 7 d. i. Der 


Tangente des Winkels, welchen die beruͤhrende in dem 
Endpuncte des Bogens mit der Abſciſſenlinie macht, 
gegeben iſt, und macht eine Anwendung davon auf das 
balıftifhe Problem zur Berechnung der Schußweite. 
Noch zeige Legendre eine fehr feine von faplace herrüßs 
rende Merhode den Werth von /ydx zu finden, wenn 
y an ben beiden Graͤnzen bes Integrals verſchwindet, 
innerhalb derfelben beftändig entweder pofitiv ober nes 
gatıd, und nur eines einzigen größten Werths fähig 
ift, und handelt endlich von verfchiedenen merfwürdigen 
beſtimmten Integralen, welche zur Theorie der fra 

fcendenten Größen gehören. 


150. Da e8 Schwierigfeiten haben Fann, in 
der Maclaurinifchen Formel in (134) die Werthe der 
dy &y Oy 
9. Ox® 9x3 
Anfang und das Ende des Integrals /ydx zu beftim: 
men, fo iſt eine Formel vorzuziehen, in welcher ſtatt der 
Differentiale die Differenzen der in Rechnung gezoge: 
nen Ordinaten vorfommen. Diefe theile ich hier noch 
aus taplaces Mecanique celeste Livre IX. art. 5. 
mit. Es iſt nämlıd) | 


Differentialquorienten u. f w. für den 


—Jyöx = yo + yd + yOt ter 
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N —— A. y(o) ; 
— (A. ya) — A, y(o)) 


I y i 
DE — — 2 n=- 2 fo 
er (A! ya) 4 A? y'o)) 


19 
720 
3 
160 





(43 ya) — A? yO)) 





(a4 ya) + At yo) 


u _803_ 5 u-5 5 x(o) 
Saga (A° y( ) AS y ) 
— etc, 5 

wo w der Abftand je zweyer nächiten Orbinaten iſt. 
Die Formel ruͤhrt eigentlich von Lagrange her, welcher 
Re zuerſt in der Abhandlung: Sur une nouvelle 
espece de calcul relatif ä la differentiation et A 
fintegration des g::antites variables, in den Mem, 
de Berlin für das Jahr 1772 bekannt gemacht hat. 
Wplace hat ihr eine juͤr die Berechnung bequemere 
Form gegeben, | 


Partiell quadrirbare Curven. 


151. Eine Aufgabe über die Duadratur Erums 
mer Linien, welche mit den Unterſuchungen in der uns 
beſtiinmten Analytik verwandt ift, entſteht, wenn die 
Formen quadrirbarer krummer finien gefucht werden. 
Da die Flähe einer Eurve it Z = fyox, ale 

| 87 
02 = yox und y— — fo nehme man für Z 
irgend eine algebraifche Function von x, differenriire 


02 


diefelbe, und mache den Differentialquotienten j, dur 


Drtinate, fo iſt die Curve quadrirbar. 


166. Quadratur, 


152. Die Trage kann auch dahin erweitert 
. werden, daß die Curven zu finden feyn, an welchen ein 
zelne Portionen ihrer Fläche algebraifh angegeben 
werden Fönnen , obgleich die tunbeilimmte Quadratur 
fransfcendene iſt. Johann Bernoulli und Hermann 
haben eine Auflöfung diefer Aufgabe gefunden, die in 
des eriteren Werfen, T. IL Nr. III befindlich if. 
Man nehme eine krumme Linie, die nicht quadrirbar 
it. ihre Gleichung ſey y — Px, wo © das June 
tionszeichen it. Die Curve gehe durch den Anfang 
der Soordinaten. Durch denfelben Anfangspunct wer: 
de eine gerade oder krumme Linie gezogen, ‚deren Glei— 
hung ſey t = Yx. Diefe beiden Eurven wollen wit 
durch die Wezeichnungen, A, B, unferfcheiden. Auf 
ber re der y für die Curve A frage man bie Ordi⸗ 
nate t als Abfciffe, und ziehe aus ihrem Endpuncte an 
die Curve A mit der Are der x cine parallele u, fo it 
Qu = t, Die beiden Slächenräume an der Curve A 
find [yox und fudt. Dat yx if, f iſt = 
Vx. ox, wo Y'x den Differentialfactor bezeichnet, 
Beide Klächenräume zufammen find: — fyox + 
fur'x.ox. Man conftruire eine drifte Curve C, de 
ren Ordinate zu der Abſeiſſe xfyz — y — uy“ 
fo ift ihr Slächenraum Z = [20x —/yOx + fuv'x.ox, 
fo groß als die beiden Klächenraume an der Kurve A: 
Kür die Abfeifjen x, die zu den Durchfchnitrspuncten 
der Eurven A und B gehören, ift die Summe der beiden 
Slächenräume — xy, eine algebraifche Größe, wenn 
y eine algebraifche Kunction von x ift. Die Curve 
G, deren Drodinaten find z—=y + uy'x, oder z = 
Ox + uyx, iſt alfo für diejenigen Abſciſſen, die au 
den Durchfchnittfpuneten der Curven A und B gebhoͤ— 
ren, quadrirbar. An diefen Puncten ift Ox — W. 
Denn da Qu = t, md t — vx ıfl, ſo it u = 
vx. Kür die Durchſchnittspuncte iſt u — x, alo 
dafelbt Px — vx. Diefe Gleichung beſtimmt die 
Werthe der Abſciſſen x zu den Durchſchnittspuncten. 
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Z. B. Man nehme ſtatt der Curve B eine ges 
rade Linie, welche mir der Axe der x einen halben rech— 
ten Winfel mache, fo ft t = x; 8 — 8x oder 
vx =ı, und z — 6x + u, auh Qu = x. An 
den Durchfchnittspuncten der Curve A mit der geraden 
in-xn 


Die Eurve B fey eine Parabel, fo fEt—=Yy ax, 


und dt — - 





| a = 
— 0x, alfo vV'’x = ——, und die 
2yax 2Vax 


Gleichung für die partiell quadricbare Curve ift z — 


*43 — Fuͤr die Größe u iſt die Gleichung 
fu= Yax. An den Durchfchnittspuncten der Pas 
bel mit der Curve A ift Px = Vax. 


Diefer Vortrag iſt zur Erläuterung des Auffaßes 
von Bernoulli dienlich, welcher derfeiben noch bedarf, 
beſonders weil die Figuren nicht gehörig gezeichnet find. 
Die Bezeichnungsart ift hier aus der neuen Analyſis 
gmemmen. 





153. Lacroix giebe in feinem Werfe über bie 
Liferential: und Integralrechnung, TH. IL. $. 535. 
eine bloß analntifche Auflöfung der Aufgabe von den 
partiell quadrirbaren Curven. Der Klächenraum einer 
blden fen Z = [Pax -+ fQOx, mo das [Pax alge: . 
braifch fen, das andere, [QOx aber transfcendent. 
Diefes Ietstere fen — fußx — frz, wo u und v 
ähnliche Functionen, jene von x, diefe von z find, das 
beißt, aus x und z nebſt den Conſtanten auf gleiche 
Art zufammen gefegt werden. Die veränderlihe z 
ſey eine folche Function von x, Daß fie = x werde, 
wenn x die Werthe a, b, c, u. f. f, bat. Dadurd) 
wird für diiſe Werthe v = u, und [ußx — [vOz. 
= 0, alſo [09x — o, und [yox = [Pox, eine alge: 
braiſche Größe, Um der Function v dieſe Befchaffen, 


# 
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beit zu geben, ſetze man Z=x-H(x—a) (x—b)(x—«) 
. etc, oder allgemeiner z = x + T (x-a);x-b)(x-c) 
etc, wo T eine Function von x ift, die feine 
einfache Factoren enthält , als welche alle in 
ben beygefuͤgten Producte enthalten feyn follen; 
auh muß T nicht. etwa unendlich groß werden, wenn 
das Product verſchwindet. Zugleich muß T fo beftimmt 
werden, daß /voz mir fußx zugleich anfange, damit 
‚Feine transfcendenite Conſtante fih in dem integral 
finde. . 


154. Exempel. Es ſey u = Vlarx —xx); 
vYl(azz— 2); z=xı+T(x— a) ſo 


iſt 
yox = /Pöx + fox V(ærx — xx) 
f — [dz V (2rz — zz), 


Die beiden transfcendenren Integrale bangen vom 
Kreife ab, und find — 0, wenn x — o, und zo 
find. "Darun muß z = o feyn, wenn x — o if, 
alſo muß T den Factor x enthalten. Milan fege 


x xx 2x0xX 
T=--—-.,‚ ſo wird z=-; zo —; 
a Ä a a 


’ 2Ar—XX)x® 
21z — 22 —_ en, und baber 
z aa 


2Xxx 
y=P+ Y(arx—xx)— —— (ar· xx), 


An jeder Curve, welche dieſe Gleichung, bey irgend ei⸗ 
ner Function P von x bat, iſt die Area von x =o 
bis x — a algebraifc quadrirbar. Die beiden trand 
feendenten Integrale find 

#0. . Vlerx—xx) ı 

zE Ang,sin A ar A (arx ⸗xx), 


und 
—r" Ang, sin ma (r- ) V (arz-z2), 
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aus Integralformel (58. 56.). In dem letztern ſetze 
XX 
man für z feinen Werth zo fo wird es 


I x 
— r®? Ano, sin — Y far xx 
2 = ar vi ) 


— V (zaar—xx), 


welches für x — a dem eriteren gleich wird. 


(ar—xx)x 


Das S =. dx V(2ar — xx) iſt (aus Integral⸗ 


formel, 69. 58. 49.) = 
_ | 


— — (ar — x?) V(2ar - xx) 4 r? Ang sin 2ar 


Der Winkel in diefer Form ift die Hälfte des Wine 
kelz in jener oder des Ang.sin V (2zar —xx). 





‘ x 


V 2ar 


xx 2ar — xx 


»(6 =V „ 
und 





Denn man fege Ang . sin =o fo if 





zar 


in 20 = 2sin 0. cos 0 = V (aar —xx), 
Veide Integralformeln ftimmen alfo überein, 


155. Bon Eulers Unterſuchungen betreffend 
die Curbe, welche innerhalb eines Quadranten ver 
Grundfläche einer Halbkugel zu befchreiben ift, damit 
dad Stück der KRugelfläche, deſſen orthographifche Pros 
jestion die Curve iſt, quadrirbar fen, ift in dem Arti— 
El, Florentinifhe Aufgabe, 20-, Nachricht gegeben. 

uf einem geraden Kegel ift es leicht, quadrirbare 


‚170. Quadratwurzel. 


Stuͤcke der Oberflaͤche an tzu geben. Man darf nur 
innerhalb der Grundflaͤche und in der Ebene derſelben 
irgend eine krumme Line, die ſich quadriren läßt, vers 
zeichnen, fo fchneiden die geraden Enlinder, deren Grund: 
flächen jene Eurven find, (das Wort Eplinder hier in 
weirerer Bedeutung, wie krumme Klächen, 20, genonts 
men) auf der Frummen eitenfläche des Kegels quas 
drirbare Stücke ab Der Grund ift, weil irgend ein 
Stück der krummen Geitenfläche eines geraden Kegels 
fich zu feiner Projeetion auf die Grundfläche verhält, 
wie die Beirenlinie des Kegels zum Halbmeyjer der Grund 
fläche deſſelben wie fich leicht durch die Elementargeometrie 
zeigen laͤßt. Dieſe Eigenſchaft kommt außer der Flaͤ⸗ 
che des geraden Kegels noch allen den krummen Flaͤchen 
zu, für welche bey rechtwinkligen Coordinaten x, y, 


| DZN 2 OZN? | 
z der Ausdruf ı + (&) + =) einer con⸗ 
© 


ftanten Größe gleich ift. Es ift namlich 
dxdy (6 4 (=) j + O3 ) das Ele⸗ 


ment irgend einer Frummen Fläche, und 2äxdy die Area 
der Projection deffelben auf die Ebene der x, y. Das 
ber jenes zu dieſem in einem beftändigen Verhaͤltniſſe, 


782X ? 8282 
wenn ı 5) + (2) ft 


Dusdratwurzel, f. Quadrat. 

Qua drilaterum, eine vierſeitige gerad⸗ 
linige Figur. 

Quadrillion, eine Zahl, beſtehend aus 
einer Million ZTrillionen, oder 10%, | 


Quadrinomium, eine vierfheilige Groͤ 
f,wea+b+c+ d, over a+ be + ' 
pi ER 


Ko 


Quadriren. | 171. 


Quad riren, f. Quadratur. 


Quadrisectio, Theilung einer Größe, 
eines Winfels in vier Theile. | 


Quantitas, ſ. Groͤße. 


Quera re, latus transversum, iſt die Haupt 
are in der Ellipſe und Hyperbel. 
Querfinus, f. Sinus versus, 


Quindecagonum,' eine geradlinige 
Figur von funfzehn Seiten, insbefondere eine ordents 
liche. 


Quinquangulum, eine aeradlinige Fi— 
gur mit fünf Winfeln, das iff, eine fünffeirige, 


Quinquillion, eine Zahl, beftehend aus 
eine Million von Quadrillionen, d, i. 103°, 


Quotient, if diejenige Zahl, welche ans 
zeigt, wie vielmahl eine Zahl im einer anderen enthals 
ten it. Ein Quotient verhält fih zu der Einheit, wie 
der .Dividendus zu dem Diviior; f. Divifion und 

bh. — In allgemeinen Ausdruͤcken eines Quotien: 
ten oder Bruches wird manchmahl ben gewilfen Wer— 
fen der darin enthaltenen veränderlichen Größen Diz 
didendus und Divifor, oder Zähler und Nenner zugleich 
Null, Wie der Werth des QDuorienten in diefem 
Falle gefunden werde, zeigt der Artikel, Function, 50, 


R. 


Rad, ariſtote liſches, iſt'die Benennung 
einer Aufgabe oder Schwierigkeit, die waͤlzende Bewe⸗— 
gung eines Kreiſes auf einer geraden Linie betreffend, 
ſo genannt, weil Ariſtoteles zuerſt ſie vorgetragen hat. 
Es iſt die, welche in dem Artikel, Cykloide Th. I, 
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©. 600., angeführe it. Dafelbft ift bemerkt, daß 
das Wälzen eines Kreifes (oder auch jeder andern 
frummen Linie,) auf einer geraden Linie noch nichr Die 
Gleichheit zwiſchen dem &tücfe jener und dem Kreise 
Bogen, deffen Endpuncte bey dem Wälzen in die Find» 
puncte dieſes Stücks fallen, jur Kolge hat. Hier folgt 
die Erörterung des Falles da zwey concentrifche Kreife 
gleiche Winfelbemegung haben, : indem ihr Mittelpunct 
auf einer geraden Linie fi bewegt. 


Es ift (Fig. 19.) C der gemeinfchaftliche. Mittels 
puuct zweyer Kreife, an melden in A und B die bes 
rührenden AD und BE fich parallel find, indem- A und 
B mit C in gerader Linie liegen. Der Mittelpuncr C 
bewege fih nad CF parallel mit AD, und mit demiels 
ben alfo die Ebene beider Kreife, indem zugleich Diefe 
Ebene ſich um C dreht, von M nah A fo wie von N 
nah B. Gin Punet M des von CA befchriebenen 
Kreiſes hat nun zwey Bewegungen, eine parallel mit 
CF nady Mm, die andere parallel mit CA nah Mp. 
Durch beide gelange er nah P auf AD, wo der 
Kreis, nachdem er fih um den Winkel ACM ged:eht 
bat, die AD berührt. Der Mirrelpunct des Kreifes 
ift nun in G, in der auf AD durch P fenfredhten PG, 
fo daß CG — AP ill. Die känge AP har zu dem 
Bogen AM fein beftimmres VBerhältniß ,. da es von 
der Gefchwindigfeit des Punctes C auf CF und der 
Geſchwindigkeit auf dem Kreife abhängt, deren Verhaͤlt⸗ 
niß wellführlih ift. Auf dem mit CB befchrieben:n 
Kreiſe liege der Punet N mit C und M in -eraner 
finiee Wenn M nah P gefommen ift, alfo CM auf 
GP liegt, fo fällt N auch auf diefe GP in Q@ aufBE, 
wo GQ=LCN ober CB if. Man ziehe durch N mit 
CG Die parallele Nn, und mit CB die parallele Nq, 
fo hat N zwey Bewegungen Nn und Nq. Die Be 
wegung Nq verhaͤlt fih zu der Mp wie CB: Ca; 
aber dir Bewegung Nn iſt gegen Die Nq größer als 
bie Mm gegen Mp iſt. Sf nun AP= Bogen AM, 


Ariitotelifches, 0473 


fo it BO größer ald Bogen BN. Naͤhme man CB 
größer ald CA, fo würde BQ kleiner als BN fepn, 


Was Ariftoreles felbft zur Erflärung der Schwies 
rigfeit benbringe , läuft auf leere Spisfündigfeiten hinaus 
und ift feine wahre Auflöfung derfelben. 


Galilei verglich die wälzende Bewegung zweyer 
concentriſchen Kreife mit der ähnlichen zweyer concens 
triſchen aͤhnlichen, ordentlihen Vielecke. Wenn das 
größere Vieleck auf einer geraden Linie herumgewaͤlzt 
wird, fo daß die Seiten deffelben, ben der Drehung 
um einen Winfelpunct: nach dem andern, eine jterige 
gerade Linie ausmachen, fo legen fich die Seifen des 
finneren Vielecks auf eine eben fo lange Linie, laſſen 
aber Zwifchenräum: zwiſchen einander. Diefe Erfläs 
tung möchte die Schwierigkeit eher vergrößern als bes 
ten. Denn der klemere Kreis läße auf der Linie, auf 
welcher er fich wälzt, feine. Zwifchenräume. Käftnee 
(heine fie zu billigen. Analyfis endl. Größen, $. 6or. 


Tacquet hat eine große Abhandlung de circu- 
volutionibus gefchrieben. In der Vorrede 

wählt er, daß die Unterſuchung ihm fehr viele Mühe ges 
wär habe. Die Erflärungen des Arıftoteles und Gas 
derwirft er ganz. Er felbii will bemeifen, daß, 
wenn die Gefchwindigfeit des Mirttelpunctes fo groß 
f, als Die Geſchwindigkeit der Drehung, der Weg, 
den der Kreis auf der berührenden geraden bey einer 
Umdrefung zurücklege, dem Umfange deſſelben gleich 
fa. Die Kolgerung iſt aber gar nicht einleuchtend, 
Einedrehenvde und ſchleifende Bewegung mit einander vers 
n will er nicht zugeben. | 


Mairan hat der Afademie der Wiffenfchaften 
zu Parıs im Jahre 1715 eine Erflärung der Trage 
über die Walſung concentrifcher Kreife jur Prüfung 

eben, welche bon derſelben völlig gebilligt ward. 
Ein Auszug ift in der Histoire pour 1715 befind: 
id, Er bemerft, daß die Bewegung eined Punetes 


174 Radialis curva, 


auf dem Limfange aus zweyen, einer Freisförmigen und 


. ‚einer geraden, zufammengefegt if. Das Verhaͤltniß 


beider Bewegungen, Fann dasjenige der Gleichheit oder 
irgend einer Ilngleichheit feyn, In dem letztern Falle 
wird der Kreis, den er fich als ein Vieleck von unend: 
lich vielen -Fleinen Seiten vorſtellt, über der Grundlis 
nie forfgefchleift, vorwärts oder rückwärts. Die von 
mir gegebene Erflärung wird deutlicher fen. Die 
Kreisbewegung ift in der That noch eine zuſammenge⸗ 
feste. 
- Die Wegemeffer beruhen auf der Vorausfe: 
tung, daß die Länge, auf welcher ein Rad bey jedem 
Umlaufe binrofle, dem Umfange deffelben gleich fen. 
Die Neibung an den Achfen fünnte den Weg etwas 
länger machen, wenn das Mad dadurch etwas geſchleift 
wuͤrde. 


Radialis curva if die Benennung, wel 
che einige Schriftfteller folchen Frummen Linien geben, 
deren Conftruction unmittelbar auf der Melation zwi: 
ſchen den aus einem beftimmten Puncte an fie gezo⸗ 
genen geraden und den zugehoͤrigen Winkeln, von eis 
ner gegebenen Linie an gerechnet, beruhet, wie Die ver: 
fhiedenen Spiralen, die Quadratrix des Dinoftrarus, 
die Epicnfloiden. Die aus dem angenommenen Puncte 
an die Curve gezogenen geraden find wie die Radii eis 
nes Kreifes, der felbft eine curva radialis heißen 
mag. Übrigens Fann man jede Curve als eine radia- 
lis befrachten, weil man die Gleichung, welche zwifchen ges 
raden Coordinaten für fie gegeben wird, auf eine zwi⸗ 
fchen Winfeln und geraden aus einem gegebenen Punce 
: bringen kann. Die Benennung ift übrigens wenig 
blich, 


Redicalzeihen oder Wurzelzeichen 
fiehe Potenz. 


Radiometer, ein in ältern Zeiten gebräuche 
fiches Werkzeug der Seefahrer, Höhen der Geftirne zu 
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meſſen, der ſo genannte Jakobsſtab. S. die zweyte 
Abtheilung dieſes Werks. | 


Radius ift in der gemeinen Geometrie der 
Halbmeſſer eines Kreifes oder einer Kugel, den mar 
mit einem der Strahlen virglichen hat, welche ein leuch⸗ 
tender Körper -ausfendet, In der böhern Geometrie 
it Radius jede der Linien, die von einem gegebenen 
Puncte an eine Curve gezogen werden. In der 
Afronomie wird cine folche Linie Durch die Venennung, 
radius vector, ausgezeichnet. — Radius curvedinis 
it ver Halbmeffer der Krümmung, fr Kruͤmmungs⸗ 
kreis. | 


Madix, f. Wurzel. 
Redlinie, f. Cykloide. 
Ratio, f. VBerhältniß, 


Rational ift eine Zahl, welche fih durch 
die Einheit und Theile derfelben vollſtändig ausdru— 
den oder darſtellen läßt, Das Verhältniß zweyer 
Größen it varional, wenn fie ſich verhalten, wie 
wen rationale Zahlen, das iſt, wenn fie commenfuras 
Wind. Das Gegentheil von: rational iſt irrarional, 
h Serational. Euklides betrachtet die Linien, deren 
Quadrate commenfurabel find‘, ob fie gleich ſelbſt es 
nicht find, noch als rational, u: 


Raum iſt die unbegränzte, blos im Verſtan—⸗ 
de gedachte, nach allen Richtungen hin fich erjtrecfende 
Ausdehnung, worin der Geomerer nach Belieben, une 
angeichränfe feine Linien ziehen, und feine Slächen aus: 
breiten Fann. Zieht man in diefem Raume dur eie 
nen angenommenen Punet drey auf einander fenfrechte 
gerade Linien, fo wird der ganze unendliche Raum in 
acht Theile getheilt, in deren einem jeder Punct durch 
die zugehörigen drey Coordinaten feine Stelle angewies 
in befdinmt, Der Raum ın der phnfiichen Welt ift 
ben dieſes, nur daß der Punct, durch welchen wir die 


4 


tet ſeyn ſollte. 
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Xren der Coordinaten für die darin befindlichen Koͤrper 
ziehen, nicht ein underänderlicher iſt. Leibnitz nannte 
diefen phnfifhen Raum fehr paffend die Ordnung der 
neben einander befindlichen Dinge. 


Raute (Phombus, fr. Losange) ift ein Par⸗ 
allelogramm von vier gleichen Seiten mit ungleichen 
Winkeln, - 


Real it eine Größe, deren Zufammenfesung 
aus anderen Größen feinen Widerfpruch gegen bie Bes 
dingungen der Möglichfeit enthaͤlt. Es ift das Syn⸗ 
onym von Möglih. Die Realitaͤt einer Größe in 
der reinen Mathematik betrifft blos die Gedenfbarfeit. 


Doch kann eine reale Größe auch wirflih in Zahlen 


oder geomerrifch wirflich dargeftellt werden, mwenigftens 
nahe genug, wenn fie mit eineg Irrationalitaͤt behafe 


Recheninfirumente und Rechenmaſchi⸗ 
nen, f. Inſtrumentale Arithmetik. 


Rechenfnecht if vie Aufftellung der Viel⸗ 
fachen einer Zahl bis zu dem Meunfachen, um fich ders 
felben bey dem Multipliciren und Dividiren zu bedies 
nen, befonders wenn eine Zahl oft als Multiplicandus 
und Divifor gebraucht wird. Nepers Nechenitäbe lies 
fern die Vielfachen einer Zahl bis zu dem Neunfachen 
ganz leicht, 


Rehenfunft im engern Verſtande ift die 
Anleitung zu der Kunft, ficher und bequem mit Zahlen 
zu rechnen, oder aus gegebenen Zahlen die gefuchten, 
ihrer Verbindung mit jenen gemäß, berzuleiten. Dieſe 
ift diejenige, welche befonders in den Faufmännifchen 
Rechenbuͤchern gelehrt wird. Man mag fie durch die 
DBenennungen, praktiſche, tehnifche oder bürs 
gerliche Nechenfunft von der rein theoretiſchen Arith⸗ 
metik unterfcheiden, f. Arichmetif. Die Grundlage zu 
berfelben find die Regeln für die vier gemeinen Species 

| in 
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in ganzen und gebrochenen Zahlen; die Lehre von den 
Proportionen, den einfachen und den zuſammengeſetzten, 
die Kettenregel, und auch die Lehre von der arithmeti⸗ 
fben und geometrifchen Progreffion. Diefes alles wird 
in der eriten Abtheilung diefes Werks vorgetragen, 
Die Beſchaffenheit der Gegenſtaͤnde, worauf die Rech⸗ 
nung anzuwenden iſt, muß die befondere Anleitung zur 
praftifchen Arithmetik erklären, damit die Pechnung 
darauf gehörig, und mit Wortheil angewandt werben 
fünne, z. B. die Waaren- Wechfele und Muͤnzrech⸗ 
numg, das Buchhalten. die Leibrentenrechnung, u. a. m. 
Davon wird das nörhige in einer folgenden Abtheilung 
unſers Werks beygebracht werden. 


Repnung auf Linien und mit der 
Seder, f. Inſtrumentale Arithmetik. 


Seit einiger Zeit find die Übungen im Kopfrechnen 
ſeht empfohlen. Sie dienen allerdings zur Erweckung 
derfufmerffamfeit und zur Erfindung von allerhand Vor⸗ 
teilen ans der Beſchaffenheit der vorgegebenen Zahlen. 
Inweifung dazu. geben folgende Schriften. 


Biermanns Anleitung zum Nechnen im Kopfe, 
Immte Auflage. Hannover, 1795. 


Koͤhlers Anmeifung zum Kopfrechnen. Vierte 
Aufſage. Leipzig, 1816. 


Heuß Anmeifung, dad Nechnen im Kopfe zu 
lchten. Stuttgart. 1804. 


Rehnungsprobde ifeine Rechnung, wo⸗ 
durch man ſich zu verſichern ſucht, daß das Reſul⸗ 
tat einer vollfuͤhrten Rechnung in Zahlen richtig ſey. 


Die beſte Probe iſt, wenn zwey Rechner fie uns 
ternehmen, und ihre Mefultate übereinflimmig finden. 
Wenn ein Mechner diefes nicht haben fann, mag er 
felbft die ganze Rechnung nach einer Zwifchenzeit wies 
der vornehmen, und zwar auf eine —— Art. 
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Z. B, ben dem-Abdiren beſonders vieler. Poſten wir 
er einmaßl fie von oben herunter, das anderemahl von 
unten nach oben ſummiren. Oder er mag fie in zwey 
oder mehrere Abrheilungen -fondern, von jeber die Sum⸗ 
me ziehen, und ie Gpumen bon ik Summen; 
nehmen. 

Die Muttiplicarion mag er durch bie Diviften, bie 
Divifion durch die Multiplication prüfen. Hier fon 
nen auch die Logarithmen nüsßliche Dienfte leiſten. 
Das Facit von einer Regel de Tri nehme man als ein 
gegebenes Glied’ der Proporrion, ued eines: der gegebe⸗ 
nen Glieder zum geſuchten. 

nsbefondere aber wird man einer Rech⸗ 
nungsprobe ein Verfahren verſtehen, welches kuͤrzer iſt 
als die gemachte Rechnung, die man prüfen will, Bon 
diefer Art iſt die Meittmer und Eilferprobe,-wek 
che fih auf die ‚Deicpaffenheit unfers Sahlenfgftent 


gründen, 


Die — beruht — daß ie Sum⸗ 
me der Ziffern in einer Zahl durch 9 dividirt denſel⸗ 
ben Reſt läßt, welchen die Zahl felbit durch 9 dividirt 
übrig läßt. f. Neun. Dieſen RR. nennt man die 
Probezahl. 
Eine Summe zu prüfen, zahle man bie Ziffern 
aller Theile zjufemmen , wobey man jede volle Neun 
wegwirft, und merfe fich denReſt DieZiffernin der Summe 
addire man ebenfalls, werfe-die Menner weg, fo. muß 
der Reſt mir jenem vorher gefundenen übereinftinmen, 
wenn die Mechnung richtig gefuͤhtt iſt. Das folgen⸗ 
de Exempel wird den Grund zeigen. 


| Reſte. 
835674 ı © F 
7146135 | 8 . 
28463 | 5 
7294 | 4 
-4358 | 2% 


A — — — — 


1621924 | 7... 
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Die Summen der Ziffern in den einzelnen Thei: 
ln laſen zum Reſte die bengezeichneren Zahlen. Dies 
fs find zugleih die Mefte von der Divifion jedes 
Teils duch 9. Die Summe biefer Reſte iſt 25 
dr 2.9 + 7. Die gefundene Summe der Theile 
muß alfo bey der Divifion durch g den Reſt 7 lajlınz 
een diefen Reſt muß aber. auch die Summe der Zife 
fern in der gefundenen Summe geben, wie es au 
gihiehr, 


Anſtatt den Reſt bey jedem Theile einzeln hinzu⸗ 
gen, Fann man kuͤrzer die Ziffern in den Zheilen nach 
ver Reihe fummiren, und jede volle 9 wegwerfen. 


Die Probe der Multiplication gefhiehe 
ducch die Neun folgendermaßen. Man fuche die Reſte 
bon der Divifion der Summe der Ziffern in beiven 
dactoren durch 9, fur; die Probezahlen aus beiden, 
mulsiplieire fie in einander, werfe die etwa darin enfs 
haltenen 9 weg: der Reſt muß der Probezahl aus dem 
Producte gleich ſeyn. | | 


um Benfpiel. 
3 op —— [rt Product: 
835674! 6 43 

2238517 
Product 22884932490| 6 | 6 


im Der Beweis ift in dem Artifel, Meun, 5: geges 





+ 


Die Probe der Divifion darch Reun gefchiehe 
auf eine Ähnliche Art: Die Probezahlen des Divifors 
und Quotienten werden in einander multiplicirt, dazu 
wird die Probezahl aus dem Mefte addirt, von ber 

umme werden die vollen Neuner weggeworfen, der 
un muß der Probejahl aus dem Dividendus gleich 
Mn, | 
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Zum Bevyſpiel. 
Dividendus 22884923947 


Diviſor 27385 
Quotient ‘835673 
Reſt 18842 


Die Probezahl aus dem Dibiſor iſt 7, aus dem Quo⸗ 
tienten 5, aus dem Hefte 5. Die letztere addire man 
zu dem Produete jener‘, fo iſt die Summe — 40. 
Die Probezahl daraus, 4, ift mit der aus dem Divis 
dendus Diefelbe. 


Es folgt freylich noch nicht, wenn: die Probe zu 
trifft, Daß die Rechnung richrig ſey. Denn das Facit 
koͤnnte zwey falfche Ziffern enthalten , deren Summe 
richtig wäre, fo daß, was die eine zu groß, Die ande 
re zu Elein ift. Oder es fünnten bey der Mechnung 
und in der Probe zwey enrgegengefegte gleiche Fehler 
begangen ſeyn. Diefe Fälle find aber nicht wahrſchein⸗ 
lich, am wenigſten bey einem irgends geuͤbten Rechner. 


Die Zahl Eilf giebt eine ähnliche Probe an die 
Hand, nur daß dieſe nicht fo leicht als die Men 
nerprobe iſt. Der Reſt son der Divifion durd 11, 
oder die Probezahl ift der Überfchuß der Summe der 
Ziffern, in den ungeraden Stellen von der rechten Hand 
her über die Summe der Ziffern in den geraden Stel: 
len. ft die legtere größer als jene, fo werden 11 ode 
ein Vielfaches von 11 zu jener addirt. S. den.Lktif, 
Reun, 7. ff. — 


| in dem Additions/Exempel oben ſind die Reſte 
von ber Divifion durch 11 oder die Probezahlen, Ar 


aus die Probezahl 7. In der Summe der Zahlen 
ift die Probezahl 16 — 9 — 7. Man wird Die Zif⸗ 
fern in den ungeraden Stellen beſonders, und die in 
den geraden ebenfalls beſonders zu ſummiren, die vollen 
11 twegzumerfen, und die letztere Summe von jener ab⸗ 
zuziehen haben. 
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An dem Multiplicationg : Erempel find die Probe: 
jahlen aus den Factoren 4 und 6, ihr Producer 24 
giebt die Probezahl 2. Die Probejahl aus dem Pro⸗ 
ducte iſt ebenfalls 2. 


In dem Divifi one Exempel ift die Probezahl aus 
dem Diviſor 6, aus dem Duotienten 3, aus dem Per 
fie 10. Diefes giebe zur Probezahl 6.3 Foo = 
28 oder 6. Dieſes ift auch die Probejahl aus dem 
Dibidendus. 


Die Neunerprobe der Addition und Subtraction 
lehrt Wallis in der Mathesi universali, cap. 16. mit der 
Bemerkung, daß er nicht wiſſe, ob jemand den Beweis 
davon gegeben habe. Dieſen fügt er hinzu. Dieſelbe 
Probe für die Multiplicarion und Divifion lehrt er 
dafelbit, cap. 21. Raͤſtner fage in der Gefchichre der 
Marhematif, I, ©. 619, daß ihm von einer Probe 
der Muleiplication durch 9 nichts gegenwärtig fey, und 
daß er fich vergebens darnach umgeſehen habe. 


Elausberg in feiner Nechenfunft, Th. IL. ©. 677. 
bejeige Fein Vertrauen zu der Meunerprobe, fondern 
Ihre ſtatt derfelben die Elferprobe. Allein diefe ift erſt— 
li weniger bequem und kann friegen, wo jene den 
Jerthum angiebt. 


Wenn nur eine Ziffer unrichrig ift, oder zwey Zif⸗ 
fern in Abſicht auf ihren abſoluten Werth ungleich 
fehlen, fo zeigen beide Proben es an. Sind zwey Seh: 
ler gleich und entgegengefeßt , fo verfchweigt ihn die 
Neunerprobe und in gleichnamigen Stellen auch bie 
Eilferprobe. Sind zwey Sehler gleich und gleichnamig, 
fo zeige ihn die Neunerprobe an, die Eilferprobe vers 
ſchweigt ihn aber, wenn er in ungleichnamigen Stellen 
begangen ift. 3. B. das richtige Faeit fey 

F_ 437865927, 
das unrihtigee A 4358065947, 
oder B 435865907, 

fo giebe die Neunerprobe für A wie für F die Probe⸗ 


182 Rechnungsprobe. 


bezahl 5, Die Eilferprobe aber 4 und o, Hingegen 
giebt die Eilferprobe füc B wie für F die Probezafl 
4 Da die Meunerprobe aber für B giebt 2. 


Die Fehlſamkeit beider Proben ift gleich, wie man 
an dieſem Exempel fehen mag. Es find darin 9 Zif— 


fern, aus welchen fich 2 oder 36 verfchiedene Stel: 
I. 


len für zwen fehlerhafte Ziffern nehmen laſſen. Go: 
viel Binnen find namlich in einer Anzahl von g ven 
fchiedenen Dingen enthalten (Combination, 12.). Un 
ter Diefen 36 Stellen find 5.4 oder 20, worin die Stel— 
lenzahlen der beiden Ziffern ungleichnamig find. Naͤm— 
lich es giebt 5 ungerade Ötellen für die eine der Zıfr 
fer und bey jeder 4 gerade für die andere Ziffer. Fer: 
ner giebt es _ oder zo Faͤlle, wo die Ziffern bei— 


5 4 tn 
de in den ungeraden, und — Faͤlle, wo ſie beide in 


ben geraden find. Sind die Fehler gleich und entges 
gengefegt, fo giebt e8 20 Källe unter 36, wo die Fils 
ferprobe den Fehler angiebt, da die Meunerprobe fie 
verſchweigt. Sind die Fehler gleihnamig fo zeige die 
Deunerprobe fie an, die Eilferprobe verfchweigt fie aber 
in zo Sällen unter 36. 


Es fünnen auch drey Ziffern fehlerhaft ſeyn, fo 
daß alle drey zwen fehlerhaften gleichgültig find, mie 
im folgenden Exempel. 


Richtiges F. 437861923 
unrichtigss A, 435862123 
wo beide Proben triegen, - 


Bey der Addition benannter Zahlen har mar wer 
gen der Verwandlung der Fleineren Cinheiten in groͤ— 
fiere noch eine Abänderung der Probe zu machen. 3 
D. die Summe der Groſchen betrage 185, wobon 
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168 in 7 Rthlr. verwanbelt, und 17 zum Facit des 
nommen find Da von 24 die Probezahl iſt 6 nach 
der Neunerprobe, fo ift für die abgefonderten 7 Rthlr. 
die Probesahl 6.7 oder 6, und Diefe zu der Pro: 
bezahl von 17, namlıh 8 genommen, muß eine Pro: 
bezahl 14 oder 5 geben, welche mit der Piobezahl der 
Summe ubereinfommt, wie es bey 185 auch zutrifft. 
Auf ähnliche Art verfähre man bey der Probirung der ' 
Pfennige, mo für jeden abgefonderten Grofchen oder 
ı2 Pfennige zu der Probezahl der übrig gebliebenen 
Prennige 3 zu addiren find. Die Rechenmeiſter ge: 
ben deahalb einem Thaler 6 Probegrofhen, und 
dem Grofhen 3 Probepfennige. 


Mach der Kilferprobe hat der Thaler 2 Probes 
grofchen, der Groſchen ı Probepfennig. | 


Auf ähnliche Art verfaͤhrt man bey andern bes 
nannten Größen. So bat ein Pfund 5 Probelorh 
nah der Meunerprobe und 10 Probeloth nad) der Eils 
ferprobe, 


In den Benträgen zur Mathematik und Phnfik 
von F. G. Buſſe, Deffau 1785, ift eine Abhandlung 
über die Nechnungsproben enthalten. Was dafelbft zur 
Beurrheilung der beiden bier erflärten Rechnungspro⸗ 
ben bengebracht wird, möchte eine Verbeſſerung bebürs 
fen. Die Wahrſcheinlichkeit, daß bey dem Zutreffen der 
Probe das Facit richtig ſey, haͤngt von der Fertigkeit 
des Rechners ab, Man kann nur die Zuverlaͤſſigkeit 
beider Proben mit einander vergleichen. 


Rechnungszeichen, ſ. Zeichen. 


Reciprofk (reciprocum) iſt eine Zahl von 
der andern, wenn das Product beider die Einheit giebt, 


| ı ı 
So ift 3 das Neciprofe von er von n. Wer 
ieh zu rechnen Hat, mag fich eine Tafel der Brüche 
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— naden. In Vutten⸗ Woͤrterbuche iſt eine ſolche 


„für die Quotienten ber Zahlen von ı bis zooo auf 
7 Decimalftelen enthalten. 


Ein Verhaͤltniß ift das Meciprofe eines ans 
‚bern, wenn die Stellung ber Glieder die entgegenges 
ſetzte ift, wie 5:3 und 3:5. 


Ein Parallelogramm iſt das Reciproke eines andern, 
ihm gleichwinkligen, wenn die Seiten des einen die 
mittleren Glieder der Proportion ſind, in welcher die 
aͤußern Glieder die Seiten des andern ſind. 


Eine Gleichung heißt eine FEN wenn 
neben jeder Wurzel berfelben, p, auch - ale Wurzel 
vorhanden ift, f. Gleichung, 17. = 

Rectangel, ift ein Rechteck. 


Rectification if die Verwandlung eines 
Bogens einer krummen Linie in eine eben fo lange ges 
rade Linie. | 


“021. Eine —— linie muß man fih nicht aus 
hoͤchſt kleinen, ſelbſt nicht unendlich kleinen, geraden Li⸗ 
nien zuſammengeſetzt vorſtellen. Man mag fie ſich als 
Graͤnze der eingefchriebenen Polygone gedenken, muß 
aber alsdann wohl bemerken, daß eine Gränze immer 
von dem, was fich der Graͤnze nähert, unterfchieden 
bleibe, Es iſt vielleicht befjer, fogar die; Vorftellung 
einer Gränze hier nicht zu gebrauchen, um jede Über: 
einfunft de8 geraden mie dent Frummen zu entfernen. 
Wolf fagt in den Elementis Analyseos, P. II. $. 
144, daß eine krumme Linie aus unzählig vielen, uns 
endlich Fleinen geraden lineolis beftehe, und wenn eine 
derfelben durch die Differentialrechnung gefunden fey, 
fo gebe die Summe die fänge der Eurve. Der Zufas 
insbeſondere erweckt ‚san; verkehrte Begriffe, da man 
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ein Differential nicht. berechnen Fann,- . und die Inte⸗ 
gealrechnung auch. fein Gummiren- unendlich Fleiner 
Teile it, In der franzöfifchen großen Encyklopaͤdie 
it ein Artifel über die Quadratur des Kreifes, deſſen 
Verfaſſer Panfoufe, der Herausgeber der erſten Auss 
gabe, fich vorftellt, daß alle Curven aus geraden Linis 
en, oder Kreisbogen oder beiderlen zufammengefegt ſeyn; 
daß diejenigen, welche feine Kreisbogen enthalten, als 
unendliche Reihen Fleiner geraden Linien anzjujehen ſeyn, 
deren Gleichung ihre Krümmung beſtimmt; der Um⸗ 
fang diefer Eurven, und ihre Tlächenräume feyn coms 
menſurabel oder nicht, nach Beſchaffenheit der Eurve, 
Eiſt nicht noͤthig hieruͤber Bemerkungen zu machen, Der 
Verfaſſer verbreitet ſich weitlaͤufig uͤber die Nectification 
dr krummen $inien, will die Unmoͤglichkeit, den Kreis 
in eine gerade Linie zu verwandeln, zeigen, thut dies 
ter fo, daß daraus folgen würde, Feine Curve laffe : 
ſch rectificiren. 


Descarted (Geometria, p. 39.), und andere feie 
ner Zeit jweifelten, daß irgend eine krumme Linie mit 
einer geraden verglichen werden koͤnne. Daher war die 
Fatderfung der erften rectificabeln Curve fehr uͤberra— 
dad, Man hätteran der Erfindfamfeit des menfch: 
hen Geiftes nicht verzweifeln follen, zumahl da ſchon 

e Frummlinichte Siguren mit geradlinichten waren 
verglichen worden, Es find aber wirklih nur wenige 
algebraifche Linien rectificabel. 


2. Es ift AMN (Fig. 20.) irgend eine Curve, 
iu deren Puncte M die Coordinaten AP, PM, und zu 
einem andern Puncte N die Eoordinaten AQ, QN ge⸗ 
höten. Sie findrechtwinflichte. Die Abfeiffenlinie AX 
ly.an der concaven Geite des Bogens genommen, 
Durch M ziehe man mit AQ die parallele Mn bis an 
N, E ſey AP=x, PQ= Ax; PM=y, 
Nn = Ayz der Bogen AM —=s, Bogen MN—=As, 
Durch die Puncte M, N ziehe man eine fehneidende 
gerade SMN, und durch M die berührende TMm. 


[2 
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Irr ſchneide die Abfetffenlinie in 'S', die berührende 
iefelbe in T. Die verlängerte Hrdinate QN und die 
beruͤhrende fchneiden fih in m. An der berührenden 
it Mn:.mn =0x:dy, (berührende Linie, 12, und 
$inie, gerade, 15.), oder PT:PM—dx:öy. An der 
ſchneidenden it PS: PM — Ax : Ay. Aus der erite 
ren ‘Proportion iſt PT’: PM: - = Ox? ; öy?, Daher 
TM*:; PM? = dx® + dy' : dyt, und | 


oO: | — 
7M — — ———— 2 Auf gleiche Weiſe iſt 
$M = rn Da SM ber TM nd 
her als um jede angebliche Größe gebracht werden Fann, 
fo ıft 

Ver mar) 


X) Ö 
wre, 2 die Graͤnze von 


das iſt von Da dieſe Graͤnze Buch; * beberhh— 


net wird, ſo 03: V (Ox" + y’) = : 4 1. 


3. Man mag auch ben Beweis folgendergeſtalt 
obfaffen. Der Bogen MN ift größer als die Chorde 
dejjelben. Auch it der Bogen MN Ffleiner als Mm 
— Nm (£inie, gerade, 6.). Dur die Drehung der 
fihneidenden Linie um M fann der Punct-N an M fo 
nnabe gebracht werden, daß der Bogen MN fleiner als 
Mm ıft. Denn es ift Mn:um=PT:PM,undNn: Mn 
—PM:PS; alfo ift Nn:nm==PT:PS, und daraus Nm:nm 
‚=TS:P8. Folglich fann das Stuͤck Nm im Berhälts 
niß gegen nm und alfo auch gegen Mm fo klein ge 
nommen werden, ald nur immter erforderlich fenn mag, 
und dadurch kann in der Sormel, Bogen MN <Mm 
— Nm, der Bogen MN immer Eleiner als Mm ge 
macht werben, fo wie bie gerade MN in jedem Kal 
le kleiner als Mm iſt, wovon biefer Satz auch ı eine 


Folge iſt. 


q 
= 
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Yun folgt aus den beiden Proportionen, 
PT ; TM = Mn: Mm | 
PS: SM = Mn:MN, 


u 2 — — * SM a 
Bu TE oe 


9 
Der Differentialguoriene — iſt nicht größer und 


TM 
Pr" Erſtlich iſt er nicht größer. 
Denn wenn biefes waͤre, fo Fönnte er ſich nicht dem 


As | s As — 
ohne Ende naͤhern, da FT > r it Es iſt 





nicht kleiner als 


ds TM 
aber auch * nicht kleiner als — Denn wenn 


| 7M 

dieſes waͤre, ſo koͤnnten ſich die Quotienten pp und 

$M . , | : 

F mander nicht ohne Ende naͤbern. Es iſt nim- 
As os SM ös 

hi — z— —— ro 

ich F und daher auch — * alſo fiele * 


TM SM 
wi ie Quoti — —, welche daher 
zwiſchen die Quotienten ST und ng > we he dah 


immer verfchieden blieben, fo nahe auch die Puncte 
> R es TM 
M, N einander rüdten. Es ift alfo „= 


PT 
te PT: TM=0x;:0s Nun ift auh PT: PM 
0x : ©y, und daraus ' PT: TM = 

dx: V(Ox® + 5y%); folglich if 9 = 
Viex+ dy9 


4 Bey dem Gränzverhäftniffe von Ax : As 
der. von Ay; As kann die Kruͤmme des Bogens 
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nicht in Betrachtung kommen, weil dieſe eine Folge 
von mehr als zwey Puncten vorausſetzt. Die Abſtaͤn⸗ 
de der Endpunete in der ſtetigen Reihe von Bogen wer⸗ 
den mit den Differentialen der Coordinaten eben ſo 
verglichen, wie = endlichen KlBLEEIS MD, 


5°. So wie v (Ax? J Ay?) = 


av(: + 3) oder — av +) 
it, fo ift auch os = vl: + — | 


= OyV 3 + ) Diefe Ausdruͤcke werben nes 


gativ, wenn die Veränderungen des Bogens und ber 
Abfciffe oder Ordinate entgegengefegt: find. | 


Es fy y = pox, fo it Os =°xy’(ı + pp), 
eine Korm, die oft gebraucht wird, befondere für * 
Kruͤmmungs-Halbmeſſer. 


* Werden die Ordinaten aus einem Puncte 
C gezogen, und die Natur der erummen Sinie durch 
eine Gleichung zwiſchen der v’ränderlihen CM und dem 
Winkel ACM, welchen CM mit einer der Sage nad 
— geraden AC macht, beſtimmt, ſo faͤlle man 
von M CA die ſenkrechte MP, und ſetze CPt, 
PM = u, und ben Vogen AM wie vorhin — 5. 
Es ift nun vermöge des vorigen | 


‚08 s z—aty ( —3— mwennCM y, ACM Ö 


heißt, u — y sing, t==y cos, alp du = 
ey sin® + cos 00, ©t = dy cos — 
y sinP89. Dadurch wird Os = Y(Cy? 4 y?ep?) 


962 
a 4 v(i + y? >. 
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Dies laͤßt ſich auch auf folgende Art finden. Es 
it (Fig, 21. AMN eine krumme Linie, an deren Punce 
M von dem ſiren Puncte C in der Ebene derfelben die 
gerade CM gezogen- ift, welche mit der der Lage nach 
gegebenen“ AC den beränderfichen Winfel ACM cınz 
ſchließt. An M'ſey die Beruͤhrende TM gezogen, und. 
aüf fie der Perpendifel CP von C, gefäll. Man zie⸗ 
be noch an einen andern Punct der Curve N die CN, 
welche der Beruͤhrenden in t begegnet, und die Chor— 
de MN, auf deren Verlängerung man von C den Pers 
pndifel CO fälle. Endlich befchreibe man noch aus 
C mit dem Halbmeſſer CN innerholb der Schenkel ves 
Binfels MCN ben. Kreisbogen" Nn; und ziehe' Nr 
ſenkrecht auf Cn, Das Verhaͤltniß des Bogens MN 
zu Mn wird nun aus folgenden Verhaͤltniſſen zur. me 
mengefeßt, dem bed Bogens MN’ zu der Chorde MN, 
dem der Chorde MN zu Mr, und dem von Mr ju 
Mn, Das Gränzverhäliniß des Vogens MN zu Mn 
ft alfo das zufammengefeßte aus den Gränzen der. brey 
julegt genannten Verhaͤltniſſe. Die Gränze des Ver⸗ 
hälmifjes des Bogens MN zu der Chorde MN, fo wie, 
dieenige des WBerhältniffes von Mr zu Mn ift aber 
131, und das WVerhäleniß von MN: Mr wegen der 
Ipnlichfeit ber Drevefe MNr und CMQ gleich dem 
ben CM : MQ, von welchem letzteren Verhaͤltniſſe die 
Öränge it CM: MP d. i. 1:cos CMP. , 


Wenn nun CM =y,ACM=0, CN=y 
r&y, MCN = 49, der Bogen AM — s, 


°y 
F _ 89 s 
\ncos CMP, Da tang CMP = = (beriße 


MN As 

und — — A — —⸗ — — — 
d Bogen MN == As, fo iſt Bogen — 
wobon — die Graͤnze if. Mithin iſt Os : dy = 


f 


be Restificatiott. 
rende Linie, 27.) fo iſt u ie 
L 1 


—— 


— - — — or, ‚ds — 
*7 Fe + yrögpayr ® cos cMP 
*Vccyr — y2002) wird, ä „Der Beweis bleibt’ 

wenn auch AMN dem Puncte C die, convere Seite zukehrt. 


6. Fir den Kreis iſt die Gleihung > xx + yy 
x 
* aa; daraus sg und ” zu * alſo 


cos CMP =. 


..ady | 
+, 000 PEBA EIER 
C ady 

— Das Vorzei en — iſt genommen weil 
V (aa — yy) ini j 


der Bogen von dem Punete an gerechnet, wo 
x. a if, und: die Abfeiffe x W ch ungleichnamig 





Grrändern, 8. ift s=a Ang, cos- = F -aAng sin“. 


Die Entwictung — Formeln m in dem Artikel, 
— —— 


Rectiſeatlon der —— 


7, Es ſey AMB (Fig. 22.) der Quadrant eb 
ner Ellipſe, deren halbe große Are AC — a, hal: 
be kleine BC — b if, Auch fen AND der Qua: 
drant eines Kreifes mit dem Halbmeſſer az die ger 
meinfchaftliche Abfeiffe CP = x; die Ordinate ar 
der. Eilipfe_ MP-= y, ber. Bogen BM =s. Die 
Gleichuug für die Ellipſe iſt aty? + bx = a! b’, 


— 
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woraus durch die Differentialrechnung.- iſt 
a BER 
0 = —— 5 Daher iſt 
—— 
| NR: a? (a? _ x®) j J 
Berden hier a und b mit einander vertauſcht, und 
wird y ſtatt x geſetzt, fo wird "Os-durh Sy mit y 
ausgedruckt, F ze 


» 
rd 


Eee, u J —4 
aa — bb x 
8. Man ſetze — ag = et, und = — 272g 


welhes der Sinus des Winkels MEN- ft, ſo, iſt 
ex = a0z, und ds = höz Lö See dei) en 
i Norm 1 =.) 2 





9 Diefe Formel zu integriten, verwandle man 
die Wurzelgröße im Zähler nach dem Binomifchen Lehr⸗ 
fie in eine’ Reihe, : | 
Vu—ez!) = ı — Yez? — Berzt — Gesz6 

— Des 2z8 — Felt zı0 __ etc, 





I L.I ER EA 

v4 ——: — —3 6c2 —;—, 

— — * ur 2.46 
| BR O1. 0 SE PS 
er g? E = 2.4.6.8.10. 

| etc, ” 
bes biefer Glieder werde mir — ki 

e — 
Jedes dieſer Glieder werde mi Ya mu fie 


plicier, fo werben die Integrale folgeweife aus ben bors 

bergeßenden gefunden, nach der allgemeinen Formel, 

Integralformel, 61. | 
— m + Ef zmroO2 
Vua-z)” m+ 2° V(i-z) 


zut! Yltmzt) 


ol 





I 
m -+ 2 
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Verlangt man nur den ganzen Qusbranten, fü 
fälle der algebraifche. Theil weg, weil nun z= 1 il, 
und es it * j 

zet®2dz . m I zw 62 

—* — m+ı f — 
VE¶20) m 27VCI-20) 

Die Lonſtante ft = 2 Biel das Integral =o 
fen. fol, frx = o 


Es wird nun nad) ben SER; a. a. O. 62, 
wo x Gier zit, Ang’ sin — *. alſo der dl: 
liptiſche Quadrant BE 
AMB = - ra E — Ye — 2 et 





2 2.4 
1... 1.3.5 6 L.3, 5. J 1..9 
nn ne ed. 10 
— 2.4.6. pe 2... ] 
| — ELC. 


Set man für bie Binomialcoefficienten ihre Werth, 


fo iſt 
AMB—=- ra 1 ee 
N 2.2.4.4 
— ———— 1.1.3.3.5.5.7.0 
2.2. 4. 4. 6.6 2.2. 4. 4. 6. 6. 8.8 | 
_ etc, 


et 


10. Euler hat bie Aufgabe noch etwas anders 
behardel,, in ben Comm, novis Ac,Petr, T.VII. 


zZ 
da =ı for it fol 


i —, woraus fi ergiebt 
adz vo⸗ 

— — 5 y 2 ——;: 

2V260642)* 2/2 (I-z) 





= ı GER 
id = 
x = 


und 
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(aa + bb (aa — bb) 2) n, . 


At 
8(1 —z?) 

Zur Abkürzung Non man aa + bb = es; und 

aa — bb 


„y Vlon) 
v2’ va—z) 
Die integration iſt biefelbe wie vorher, Die Cotta 
ſtente muß fo beſtimmt werden, daß der elliptifche Bor 
em Z o ſey, wenn = — ı genommen wird. Die 
Sitegrale von den ungeraden Potenzen verſchwin⸗ 
Mrz — 1 und z — — 4. Es der 
Quadrant 





As 8 12 .12° 16. 16 
Dir Eonftante ift gerade die Hälfte des ellipeifchen 


Quhranten für — aVz und y= bv-. 


Die Progreffionalgröge n? iſt Fleiner als e 
der Eoefficiene von nn? ift beträchtlich Fleiner als ver von 
® in der vorigen Reihe; allein die Factoren, welche 
fuceffi ‚Binzufommen,, find in der Euleriihen Reihe 
größer, 


f 
11, Die unbeftimmte Rectification der Ellipſe 
ergiebe fih aus den Tinfegralen, in Sfntegralformel, 62, 
wo die ganze Rechnung ſchon gemacht iſt. Man hat 
nur noͤthig zu den Integralen die Factoren der ‘Potene 
ten von z nebſt dem Factor a zuzuſetzen. Das dortis 
x ift hier z, und 2 daſelbſt hier Vvo— ar 


D 
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Es ift, wenn man bie Sormel in (8.) entwicele, 
und Ang.sin z O ſetzt, 


6—Ae⸗ (= sin 9.c0s 9 ) 
a 2 2 


Il» I.» 
— Bet — 9 — — sin d. cos 9— 


\2,.4 
ei sin 95, cos °) 
4 


— Ce⸗ (239 — on. sin ©. cos ® 
2.4.6 2.4.6 





— a a 
— sin 8. cos — z in? 009 ) 
— etc, Ru 
ı2. Ein elliptifher Bogen läßt ſich auch durch 
den Winfel 9, deflen Sinus z ift, und die Sinus dei 
geraden Vielfachen von P ausdruͤcken. | 
In der Gleihung, 9s = adz V — 


1 — 2* 
fege man z — sin ®, fo iſt 22 = cos 9,09 = 
.V (r— z*), folglid) 
| os — a0® Y (1 —e* sin P*), 
das ift | 


os — a09 (1 — Yet sin G* — Bet sın 9 
— Ges sin 6 — Des sin 98 — Ee'? sin O' 
| — etc, 
wo X, B, C, D, etc., die in (9.) angegebenen Werth 
haben. | | 

Aus den Sormeln für die Potenzen der Sinu—s 
in Goniometrie, 137, fege man für diefelben ihre Wer 
the durch Coſinus der geraden Vielfachen von P, um 
die Integration zu beierfftelligen, da [ cos mP . 


= —sin mo ift, Cintegralformel, 109. 
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13. Am die Formation der Meihe für den els 
liptiſchen Bogen deutlicher einzufehen, nıuß man in den 
Formeln für die Potenzen der. Sinus die Eoefficienten 
der Eofinus als Binomialcoefficienten bezeichnen, In 
der amten Potenz feyn diefe durch "A, m, mg, 
u. fe angedeutet (Binomials Eoefficient, 1.), fo iſt, 
z. B. 


27. sin 8 — . 8D — 28€ c08 2 9 + 33 cos4 ® 
— 24 cos 60 + cos8® 

».sin O'° — = € — 109 cos 20 + :°Ecos4® 

— 19 c0s6P + X cos 80 —cosıoG, 


1 
Die Coefficienten in der Potenz (1 — z)? müffennun 


der Gleichfoͤrmigkeit wegen, durch 2y, B, C, *D, 
u. ſ. f. bezeichnet werden. Es find hier die abſolu⸗ 
ten Groͤßen in (9.) zu verſtehen. 


14. Es ſey nun 
AP "Bsin2® - Csin 4® 
a * 2 4 
+2 D sin 69 — Esin 89 + —FsinoQ 


— etc. 


ſo ift 
2 (A+Bcos26 — C eos 49 + Dcos69 
— Ecos 89 + F cos 100 — etc.) 80. 
Man entwickele die Formel für = in (12.) nad 
den Coſinus der. Vielfachen von ©, fo giebt die Ver: 
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I 9 
gleichung mit jener Reihe fuͤr die Werthe der Coef⸗ 
ficienten A, B, C, D, etc. wie folget. 
A= 1 — — . A Eon ne — . B. Ve⸗· 
2 2* 
. E. Mee 4.0.00 
— * 10E Een⸗ F 
2 
| + etc. 
—E Ber N; Topos + L.«8.ð Ee⸗ 
2 23 25 
A * E10. Eer⸗ 
+ 77 ‚se, De? + 39 D. Fe 
| | + etc. 
ae + ZU. Fee 


Ir 
u 


+ er dd. * + — ‚ng . Fe 


\ 1 1 * 1 
Dei te + I, . De 
2? 27 
BE 100g ie 2 
+ 29 z 4 e 
+ etc, 


E= ‚Fine + =. 10%, Fgero 4 etc. 


I 
FZn. Bgero + etc. 
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15. Hieraus wird durch gehoͤrige Einſchaltungen 
und Aufhebungen von Factoren | 


8 I . A . . 

— — o|:-: ea ger 

a a 4 4.16 4. 16.36 

— .9. 25. 7 — 1.9.25.49.9 is 
4. 16. 36. 64 4. 16. 36. 64. 100 ] 


— etc, 

— 1.9.5 ı 
- sın 2 e? _—— —— 0 @O 
— |; + 12 st 8.12.1062. | 


1.9.25.7 1:T 


“ u 


7 2.16.20 2.3 

Eu ag —— g10 

8.12.16.20.24 2.3.4 | 
r etc. . 


I. - Tı9.5 
— 2 sin e+ 6 
— 16 * 12.10. 12.16.20 


1.0. 25.7 X 
— — — — (8 
* 12.16,20.24 2 | 
1.9.25.49.9 I. — 
12.16.20. 24.28 2.3 
+ etc. 


+ mot 
16.20.24 
1.9.25.7 08 1.9.25. 49.9 ‚Ietro 














16.20 ..24.28 16.20.24 .28.32 2 ] 
4 etc. 
ER EEE en 1.9.2 | 
u * — 
14223 AI 20,24.28.32 
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=: 1l:.9 . 25 49 .9 61° Hai | 


20.24.28.32. 36 
‚Lelslık. 1 inıop] :9+25329»9 ., 


ns 
“= 7,2.3:4 +35 24.28.32.36.40 
+ etc. 


16. Die Sänge eines elliptifhen Bogens laͤßt 
fih auch vermitteift des Kruͤmmungshalbmeſſers finden. 
In M (Fig. 23,) fey die Mormale MQ gezogen, 
welche die große Are unter dem Winkel AQM ='w 
fhneidet. Der: Halbmefler der Krümmung in M ey 
zr ud fr wm4° yr=f piflr 





(ıfncosawy.s ( Kruͤmmungskreis, 17.). Serner 


ift, wenn nun AM = s gefegt wird, ds — rdw, (eb. 
daf. 1.). Es muß Hier AM durch s bezeichnet wers 
ben, damit die Differentiale Os, 9w gleichnamig feyn, 
indem AM und w zugleich zunehmen, Cs ift alfo 
fiw 

BZ — 
| (1 + ncos 2 w):3 
wo n benfelben Werth wie in (10.) bat, 


17. Die Rechnung ift ſchon in dem Ardtikel, 
Integralformel, 127. gemacht. Man ’muß flart des 


dortigen v bier — = ‚und 2w flatt © fegen. Da 


u 3, 35... 357 
| x 3:5.7- , er 
D=+ wur‘ u. f. fe Es wird nun durch die 


— . — ds —— 280 
gratton erhalten, DA f 2 "(1 +nc0s20)% 


ift, 
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AM 3,5 3.5.7.9 
— = of ı — — nt 
f ( u * 4. 4. 8.8 


48* a > 11.13 a" + ie) 








4+4.8.8. 12.12 
— sinzo (2 a4 ** 2 2: 
.8.12 I 
Z., 11 ve 4 : | 
» t 
— Is FI + ee.) 
I. 3.5 3. 5:7:9 4 
- SINn 4% — 17° - ni 
sur J \4+8 2, 4:89.12. 12.16 " 2 
3. — 6.5 | 
n® tc, 
2, 345.7 Gasser % 
-- sın 6w [| ————n3 -—— _ „en’-tetc, 
3 CE 38 1 ) 





J 3.5.7.9 3413 6 
-singwf ——— n! ‚—n.°-Let 


I ET LE 
= sin 100 (eurer nS + ei. ) 


4.5.12.10.20 
+ etc. 


Die numerifchen Eoefficienten von n find. wenig 
convergirend. 


Der Factor zu w iſt der Quotient von 


I,.i 1.1.3.5 
4.4 4.4.8.8 
1.1.8:5.7:.9 , 


4.4.8.8.12,12 
— etc, | 


uch 7 — mn dividirt. Jene Reihe ift die in (ro). 
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Die folgenden Reihen laſſen ſich auf dieſelbe Art 
tonvergenter machen, wenn man fie mit 1 — nn mul: 
tiplicirt, und dagegen ihnen den Divifor 1 — nn 
giebt, 

| arb’V8, —.,.;: 

Es ift nämlich > (a + bey32° Die nn WW 
multiplicirte Reihe nenne man R, die Reihe in zo. 
bezeichne man durch 8. Der elliptifche Quadrant ift 


1 aebs 8 | 


| 
— — rfR = ‘R, und aus (10.) 











2 "(at bbr 
—41 c ı „aa+ bb 
bb 8 
Daher iſt R— ar) — . Denn 
aathb® i—ın 
ar} 


18. Die Formel, die dinge eined ellipfifchen 
Bogens durch den Winfel w der Mormale mit der 
großen Are zu finden, har ihre Anwendung in der Geo 
‚graphie, weil Bier ein Dre oder Parallelfreis durch dıe 
Breite deſſelben gegeben wird, welche auf einem ellip: 
tıfhen Meridian durch jenen Winkel w gemeffen wird, 


. 19, Wenn die Sage des Punzes M durch den 
Winfel BRM der Mormale mit der Fleineren Are anı 
gegeben wird, fo werden die fubtractiven Glieder ın 
(17) additiv. Es ift nämlich, wenn nun BBEM=w 


| f j 

(1 —n cos — Denn es il 
cos2w 1 — 2sin — 1 — 2(cosw'), und 
Itnosw=ı-+n —.2n(eso) = 
1 — 1ncos2w, Die Entwicelung des Differentials 
ds ift alfo ganz diefelbe wie vorher, nur daß n nega: 
tiv wird, Daher die Factoren zu den Ginus der einfach 


% 


gefeht wird, r— 
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geraden Bielfahen von w ihr Vorzeichen ändern, in« 
m w' oder 90° — 0 für u geſetzt wird. 


20. Der Bon AM (Fig. 23, ) kann auch 


2 
— 2 





ä | 
durch die Potenzen von ober e?, und durch 


die Potenzen der Sinus von w, oder ſtatt diefer,, durch 
Einus der Vielfachen von w, ausgebrüct, werden. Es 
iſt (Krümmungsfreis, 16,) 


a4 cos w* N 


x ⸗ — —ñ mm 
| a? cos w* + b* sinw* ’ 
alſo, da be @ — 1) = aty®.ifl, 
Ä 'b+ sin w® 
Ve 
a’ cos w*® 4 b? sin 
Oder | 
a cos c BEN: b’sinw 
Ge — er sin air IT ae a 
Die Differentintion. giebt 
b® sinw.0W 
Rund ernan 
bo cosw.dw 


> 


y=-— 


"(1—e?sin w2 )32" 

Das —— ox iſt negativ, weil x abnimmt, 
wenn w zunimmt, 

Hieraus ift ' Yin. 
re alı — e?)ow, 
“EVEN (1 — e? sin w? ).3:’ 
d sin w | 


oder, da dw = BIETER 
wenn co5 W 








E , 


a(r—e?) 9 sin w 
cos w(r—e?sin w*?) 3? 
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Die Integration dieſer beiden Differentialformeln 
zu bewerfitelligen, muß man fie in eine Neiße verwan⸗ 
deln. Es iſt 


—1 + Ie® sin w? + Be sinw* 
+ Ce sin w° + etc, 


(r— e?sinw?) 3:2 


wo 
3 | . » . * 
| =>; 22, ER Ab RALEN 
2 244 | 2.4,6 
u. ſ. w. iſt. = | 


Ev 


21. . Aus den Kormeln für die Porenzen ber Gis 
nus ei 137.), und der Formel, [ cos Aw.dw 


= =. sin Aw, wird erhalten‘: : 
s- 7 = 08) >< 


[C: 7. = der + 2 Be· Er 4 De 
+ ete., ww 
— 26 Ye? +% Ber Her de 
pe — 

*F — Bet HE + Des 
fer ec.) sin 4w 


— er * Des 4 eic.) sin 6w 


! 





+ (= D° + uch sin gw 


— ec. } 
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Die Eoefficienten zu den Potenzen von e* in dem 
Factor von w find 


13. 1:3°.5 1. 32.52.7. 1.32.52, 72.9 
3’ 22,42 22 ,42,62’ 22,42.0%.g2° 


Le38.159.7%8,08.11 | 
— 7 un ni 
= Coefficienten in dem — von sinaw find 
EL a ——— 
* 8.12.16" 2” — 20 73 
3°.5°2,.72.9° ‚11 
8.12.16. 20.24 2.3.4 HIT 
Die Eoefficienten in dem > ju sin 40 fi ab 
— STH 
12.16. 4 ’ 12.16.20 4 4 — 20,24 4 
».59.7°.9%.1ıı ı ı 


12,16.20.24 .28 123. — 





1 
23 
2” 


22. Die zweyte Formelfür Os zu integriren fege \ 
a sinw== u, fo ift | 


a e?) 


vo“ + Yet ur + BerusH Gerne 


+ &De?u? + etc.)du. 
Die Sntegrale ergeben’ ſich aus Integralformel, 62: 
» +7 
Dan fe a3 B= * ;y= Folk | 
Ra uf fo iſt 
Zar — e?) x 
— + ße* + yes -F de® + etc.) w 

— (ae? + Bet + yed de? + etc.)sin w.cosw 
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| — (Be? + ye®. + de8 + etc.)sinw?,cosw 


— — (yes + öe8 + etc.) sin w5 .cosw 


3.5 


2.4.6 
— — (de3:+ ei) sin w?, cosw 


3+5.7 
— a 


Diefe letztere Rormel bat, Pasquich gegeben, in bon 
Zaͤch monatlicher Korrefponden. IL Bd. ©. 439. 
Die Gründe der Berechnung find in dem IX. Bande, 
©. 302 geliefert. 


23» Wolfe Rechnung, Die Ellipſe zu rectifici⸗ 
ven, (Elem. Anal, Infin, $. 172. iſt noch ſehr unbe 
quem. Er‘ loͤſet in dem Differential des Bogens © 
— y c(as — q? x? - c? x?) 
Tv a) 
Fleine Are ift, Zähler und Menner in eine Reihe auf, 
Dividirf die erftern durch die legtern, und integrirt bar: 
anf. So findet er eine ſehr unvollfländige Reihe von 
fechs Gliedern, ohne ein bemerkliches Geſetz der Fort 
fhreitung. Lambert hat in dem 3. Theile feiner 
Beytraͤge zur Mathematik den elliptiſchen Bogen auf 
gleiche Urt geſucht, verwandelt aber erftlich die Divi⸗ 


ſion in eine Multiplication, durch (aa — xx) Ein 
eine Reihe aufgelöfet, und findet ein Gefeß des Fortgan⸗ 
988 für die, Eoefficienten der Progreffiönalgröße. . Mur 
eonvergiren diefe zu langfam. Deswegen ne er ber’ 
fchiedene andere Methoden, um die ellipfifchen Bogen 
bequemer anzugeben, von welchen bier einige benugt 


| v F 
find. In der Formel, ©. 51. fuͤr — ſind einige 


Unrichtigkeiten, als 3. 4, wo ber Faetor 20 wegju 
freichen üft, Daſſelbe muß 3. 5 mit dem Factor 9 


dx, wo c bie halbe 
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in dem Coefficienten zu tA'°, und in dem fols 
genden mit dem Factor 135 auch 3. 6 mit den Facto— 
ten az und 13. geſchehen. — Hindenburg bat in 
der Sammlung analytiſch- combinatorifher Mbhands 
lungen, U. S. 132, von der PRectification der Ellipſe 
ein Beyſpiel hergenommen, feine Merhode daran zu 
jeigen. 


24. Fuͤr die Hyperbel ift die Gleichung, b2x2 
-atyt —a?b®?, Daraus ift bxdx — a?ydy; 
| b+x? 
oy? — 5 Ox?, und 


(a? + b?)x? — at 


— 8x⸗. 





Ds? — 


2 
Es ſey — ne, fo iſt 





 OxV (x® — n?22?) 
I aV@—a) * 


Diefe Formel zu integriren, entwickele man bie 














n? a? 
Vurzelgroͤße V (x? — n? a) x—Y, 
494 na nda8 
1 1 » I I » I * 3 
w-Am -: — —; € 
A 2 , B 2 4 2 2. 4 6 > 
I ® I + 3 * 5 
2.4.6.8 
Mox 
ier er baben die Form — 
bier erhalten werden, h ie & —— 


to m eine ungerade Zahl if. Es iſt (Integralfor⸗ 
ml, 65.), 


# 
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dx — I V(xx—aa) 
— u (m — ı)aa a 


4 m —2 f OxX 
(m — 1) aa“ꝰ me — aa 


Da m — iſt, ſo fuͤhrt die Integration zuletz 


auf — welches aus Integralformel, 54 


er —— 2. 
1 a 
iſt Ang.sec ober — Ang,cos — 
Wenn der Bogen am. Scheitel anfaͤngt, wo 
— 4 iſt, ſo iſt daſelbſt der algebraiſche Theil er Int 
grals — o, und der Winkel zu der Secante — eben: 
folld = o, daher die Const. — o. 


25. Es ift, wenn zur Abkürzung xx — aa — 
geſetzt wird, 


xox 
I > —— ⸗VEx - an), 
ardx | x 
— — 
ee = a Ang.sec 
a dx 5; aau . x 
— — tz aängse 
a6dx I au 1.3 * 
aan er 
—a) 4 = 2.4 x 
— — An 28 = 
ra g. ec. 
[ asdx — = 1.5 au 
xVY(xx—aa) 6 4. ” 
1.3.5 au 1. 1.345. 


t—_——+ ————a Ang. sec. * u. ſ. fe 


2.4.6 x 2.4- 


Rectification, 207 


Die veränderliche u nähert fi) der x befto mehr, je 


größer x wird. u 


Mir Hülfe diefer Integrale iſt die Reihe für den 
hnperbolifchen Bogen leicht gefunden. Es ift | 


s— al — Bm. = 
ee. ; ER 
en Go 
— Dns Er z ur 2.5) 4 ec. | 


| ae 


x 
+ — 2 . On’ + etc. ) x a.Ang.sec—. 
2,4.6 a 
u 
n 


„UerD die Größe der .geraben , welche 


V (aa + bb) (xx + aa) 
a 


durch den Endpunct des Bogens M (Fig. 74. Tab. 
XI. Th. 2) der Afpmptore CS parallel gejogen wor 
den, von Diefem Puncte an bis an die Achſe CA ges 
nonmen. est man x unendlih, fo fällt jene geraz 
de mit der Minmptote CQS zufammen. In dieſem 
Falle verichwinden alle durch x oder Potenzen defjels 


7 
ben dividirten Glieder, Ang,sec — — wird = und 


der Überſchuß der Aſymptote CS — den ganzen un⸗ 
endlichen Zweig der Hyperbel AMS 
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1°.9%,5°2 ı 1°.9%.5°,.m: 1 
— n* -  —. Ri 7 a 19 -r etc. 
10. 


2°.9°,6° 8 2°.4°.0*.8° 


26. An der gleichfeirigen Hoperbel iſt = 
| : | 2 


ex V (2x — a?) 





. Dan feige 2x! — a! 


und ds — 
— a?) 
Ä i J 22 J 
2’, ſo iſt x = Ver ig’ und ds = 


2°02 
Vet —a‘) 
nes Differentials diefer Form iſt. 
Get mn Zu und a=ı, ſo iſt d8s — 
du Vu 
2 y (uu er) ” 


. Man ſieht hier, was das Integral ei⸗ 


PR 2 
27. Es if * die Secante des doppelten Win⸗ 


kels, welchen der Radius aus dem Mittelpuncte der 
gleichſeitigen Hyperbel an den Endpunct des Bogens 
mit der Axe macht. Denn der — des Radius mit 


ver Axe ſey 0, fo it tangQ@ = =, und sec $’ 


xy 2.x’— a: a® 
— —. Ferner sch —, 
x x | x 


sec Q* 2x — a a 
. Fer irre, Multiplicirt man in 


dem erſten Theile dieſer Gleichung Zaͤhler und Nenner 
durch cos P*, fo wird derſelbe = 











== 
2 cos C — 1 
1 
cos 29 





Ä . ax? — a’ 
— sec 26, al ze 20, 
28. 
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38. Man fee a’ — 2, fo-ift die Gleichung 
für die ——— Hyperbel, xx — yy = 2. Auch 


er 
eh tang 0 — | iſt ang (45° Ö; — 
1 — u 


Sie Quotient ſey S u, ſo iſt y — re 
vV2u 
ı+ u 


| ou Ylı + uud 
KI——, und 8 — — — — 
V2ꝛu 2u VVu 


29. Nimmt man die Coordinaten x, y, fene 
auf der einen Aſymptote, dieſe mit der andern Alnmpz 


aadx 
tote parallel, fo iſt sy = aa, ud oy = — — 


alfo 
es = 8 +) oder 08 — art), 


Diefe Formel laͤßt ſich nicht anders als durch Aufld⸗ 
fung in eine Reihe integriren. 


30. Die in (11) und (25) gefundenen Ausdruͤ⸗ 
d: für einen efliptifchen und hyperboliſchen Bogen find 
nur dann brauchbar, wenn e an der Ellipfe und n an 
der Hyperbel Fleine Größen find. Iſt aber e oder n 
weg don Eins unterfchteden, fo muß man den Meis 
ben für den elliptifchen oder hyperboliſchen Bogen eine 
andere Geftalt geben. Zu dem Finde drücke man dag 
Differential des eliiptifhen Bogens in (8) fo aus 


os  Dzyl(ı— ez) ı + ez 


a vVüÜü-2)  ıH+tz 
02 2 vu— — — —) 
= yama) v(e FF 
Man feige a + z—= u, und jur BIER 


I e 
— m, f wird 


« | | 
, ' $. 
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Ds Suylı he een) 
Ve vo) v(1+2) 


— — — pe—en) 
= Vatze—u Zatsegur eu’ ar — —) 


Man entwicele V ( 4 nach dem binomiſchen 


Lehrſatze, ſo wird wenn man V(2 +2e—(ı+3e)u+ eu’), 
um abzufürzen, = V fegt 





2e /u | * 
ave 2 — VJ 
+ (9) - 


. EZ 


— — Qu. 








16 
I. — 17 + 30 ; ou 
68 \ 20 —)5* 
+ etc, 


wo die Integrale ſo zu nehmen ſi - daß fie für zo, 
alſo für u = verſchwinden. 


Es ift 
| ı>5e ou udu | 
— Con. —V 
nn I — V. 
Ferner 
ou du | 
uV uy(2-F2e—(1-+3eJu+ eu’) 
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I Su | 


— — —— — i G a a ' 
e 2+2e ı1-+3e 
K e 








,_ 2--2e 
_ i y du yV | 
FT ve ru) 


| | %) 

alfo nach (Integralformel, 77.) / So — 

has 2(2F+2e)—(ı+3eJu 2Y(2-+2e)V 
Vi2e+2e) ° . °  uXconst | 
u het h3e)z—2Vie+t2eV 
— V (2-Fie) & (142) 3+e—2 V(2-+2e)) 
nach gehöriger Beſtimmung der Conftante und Wier . 
derberftellung von 2, wo denn v=yli-z)(i—ez), 


Diefes integral, auf welches alle übrigen zuruͤck⸗ 
gebracht werden, ſetze man = L. 


Um die übrigen zu finden, Differenriire man die 


v 
gormel ——, fo wird 





ur Ä | 
v — C+ 3e—2zeu)du (p— r)Vou 
ur’ 2 um: V ur 


_ _ PIE He)-(2p-Kıtsein+2tp-2jeu: 
a 
auPV 

Hieraus ergiebt ſich 

au | | — 

era 
., &p—3) (1 + 3e) Bu 
bi 4(P 1) (t+e) ax: 
(p—2)e cu 


2 (P1)(r te)’ uriy' 
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Setzt man hier > und nach — 2, 3,4 u.. ſ. w. 


ſo — man — 5 * — 5* uff durch 


| gs _ Heißen die gehörig ergaͤnzten Werthe jener 


— N, P, uf. f. fo ergiebt ba 
ze 


Di (1 — — 7? +e)' 
— SE 1.3 (ci + 3e) 
—gG+e) .2.8° (i+e)? 

V 1. 2014 30) V 


— — — — — — — — 
u t)Cc+zZ2 z8(Hretiırz 
+ 5 - e IL 
4.8(1+e? 4ute) 
— I 1.5 (143€) 
ı  6(ı+e) "212 (ı +e)® 
sge + 103 0? I V 
2.8.12.(1t0% 6Gate)ı+z 
16 + 3e) V 
4.12(1 +0)? (1+2)2 
_15+58e+ 103 e? V 
2.9.12.(1te% 'ı+z 
(1-3.5 (E + 3e)? 1.9(1 + 3e)e 2 
4.8.12 8.12 (I + 0% 4.ı2C =) 
u. ſ. w. 
Dadurch wird nun 


-ı-V+ 
‚e+ 3€) te)’ =. 


I 
a ıe 











PR 








s (5 Hau 
aye ge 





ce 
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4 1.3 (13 + 3e) (1 —e)3 N 


46 16e3 | 
1.3.5 (17 3e)(1 —e)* 
— — — — P 
—+ etc, 


31 Verlangt man den ellipfifchen Quadranten, 
bftz= ı, und V—= 0. Befichnet man alfo 
den Quadranten AMB (Fig. 22) durch E, fo wird 
E 5+3J)U—e) — 
— I > — — — ——— 
aye seV(2+2e) 3+€-:V (2. 2e) 
—_G+9(r—e)% | 


— — — — — — 


Bere. 








= (3 + rce-+3e?)(r—e)?: T—e 
32e® Vlatae? > 5he—aycıt2e) 


4 (gt + 190e+ 39 e?)C(ı —e)3 
2048e’(r te)? 
+ (39 + 191e+ ı85e? +33 e3) (1-e)3 * 
I024 e!VY(2-+ 2e)° 
ni i—e 
0 ———— — 
3tre—2yi2 + 2e) 


— ⸗ etc, 


1 


Da Bier Fein Geſetz . der Sortfhreituug bemerkbar. ift, 
fo hat man eine andere Reihe für E: zu ſuchen. Diefe 
halt man fo. Es ift, wenn man Kürze, halber die 
halbe große Are der Eilipie a = ı, fißt, aus (9) 


| m Ze eo. 
E= —i|i1— —e? — — , 3e 
2 2? 2 
2 j 2 - 
I ı?. 3 


— — 6 —— m — — 2 — 
2242,62 ° 9° 22.47.62 ,g° ee ee. 
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ſimmt man bon dieſem Ausdrucke das erſte und 
zweyte Differential in Beziehung auf e, ſo wird 





| oE 7 — a 1? B 
- Zu im „26 —— | .„4e 
oe 2 (2? ‚ 29,9 344 
| + A ENT. | 
—— —2— e etc. » 
ET 3 : 
206 mi 2 1* | J 
— — — — — 2  —,— 5 5 r e 
oe? Ir 29,4 — 
| u 
— — 22 — e* etc, 
| * — FR © 5 5 + h 
- Hieraus ift 
:50E ' 58B er 1 18. 3° 
—t-.— = I14+7.3€ . zes 
get de u er 50 
| DE , 
Tr PO] .7e + ec 


Multiplicire man hier mit 1 — e’, fo wird 
( Na 4 1 — e DE 
Lem e — 
ce* e oe 








2* 2* 2 


.4 
506 — etc. | 


1 — 
=-Ih-ne- 360* 


— 
2*.4* „6° 


oe’ e de 


Man fehe jeut-E als eine Sunction von b, ber hal⸗ 
ben Heinen Are an, fo muß man um die Differentis 


De 
algleichung zwiſchen E und b zu erhalten, ſtatt Er 
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de22E — E39 | 
ſetzen nn (Differentialgleichung. 16.). 


Dadurch wird aus der vorigen Gleichung, 
1 ved’E — OEd’e I—e?! OE 
—)+ 





— 6° — ——— — —— — 
we "det de e öe 
E=o 
Nun iſt | | 
e — 1 — b 
alſo, Eb conſtant genommen 
bob 
EI — —, 
e 
ob*® 
00e — — — 
e3 


folglich 
I—e be 1 —'b? 
de de üb Sb» 
oe ob _ ob 
de ber ” b(ı-b?) 
Hiermit erhalt man aus der letzten Gleichung dieſe 
öcE ı+-b’N oE 

N — h®N — — — — E= % 

(a —b*) Sb: ( 1 55 + o 
wilche zur Entwickelung von E nach b dient. Um 
die Form der Meike, welche E durch b darftelle, zu 
beftimmen, entwicfele man die beiden erften Glieder der 
Rabe in (31), indem manje = Ya —b) = 


I : : 
a : b+ — etc. macht, bis zur zweyten 
. | 


I 
Potenz von b, fo finde man E =ı — z b + 


* 
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Dan ſetze demnach E=0Q + Rlog“, wo Q 


und P zwey nad) den Potenzen von b* fortjchreitende 
wleahen anzeigen, fo ift 


°E =2 a. R 
5* _ Tu 
OOE _88Q ER,  4_,Rı R 





ob" — be in eben 
Bringt man diefe Werthe in die Differenrialgleichung 


zwiſchen E und b, fo entftehen, weil die in log - muls 


tiplicirten Glieder für fih o feyn müffen, zur Beſtim⸗ 
mung von Q und R diefe beiden Differentialgleichun— 
gen 


coR ı+ ben 





Ge ul — oA) 
a9) coQ — 
— — 
— 
—— — 


Ba en 
fo ih = ab + afbs + OybsHgöbrt ... 


22 Fa 
—* = 2a + ı2Ab!-+- 30yb* 456b +... 


wodurch aus der Gleichung (I) wird 


(86 — 30)b? + TA — ı5 ß)b* 
+ (488 — 35 y)b° + etc. = o, 


alſo & unbeftimme — Man kennt deſſen Werth 


aber ſchon, welcher iſt, und bat nun, weil die if 
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be, b#, b* u. ſ. w. multiplieirten Coefficienten o feyn 
muͤſſen, | 





I. 1.1, ’ 
6 28 a — am —3 
8 2, 2. 2.4 
15 3 S | i.1.3 3:5 
= - = B=-- | 
7 24 4 . 2.2.44.6 
35 S.7 1.1.3.3.5.5.7 
ö=m —- y= = [| 
48 7 6,8 Li 2.2.4:4,6.0.8 
u. f. w. 


Um die Glieder ber Reihen für R und Q kei: 
ter zufammenziehen zu koͤnnen, und weil überdieg 10 Zu 
me von A abhängt, Ifeße man - 


(= + K’ab2 + K’'ßb+4 + K'ybs + K'vöbs 


| | + etc, 
| °0Q 50 Een > 
Sucht man nun 5b’ Zn und bringe die Wercthe 


| oR R 
verfelben nebft denen von 5 und her in(ID, fo ers 


hlt man zur Beltimmung von K’, K’", u, ſ. w. 


K fenne man ſchon, es iſt naͤmlich K — — ) 
folgende Gleichungen | 
sK"B— 3Ka —- 6ß-aamo 
2K — ı5K’B — 10y + 8ß =o 
SKYO — 35 Kıy— 145.-+ ı2y=o 
Da num | 


B= 30, 24y = ı5B, 488 — 358 
uff. fo wirb | 
| 66 — 4a 
U we Ä 
ö =. * 1. 34 
— 107 — 84 
Ku m Ku —— ———— 
F * 3:5ß.. 
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140 — 127 
Rvz KU 2 —ñ— 
Tr 
u. ſ. f. 


wo das Geſetz der Fortſchreitung klar iſt. Entwickelt 
man die Werthe wirklich, ſo findet ſich 


K'=-K— RER 








12 12 12 
1 
— — [u — 
3.4 
Ru — — KR’ — — K' — — — — 
60 ı2 30 
— R' — DS — 
3.4.5.6 
Kr— — Rt —— 43_ — — RK — — — F 
840 30 56 
kur — KM — — — w 
5.6 128 


Bejeichnet man alſo die Coefficienten vom zweyten an 
Kr, Ku, Ku, durch A, B, C, D, fo iſt 


Ezi Fo be (og ()-7) 
+5 = b4 (18 (4) -1- —— 


— er See (7) Am -7 





3.4 
— Br e 2.4 1 1 
8 — — u. — —— — 
—— oe. 4? 62,8 b (os G ) -B 5.6 7.8 


4 etc, 


Euler hat dieſe Reihe für den Quadranten einer 
Ellipfe von großer Excentricitaͤt gegeben in einer Ab⸗ 
bandlung de rectificatione ellipseos, welche die legte 
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Stelle im 2ten Th. feiner Opusculorum varii argu- 
menti einnimmt. Sein Verfahren, zu derſelben zu 
gelangen, iſt bier etwas vereinfacht. Will man a im 


- Ba re E 
die Reihen wieder einführen, fo hat man nur 7 


h | 
: fact E, b zu fegen. 


2. Die Rechnung für einen hyperboliſchen Yo: 
gen im Falle eines der Einheit fehr nahe fornmenden. _ 
n, läßt fih auf dieſelbe Arc, welche in (30) für die 
Elipſe gebraucht it, anftellen. Wenn: aber e an der 
Elipſe oder n an der Hyperbel nicht fehr nahe an o 
oder 1 fallen, fo giebt es für die Berechnung eines el: 
hptifchen oder hyperboliſchen Bogens Feine vorzüglichere 
Nethode, als die von Lagrange, in (ntegralformel, 
81.) erwähnte, von welcher hier die Anwendung auf 
die Ellipſe nach Legendre gezeigt werden fol. 


Das Element Os eines im Gcheitel der Fleinen 
Are anfangenden elliptifchen Bogens s iſt, menn bie 
große Are — 2, und die Abfeiffe aus dem Mittels 
puncte x—sin O gefege wird, — 20 y (r— e’sinP’). 
Da e<ı, fo feße man noch e — sine, fo wird 


_ es __86Cı —sine’sinG°) 
ds ⸗ 80 VC(A — sınE sın® —— 
(r+cose)sinGcos® _ . _, | 
a 
cos PD’ — cose sin®? | 
fo wird — m {c056l 


V (1— sin e* sin @*) | 
wodurch alfo für sine = ı, sin®’ — sind, cos@ 
— cos® wird. Ferner giebt die Differentiation 

30 — (1 + cose) (cos®? + cose sin 02) 89 


1 — sin & sin D*, 
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I coseE 


— = eins, 
+ cose | 


Man nehme noch 
fo wird 
V(ı sin e* sin 9") = 


Folglich 


cos$* + cos e sin ®*® 
V (1— sin e’sin 2°) 





20 60 
Vlı—sıine’*sin®'?) —.Y (ı—sine’sın 9?) 
— co. 
" — V(ı -»sine'sin®®) 
— Be Bu oo‘ 
1 + cose Ylı—sine”sin®') 
_.V sine‘ oo | 
| — sine YV (ı—sine* sin®‘?) 
weil a 
a (1 —cose) (ET + cose) sin e? 
sin = — _— um, 
(1 + cos (1+cose)®? 
Zur Beſtimmung von sinP dur sin‘ erhält man 
folgende Gleihung (1 + cose)* sin - 

((1 +#coss)', + sin e® sin’) sin 0° Z — sın 0% 
sin e? 
(1.4 cose)? 

— I 4 sın e’ | * | ‚ 
ee durch Divifion mit (7 + cose)* fi 


0 








welche, weil — sine‘, und — 


I + cos 5 


in diefe verwandelt sin O* — (1 + sine’ sin$'’) sin$* 


(1 + sine’ )’ sin $* 
en Hieraus ift 
ı + sine'sind”-cosQ’yY (1-sine‘* sin®'*) 


2. 


‚‚snp =. 


Der in das Radical multiplicirte Tgeil muß mit 
dem Vorzüihen — genommen werden, damit für 
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sine = 1, wodurch auch sine! — ı wird, sind = 
sin OÖ’ werde. —J | 
Subſtituirt man den gefundenen Werth von 
56 
Vi — sine? sin,9?) 


sınsVY sine! 
V — ,cosGhldof 


sin©® und von in dem Ausdru—⸗ 





de für ©8, fo wird Os — 
2 


V sine 99 
sine Vl— sine? sin 9°) 2 
sine? sine? sine’ sin a! 
[: — 42 Fi 2 
Der erfte Theil hier ift für ſich inregrabel, der andere 
fange von der Tyntegration einer Kormel, wie 
(A — Bsin O*) 50 
Vi—sine’sin®®) | 
begreift, ab. Der Mortheil der vorgenommenen Nes 
duction aber beftehe darin, daß sine’ Fleiner als sine 








‚ welche die urfprüngliche unfer fich 


i *J 1. 
il; denn es liege zwiſchen den Graͤnzen pi sine® und 


ine, Man würde alfo, wenn man den obigen zwey⸗ 
ten Theil in eine Reihe auflöfte, und integrirte, in Abs 
ht auf sine‘ eine fehnellere Convergenz erhalten, als 
derher in Beziehung auf sine Allein man kann 
dieſe Reihenentwickelung erfparen. Man darf naͤmlich 
tie obige Meduerion nur aufs Neue bey dem zweyten 
Teile der Formel für Os anbringen, und dies Verfaßs 
tn fo lange wiederhofßlen, bis man zu einem sin em) 
gefommen ift, welcher Flein genug ift, um vernächläflige 
werden zu Fönnen, alsdann Fünnen, weil sin Om)! <ı, 
(sin (m) sin Hlm))a und, See 

sine’ sine’ sine’. .,... sine(m) sin O(m)a 

— — 





a | 
um fo eher vernnchläffige werden, und der Teste Theil _ 
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bes Ausdrucks für Os wird Cm) multiplicirt in ein 
Conſtante; wodurch dann s felbft fehr leichte gefunder 
wird. Das ganze Verfahren wird fogleich klaͤrer wer 
den. Man ſetze 


(1 + cose') sin! cos 0 
V — in e sin 9") 
ID cose 





— sin O4 





fo wird 

0! 

V (1 —sin e'*sin.®’?) | 
_ V sine‘ 80 
sin® "V (rt — sine’* sin p"'®) 
und sinQ'% — 
ı + sine”sin ©" — cos@" Y (1 — sine" sin P" 
RG ar AR IRB SER ee 
2 


auch 
sine Y sine‘ 
a c 


Os = 0sö' 29 


sins Y eine’ sine’ 
4 J 
V sin €’ sine”! 09 


einssine V(ı— sine“sin p'ra) 


cos 6% 9 





-+ 


sinse® sine sine’ -sine’sine’ sine‘ sin$'% 
I ne wi 











— un 


2 4 4 
Macht man aufs Neue 
| (t + cose”) sın ®'’ cos — 
V(r—sine”*sin 9“) 
1 — cose' 
ı + cos e 











in Qu 


* 


= sine"! und ſo fort, 
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wo sine, sine’, sine’, sine” u. ſ. m. eine ſtark abs 

nehmende Reihe bilven, fo wird, wenn man die Yrans 
1 I N | 

je der Werte 0, — 9, — —— OU ... duch 
2 4 | 


® bezeichnet, durch Integration 
sine Vsine sine sine sine” 


— ⸗no 4 
‚. ney sine’ sine” sine” 
+ — ol a rare ae 

8 
+KL®. wo 


K 2V sine! aY'sine 2Vxine““ 
sıne sın £' sın e'' 





— sın$" 





sinß" — etc, 


er 5 —460 


und 
sine: sine’sine’  sineisins' sine‘ 


200.4 8 
i — ett. 
_ sine’ sin e'®sine” sine" :ine” Er 








 4sine' . 2 | 4 
— etc. 
ducch Zufammenziehung der drey erften Glieder iſt, 
und feine Conſtans hinzugefuͤgt zu werben braucht, 
weil für P = O, auh 9,9", 9" .,..=0 
merden, und s verſchwindet. | 








Verlangt man den elliptiſchen Quabranten E, fo 
10 = M und sin ot — cl m I, 


alſo H' = - ferner sin — 0, cosp! = ı, 
ud OU — 2m in nehmen, weil P’’ mir 9’ zugleich 
wächft- vermöge der Gleichung 

200 — sın e’ V(ı—sine’* ein ou 
V sine" Y(1 — sine :sin P*) 
worin die Radicalien pofitiv genommen werben, 


oQ' 
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des Ausdrucks für O5 wird SEM) multiplicirt in eine 
Conftante; wodurch dann s felbft fehr leicht gefunden 
wird. Das ganze Verfahren wird ſogleich klaͤrer wer⸗ 
den. Man ſetze 


(1 + cose’) sin®’ cos©’ 





== sin Q'! 
Ver sin e'*sin 9") ? 
ı—cose : _ - 
und — — — sıne" 
ı + cose 
fo wird 
op’ 
V (1 —sin e'=sin.®’*) 
_ V sine‘ 9 


GE Fr — — — 
sın g' V (I — sin gr sın 5 
und sing" — 
ı + sine”sin ©" — cosQ" Y (1— sin e"* sin ©°) 
—, ——— u au u — —— — — 


auch 


sine Y sine‘ 








05 — os O 80 
sine Y sine’ sin e“ 
eu cos H' 90" 
4 X 
V sine! sıne!! 94 





+ 


sins® sine sine! -sine’sine'sine‘ an 
I u 


einesine' Vü — sine” sing) 
| 4 u 4 
Macht man aufs Neue 
(ı + cos") sın Ol os er 
V(r—sıine‘*sin 9) 

1 — cose' 


ı + cose' 











in gun 


y 


— sine”! und ſo fort, 
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fo sing, sine’, sine”, sine” u. ſ. w. eine ſtark abs 
nepmende Reihe biloen, fo wird, wenn man die Graͤu— 


je der Werthe 9, — 9, — 94, QM... durch 
& | 


® bejeichnet, dur integration 
sine Ysine , siney sine‘ sine” \ 


I — sin: + 


En 





ind# 


4 ine Vsin e’sine” sing’ 





sin 9% 7 etc, 











8 
+-KLP, wo 
2V sine! 2Y sine” ay sine! | 
—15 — —— ii: co 
simẽ sın ẽ sin €’ 
und 
L- sine sine’sine®  sine'sins’ sin e'# 
Kae 1 — — —— — — 3 — — — — 
2 4 8 
— etc, 
sin e* sin &?sine” sine sine” sine’ 
EEE, nn 1 — — — — — 
 4sine' 2 Ä 4 
san etc. 


duch FZufammenziehung der drey erften lieder iff, 
und feine Conſtans Hinzugefügt zu werden braucht, 
mal für P = 0, auh 9,9", 9" .,..0o 
werden, und s verſchwindet. | 


Berlange man den -elliptifchen Quadranten E, fo 


% 


. N I R. — 

Od S, und sin@' = o, cos— — I, 
2 * 

ao GH — ° ferner sin O = 0, cosp! = 1, 


und O4 — 2r — nehmen, weil 5“ mir 0 zugleich 
wähft- vermöge der Gleichung 


2 u 
300 — sın € V (r—sine'* sin ®''\ 
V sine" Y(r — sine sin P*) 
worin die Radicalien pofitiv genommen werden, 


09 
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N Eben fo wird 9" — ar u. fe w. Demnach 
| U 
ift die Öränze der Werthe — 9‘, a ON, ; Gt uf 
| | 2.04 
I 1 
w. x und es wrd E — "RL 


33. Die Berechnung der Winfel 9%, 0” wf. 
w gefchieht am leichtejten nach den Kormeln 
tang (P' — 9) = c0se tang 9 
tang (P — Pl) = cose! tangh! 

u. f. w. welche aus den obigen folgen. Es ift names 


lich 
— (1 + cos :) — 
cos BD’ — cos esın D? 
_tang ® BP + cosetangP 

— 1 — coss tang. tangẽ 
Setzt man cose tang — tang V, fo iſt das Glied 
rechter Hand = tang (0 + vY), alfo 

P—o0=Y 
‚oder tang ( — Q)= coseitang®, 

- Den Winfel W bat man in demfelben Quadranten wie 
© zu nehmen, weil das Verhälmiß je zweyer Winfel 


der Reihe 9, 9’, 9, 9%, u. ſ. w., fich dem von 
ı : 2 ohne Ende nähert. 

Beyſpiel. Man verlangt den Quadranten ei’ 
‚net Ellipfe deren halbe große Are=ı, halbe Elan = 
=, iſt, wie auch den Bogen, BR der Abſeiſſe 


— 4 vom Mittelpunete an gerechnet, — 


un 


u 


1 * * 
Hier iſt alſo cose — -, mithin & = 60. 
| 2 


Dadurch ergiebt fich vermöge der Formeln 
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— Bi 
sın& = tang — t? 
2 
% j I / 
ne’ —tang — ei’ u.ſ. w. 
= 
⸗ 19° ag! 16°, 395 gl — ı? 41! 12“ 753 


7} — + — 
0% o a4 713; EY 0° 0! ol, 00, 


Hier ift alfo 





x 2 V sin er aV sine” 2YV sine 
nd — — — — — — 
sine sine‘ sin e’’ 
Sy sin all 


D sineysine'sin e 
sin &*? sine'®sins’ sin&®sin&”sine’H 
2 — ı — _— 
4sın &° 2 4 
und man erhält logK — 0,137633051.=0,5615801 
und damit EZ 1,211056 + , 








Ferner ift sind = x = 0,8060000 und Da: 
duch finder fich | en 
532 7 480, 97 


iD = 

‘= 86 49 ı2, 6ı 
| "= 173 26 52, 38 
2 2346 53 54, 88 
a Di, 


j 1 1 


43° 21° 44", 36 = 0,75681529 in Theilen des 
Halbmeſſers. 


Weiter erhaͤlt man 
1 2 - 0 | 4 
- sinG' sine Ysine! — 0,249615t 
2 

— — | 

F sın @'' sıne Y'sine’ sine’ = 0,0023479 


— 


p 
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1 f} “ “ . * 
sin 0 sin e V sine sın e sine! —— 0,0000343 


KL® = 0,5834915 
und dadurch s — 0,8354202 


Die mechaniſchen Quabraturen geben mir E jivis 
fhen ı1,2110553 und 1,2110561 5 ben Bogen 5 
findet Montucla (T. IH. S. 203) nah Simpſons 
Anndberungsformel (Dundratur, 140.) = 0,828242. 
Es find dabey nur fünf Ordinaten gebraudt. 


34 Man Fann die Reihe der sine auch rüds 
wärts fortſetzen, und dadurch s von dem Integrale 
(A — B sin 9°)99 
⸗ V (i—sine sın P*) 
willvon Eins verfchieden if, abhängig machen, Da für 
sine=ı, jenes Integral = Bsin® + (A — B)X 


I = Bsinp +{A—B) logtg (45° +—Q), 


fo erhält man hierdurch eine Annäßerung zu dem wah—⸗ 
ren Werthe defjelben, mofern nur cose sin® gegen 
cos® vernadhläffige werden kann. Wir find gezwun⸗ 
gen, wegen der weitern Ausführung und Entwickelung 
auf Legendre's Exerciges de Calcul integral. Pa- 
is. 1817. zu verweifen, wo diefer Gegenftand umſtänd— 
lich behandelte if. Man finder dafelbft auch die Ans 
wendung der Sagrangifchen Methode auf die Hyper⸗ 
bel, indem der Linterfchied eines hyperboliſchen Bogens 
. bon dem Gtüde der Verührenden an dem Endpuncte 
defl:lben, welches von dem Perpendifel aus dem Mit⸗ 
telpuncte auf die Beruͤhrende abgefchnirten wird, durch 
‚ eine Reihe, wie bier für den elliptifchen . geges 
ben if, dargeftelle wird, 


wo sine fo wenig als man 


35. Die ellipeifchen und hyperboliſchen Bogen 
bilden eine eigene Klaſſe tranſcendenter Groͤßen, da ſie 
aus einer unendlichen Reihe Glieder beſtehen, deren je⸗ 
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des ſelbſt wiederum eine unendliche Reihe giebt. Man 
kann ſie als die naͤchſte Gattung der Tranſcendenten 
nad) den Kreis⸗ und logarithmiſchen Funetionen anfes 
hen. Maclaurin und d'Alembert haben fich zuerft das 
mit beſchaͤftigt, die Integralformeln aufjufuchen, welche 
fih auf die Rectificarion elliptifher und hyperboliſcher 
Bogen bringen laflen, jener in bem Treatise of Flu- 
xions. $. 798 u. folgg., diefer in den Berliner Mes 
moiten für 2746 und in feinen Opuscules. Nachher 
bat Euler diefen Gegenftand in den Nov. Comment, 
Petrop, T, X. behandelt. Landen entdecte ven 
merkwuͤrdigen Gas, daß ein huperbolifcher Bogen fich 
bermitselft zweyer elliprifhen Bogen zufammenfesen 
list, Philosophical Transactions 1775. Dadurch 
werden die Tintegrale, welche Maclaurin und d'Alem— 
bere für folche, die von der Mectification der Hnperbel 
abhaͤngen, erflärt Hatten, allein von der Nectification 
der Ellipſe abbangig. Legendre erwies in den Mem. 
de l’Acad. de Scienc. 1786. $andens Gas auf 
eine einfachere Art, als vieler ſelbſt gethan harte, und 
jeigte, daß fich die Mectificafion irgend einer Ellipſe, 
immer auf Die Rectification zweyer andern, davon die 
eine der geraden Line, die andere dem Kreiſe fo nahe 
fomme als man will, bringen laſſe. M. f. die vorhin 
angeführten Exercices de Calc. integral. 


36. Die Parabel, melche den Übergang von 
der Ellipſe zu der Hyperbel macht, it durch eine einfas 
de logarithmiſche Formel rectificabel. Ihre einfachite 
Gleichung iſt, ax — xy, alfo ıhre Differentialgleichung, 
ax — ayoy. Daher ift das Differenrial des Bo— 


gend, Os — yV(: +2). Man fege 


2y 1 
— öv — -a0 
z u, fo it oy . a U, und 


0 — - aduy (I 2 uu.) Darans iſt Integtal 
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formel, 69. 50.) os 
uva) + 
in va Lö, 17 Ta + uu) 
und ferner 
i J F 
s =-myttm+, a log (YCı+uu)+u), 


wo die Conſtante in beiden Theilen S © ift, weil ber 
a in dem "Scheitel anfangen fol, wo u=o 
iſt. | 


She u deſſen Werth zuruͤckgeſetzt, ift 
8 — Iy (aa-+ 4yy) +-alog. V lat 
”. 298 — 4 | a 
37. Füur bie Ordinate y deren Werth Wax gu 
fest, iſt 
s=_V (ax+4Xx) +alog . 


Es ift. von der Zahl des Logarithmen das Qua 
drat genommen, und dagegen ber Logarirhme halbırr. 


athsx+ Varta) 
a 


Dieſes Integral findet man auch unmittelbar, 
wenn man Os durch x und x ausdruͤckt. Es ii 


1. a a 
oy. — 3 0xV und Os — 0x v(: + * 
a 4 4x 1 (40x -4 4x) ↄx 
— — — — — g In⸗ 
x 2 Vi(ax + 4xx) Das In 
tegral wird, nach Abſonderung des Differentials 
1 | | 
a 9. V (ax + 4xx) aus Integralformel, 56. 9% 
funden. 


— dXV 
2 





33. Es fen an der Parabel (Fig. 11.) PM 
== y,QN = z, fo ift der Bogen 


Keetification. — 229 


2 | y "m 
MN =- V (aa + 4zz) — — ya + 45) 
Vlaa+ 422) + 22 


I 
er 1 
= 4 : 2 V(aa+ ayy) + 2y 


Kectification einiger andern krummen -Einien. 


39. Die Curve fen eine parabolifche, deren 
Bleihung ift x — ry”, won eine ganje oder gebeo⸗ 
chene Zahl ift, und die Größen als Zahlen befrachret 
werden. Es iſt &x — nry”"=!dy, und das Differen: 
tial des Bogens Os — Oy Y (1 + n!r’y!n2), Das 
Integral iſt algebraifh, wenn ı = 2k (n — ı) 
it, wo k eine ganze pofitive Zahl bedeutet. Denn es 
it, zufolge Tpntegralformel , 59, das integral, 
fs"”(a+bx")Pöx, algebraifh, wenn m — (k-+ı)n 
iſt, wo k eine ganze pofitive Zahl iſt. Es muß alfo 


in unferm Differential, wo m — ı ift, und 2n — 2 
flatt des Erponenten n fteht, das Neciprofum von n-ı 
| j am-+1 





eine gerade Zahl: feyn, Das iſt es, wenn n= — 


— ⸗ 5 

iſt alſo, wenn n die Werthe * = u. ſ. f. hat. 
NEE: 

40. Es fey 1*7 fo iſt x = ry?, oder 


x» — r'y3, und wenn die Gleichung homogen gemacht 
wird, ax? — ys, wo nun a, x, y gerade. Linien bes 
deuten. Die frumme $inie ift die Evolute der.gemeis 
nen Parabel, (Evolute, 6.), gemöhnlich die parabola 
semicubicalis, auch cubica secunda genannt. 


Es ift für dieſelbe ds — avi 2 2,2) 
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4. Es ſey n Ep if die Gleichung für die 


Curve, x? = rty?, oder axt = y’, wo a flat = 
gefesst " Nun ift | | 


* + 2 409} dy. 
Man ſetze * u, und behalte n’ für m 


ff it os =a(ı + n u? y2 ou. 
Die DVergleihung mit der Formel IV. a. a. O. giebt 


—— ara 
24 3.5 
fe + nF au 


Ferner ift 

Fat mu u La Haruhe, 
Folglich iſt | 
Per — * = 2.) + wu 


Setzt man für u, feinen Werth zurüc, fo ift - 
s= (&) ae >) ) x 
Ber) 2oL 


wenn s fir y = o verfchwinden fell, 


SITZ 





Iſt aber n ⸗ —— lo ift 
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and 2— 
2 


eine ganze Zahl. Das Integral ift nun theils alges 
braiſch theils logarithmiſch. Man fege y’rı = u?, 
oder y u, alo y— url), — y- — 


— vet) du = („am — 1) u? du. Nun 


n— 1 
iſ d — (1 + nryı)coyz=(2m— uꝛr⸗⸗ x 


(1 + n’ru®) ou, Bey der fucceffiven Integration 
nah Integralformel IV. 59, wird der Erponent bes 
Fattors um jedesmahl um 2 vermindert, und fo 


fommt man zuletzt auf das —— (1 FB: Er ou, 


‚„ und das Heciprofum dabon m | 
m I 


wovon das Integral iſt — 14 nr we)’ + 


N Zu : 
are : (9.00.69) Der zweyte | 
Theit ift fogarichmifch (a. a. D. 50.) 


43. Die parabolifchen Linien, deren Bogen ſich 
auf Logarithmen bringen lafjen, find alfo diejenigen, 
für welde it ax =yy; ax —y’; ax’ y“, und 
ſo fort. 


44. Exempel. Esfyn — alſo ax’ = y%, 
EN SE. 
Nun it Os 08 v(i + = (=) 3 Man fege 
1 
Pzu, adoy=u; 9% — 30u du; auch fey 
ıh (ı\? 3 
(2) —b, fo it ös = zu’(r,.4 bu?) du. 
Daraus . ntegralformel, 69.). 


u’du 


een, 


n—1 
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Ferner iſt (eb. daſ. 61.). 
usdu x 


7 ı + bu‘) zh 
i 1 


u ( buy 
du 
rc + bw’) 


I auyb _, ss 
v5 [a ba Ey Lrbur) Fuyb) 


Aus diefen. Werthen folgt 
ER A ne 
=. F ta va 
75108 (Ve + bu) + uvb) 


wo bie Conſtante Null ift, Setzt man den Werch fir 
u zuruͤck, fo ift | 


—— 
rel HEHE) 


45. Wenn ber Exponent n eine andere Korm 
als die beiden hier betrachteten hat, fo iſt die Differen: 
tialformiel für Os nicht inregrirbar, und das Integtal 
laͤßt ſich auch nicht auf ein logarithmiſches bringen. 
Denn, wenn man y’’ S u ſetzt, fo wird 

— | 
es = “ur ouVY(ı+ mtru), wo 
n—2.._ 


Feine ganze durch 2 cheilbare Zahl werben kann, 
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2m 
außer, wenn n = — iſt. 
2m— ı | 


46. Die parabolifche Linie, deren Gleichung ift 
ax® — y®, iſt die erfte, welche rectificirt worden ift, 
von einem englifchen Marhematifer, Wilhelm Meils- 
Er machte feine Entdeckung, die viel Auffehens errege 
te, im Fahre 1657 befannt. Der Beweis, den er dar 
von gegeben bat, fteht in Wallıs Abhandlung über die 
Enfloide und Eifjoide, in einem Anhange, Operum, 
T. J. p. 557. Es ift ſehr undentlih,. Eben dafelbit 
befinden fich auch die Beweiſe von Broundfer und 
von Wallis ſelbſt. Wallis hatte es als ein Mittel 
dorgefchfagen, für eine Frumme Linie zwey gerade zu 
finden, zwifchen welchen ihre Laͤnge enthalten fen, daß 
man die Duadratwurgel aus der Summe der Quadrate ' 
von dem Unterſchiede zweyer Abſciſſen und DOrdinaten, 
das it VW  Ax® + Ay®), berechnen, und eine Anzahl 
folher Wurzeln an dem gegebenen Bogen fummiren 
follte. Arithm, Infin. Scholion. Prop. 38. Es 
kann feyn, daß durch diefe Bemerkung Neil auf feine 
Merhode der Mectification geführt üft, 


Don Hepraet fand um diefelbe Zeit mir Meif 
die Rectification der Eurven auf eine andere und all..s 
meinere Are. Er bringe die Rectification einer geges 
benen Eurve auf die Quadratur einer andern. Meil 
fand, wie Craige bemerft, (Methodus figurarun 
p. 30.), nicht die Mectification einer gegebenen Curve, 
fondern gab eine Frumme !inie an, die fich rectificiren 
läßt. Hevraet gründer gründet feine Mectification auf 
folgenden Gas. Wenn an einer Curve eine Ordinate 
fih zu der Normale verhält, wie eine gegebene gerade 
ju der Ordinate an einer zweyten Curve, fo ift bie 
Fläche diefer lestern gleich dem Rechteck von jener ges 
gebenen geraden und einer geraben, die dem Bogen der 
eritern don einem gegebenen Puncte an gleih iſt. Er- 
führt ‘die parabgla semicubjcalis zum: Bepyſpiele an, 
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auch die andern abſolut rectificabeln Parabeln, und 
bemerkt, daß die Rectification der gemeinen Parabel. 
von der Duadratur der Hyperbel abhaͤngt. Gein Auf 
fag ılt der Schootenfchen Ausgabe von Cartesii Geo- 
metsia bengefügt. Zur Erläuterung feiner Methode 
‚diene dus folgende. 


Es ift die re an einer Curve A= 


v(r + (— =) )= =, An der Eure B 


fen die Ordinate = z, und y: == zarz, all 


aos | 
2 = und zcx —aos, Daher iſt die Area der 


Curve B oder [20x = as. 


Huygens fchreibe die erfte 'Nectification dem 
Hevraet zu. Neil habe fie nicht vollitändig gekannt. 
Denn er babe nicht gewußt, daß die von ihm rectifi⸗ 
cirte Linie den Geometern längft bekannt gewefen war. 
Er eignet fih einen Ancheil an Hevraets Erfindung 
zu, weil er im jahre 1657 vie 2änge. der apollonls 

fchen Parabel dur die Quadratur der Hyperbel be: 
ſttmmt, auch Hevraet die zu gleicher Zeit von ihm ge: 
fundene Complanation des paraboliſchen Konoids ers 
fahren habe, wodurch er auf die Musmeflung der pas 
raboliſchen Bogens habe kommen fünnen. Diefes feheint 
fehr gefucht zu ſeyn. (Horolog. oscill. P, I, 
Prop. 9.) | 


Um diefelbe Zeit fand Fermat, nad einer ihm 
eigenen Merhode, auch die Mectificatton der femicubi‘ 
fhen Parabel. Sein Aufſatz fam 1650 mir emer 
Schrift des Jeſuiten talouere über die Cykloide her— 
ausz iſt auch in feinen Werfen befindlich. Er fucht 
das Verhäln:ß zwifchen dem Stuͤck auf einer berüß: 
renden von dem Beruhrungspuncte an bis am den 
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Durchſchnitt mit einer folgenden Ordinatenlinie, und 

dem zugehoͤrigen Unterſchiede der Abſciſſen. In 
eben dieſer Schrift zeigt er auch, wie durch ſolche Ab⸗ 
ihnitte auf den berührenden zwey Graͤnzen für vie 
länge der Curve gefunden werben. Ä 


Für die Ciſſoide ift die Gleichung, 


| a 
= >= y*, oder F — N =y, Hieraus 


iſt die Diferenilglihung für dieſelbe, 


X 











—— ey — 


Ga -2 — — aut 
4(a - x) 

4as — za'x 

4(a—x)} 

adx 4a — 3X 


a 


os 





2(a—x) ar 
Diefe Formel zu integriren, fee man nach Integral⸗ 


formel, 48. II, I —— 





= uu, fo iff ga auu= 


3x— xuu, oder weil uu größer ald 4 iſt, anuu—4) 
— (uu — 3) x, ao = ——; a—x 
| uu—3 





= — Aus der letztern Gleichung folgt etwas 
audu 


2 
leichter als aus dem Werthe von x, daß dx — armer 
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| Folglich iſt 


u im. Zähler — — wie im Nenner, ſo ſondere 
man durch die Divifion einen Theil des Differentials 
ab, damit der Zähler niedriger als der Nenner werde, 
nach Integralformel, 35. Es iſt 











| 08 = adu + en | 
12 Zu 3 
oder 
gadu 
os = ad | 
A ey 
Daher ift (Spntegralfprmel, an Jr 
= av3,| —V3° 
s=au+ B Heer L Gone, 


Die Curve fange an für x — 0, fo it u ⸗ 2 für 
diefen Werth von x, und Const — 


AR u 
| 3+V3 








Alſo iſt 

231 log (@+V 3) (u—V3) 
en 3 'G— ZyVs)(urV» 
oder 


= a2) + ay3.lag. © re 3. 


Setzt man für u feinen Werth durch x, ſo wird dei 
Bogen unmittelbar durch die Abſciſſe erhalten. Fuͤt 


I 
= 74 ift s der innerhalb des Quadranten ent 


baltene Bogen der Eifjoide, und um v5. Alſo if 


Diefer Bogen _ 
et; AU, 


v2 
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Newtons Finftlite Conſtruetion ſehe man nach in 

deffe'ken Methodus flux et ser. infin Probl. XII, 

exeimpl. 5. Sie gewährt aber nicht die Überjicht wie 
die Hehnungdformel, 

48. Kür die logarithmiſche Linie ift bie 

— — 4 JOX 

Subtangente eine beſtaͤndige Linie, oder es iſt = 

= a Daraus 


de ⸗ 2y ( 4 — 


Die Integration giebt 


dy 
ram” 
und | , 
ey’ V(aa 4 yy) — a 
— __ an ln, 
arm ak — 
Alſo iſt 
8 = Y(aa + yy) 4 alog, —— air 
gi c. 
< dem Anfange des Bogens ſey die Ordinate = b, 
0 if 
Con. —=—y (aa 4 bb)—alog, — 


Er So mie die Mectification des Kreifes kon 
keiner andern Frummen Linie abhängt, fo haͤngt auch 
die Rectification der logarirhmifchen Linie blos von ihr 
ſelbſt ab. 


so. Eine — gerade Linie bewege ſich in⸗ 
nerbalb eines rechten Winkels fo, daß fie mit ihren 
dpuncien die Schenkel deſſelben ereffe, fo iſt die 


* 
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chen Bogen, die in vier Spitzen zuſammenlaufen. Die 
Curve in (45.) eben fü. J 


32. Die Rectiſication der Cykloide und der Epi⸗ 

eykloide iſt bey dieſen Linien vorgetragen. Die Cy⸗ 

kloide iſt gleich nach der ſemicubiſchen Parabel von 
Wren rectificitt worden. 


53. Die Rectification einer ſphaͤriſchen Epi⸗ 
tykloide (Th. II. ©. 129.) hängt von der Quadratur 
der Hyperbel ab. Hermann glaubte, daß fie abfolut 
rectificabel fg. Comm, vet, Ac. Petr. T. I, p. 215, 
Er harte fich uͤbereilt. Joh. Bernoulli zeigte ben 
Fehler in einer Abhandlung über dieſe Epicnfloide, 
Opp. T. III. p. 216. Euler hat in den Comm. 
noy. Petrop, die Bedingungen angegeben, weldhe 
die Mectification einer Curve auf der Kugelflaͤche vor—⸗ 
ausſetzt. | 24 


54. Beyſpiele von Rectificationen, wo bie Dre 
dinaten aus einem Puncte ausgehen, in den Artikeln: 
Conchoide und Spir ale. 


Allgemeine Annaͤherungsmethode. 


55. Lambert hat in dem zweyten Theile ſeiner 
Beytraͤge zur Mathematik eine Annaͤherungsformel für 
die Länge eines Bogens angegeben. Es fen AM (Fig. 
. 23.) ein Bogen einer Curve, an welcher in A und M 
die berührenden AT, MT gezogen find. - Auf AT, der 
verlängerten, nehme man die Abfeiffen, und ziehe IMP 
darauf fenfrecht, ziehe auch die Chorde AM, fo iſt na 


he der Bogen AM = - (AT+TM-+5AM) 


Es iſt noͤmlich, wenn AP—x, PM=y ge 
etzt wird, die Chorde AM=YV(xx+yy); die Enb 
| | Ä tan 
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| ö Ox 
fangenfe PT = En das Stuͤck AT—= x — 
u Zee dy 


Bi 
die berüärende TM = y (+ ) 3 und ber 


5y* | 
Bogen AM= [ex v(i + =.) Diefe Werthe 


entwicfele man nach dem binomifchen Sehrfage. Dann 
nehme man für die Curve die allgemeine Gleichung, 
y=Zax’ + bxz3 + cx+ + dx’ + etc, mo bie 
Ölirder, wie A + Bx, nicht vorhanden find, weil y 
=Zofürx = o iſt, und meil die Abjeiffenlinie zus 
gleich eine berührende ift. Denn dadurch ift der Quos 


in >? für x — o auh = o. Aus diefer Gleis 
Bi 


Gung wird der Werth des Bogens AM Hergeleiter. 
Vergleicht mau diefen mit den Werthen von AT, TM, 
AM (der. Ehorde), fo ergiebt fich Die angegebene For⸗ 
nd. Mur iſt noch noͤthig, aus der gegebenen Gleis 
Sung zwiſchen andern Koordinaten die Werte von 
AT, MT und AM herzuleiten. | 


56. Ein Bogen einer krummen Unie laͤßt ſich 
auch mit einem Bogen eines Kreifes vergleichen. us 
Ir hat dieſes gezeigt, in einer Abhandlung de reduc- 
tione linearum curvarum ad arcus circulares. 
Comm, Nov, Ac, Petrop, T, II, &s fen (Fig. 
24) AB eine krumme Linie, MN ein Bogen derfelben, 
an welchen in M und N die berührennen MT, NT 
ogen find, und die Normalen MP, NP, wels 
be ſich in P ſchneiden. Man ziehe noch die. Chorde 
MN, fo ift Bogen MN> Chorde MN und? <MT 
rTN &fyMP=p,PN=gq, der Winfel 
MPN, die Amplitude des Bogens MN, = v, fo ift 


' MN = Yip® + q’ — 2pg cos v) 
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die eingeführte Größe wegſchaffen, wodurch eine Glei⸗ 
dung zwifchen x und y erhalten wird. 


58. Euler bat zuerft allgemeine Formeln für 
die Rectiſication angegeben, eine, worin zren unbe 
flimmte Differentialfunctionen einer dritten beränderlis 
chen Größe enthalten find, und eine noch allgemeinere, 
die aus dreyen befteht, in den Altern Perersburger 
Commentarien, T. V. a. a, 1739. 31. Die Analys 
fis hat er nicht beygefuͤgt. 


59. Die Eoordinaten ‘der reetificabeln Linie fenn 
x, y, der zugehörige Bogen, s, foift ? = VOx’-+°Y*). 
Dian feße Oy = pox, fo it 95 = OxyCı + pp’). 
woben angenommen werte, daß Os und x gleichnamig 
feyn, oder daß der Bogen mit den poſitiven Abſeiſſen 
zugleich zunehme Der allgemeine Ausdruck für die 
Ordinate it y = JP°x oder y = px — pop. 
(20. I, ©. 783.).* Eben fo if — 

xpdp 


EINER 


Die beiden Integralformeln fehe man als Tunctionen 
einer briften veränberlihen Größe u any und feße 


’ © 
naeh 
OP 


x = yz=p—P; s IN 
wo die Konftante noch zu beftimmen ift, Damit s für 
einen gewiffen Werth ber Abſciſſe anfange. 


= spe | 

Da xdp — oP, und Vü+p) — 80 iſt, 

fit pp =28Q V(1 - p), folglich p = 
d 2Q 


Vor 507° Nimmt man nun’ für P und 
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Q zivey Functionen von u an, fo wird p durch u ges 
geben, folglich auch Sp, und daraus erftlich x durch 
iefelbe u, ferner auch y durch die Gleichung y — px 
— P. Aus den Werthen von x und y wird die Grds 
be u weggefchafft, fo ergiebe ſich die Gleichung zwis 
[hen x und y, und baraus die Tormel für den Bo— 
gen s, oder auch mittelbar aus der Gleichung, s = 


ya Hp) — N. 


In diefem allgemeinen Schema der Rechnung find 
alle Größen als pofitive angenommen. 


6. Exempel J. Es ſey P=u; Q —— 





2a 
J udu u 
ſo iſt SP = ©u; oQ = Ti Pp = Yaıy 
> fat __ —* 
cp = g° (a? — — ou; X— Se 7 en, , 


3 
— — — Die Gleichung für die rectificable Curve ift 


2 12 
un, art — (ar —(ary)3)), oder an —(a—aty?), oder 


"+ ys = a, Diefes ift die Gleichung für. die 
in (45.) ſchon rectificirte dinte. Es folgt daraus, mir» 
tt der Differentialforınef, Os —= V (öx? + 9y’), 


I 
vr Bogen s = = (ax’)? + €; oder s —Z Const, 
2 | 


we 


22 * 
y) 


Die Formel, s = x V(1 + pP) — 9, giebt 
den veränderlichen Theil eben ſo. Bft 
a? ' ; — — u' u* | zu? 
8 — F alſo s — T | ru na 





a 
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Da u' S a — (ax), fo it s = = ax) 
’ 


Eu 
-—ıa Oder, ym — (ay), mu 
\ 2 2 ö 


ar) Fihpits=am tl)’, In 
beiden Werthen find noch die Eonitanten zu beſtimmen. 


Man bemerke, daß die eingefuͤhrte Huͤlfsgroͤße u 
einen negativen Werth hat, damit y poſitiv und p ne 
gativ fen koͤnne, leteres, weil die Veränderungen bon 
x und y entgegengefetzter Befchaffenheit find, 

DR. u? 

61. Erempel IL Es ſey P = Q=u; 

BE ucu — — a 
— audu | 

p = w—ayıı 
! | (ut — a’)3:3 — 
Hieraus wird x = — 7 x: Da biefer 





Werth negativ iſt, die Abfeiffen einer Curve aber ims 

mer pofifiv genommen werden mögen, fo gebe man bit 

Wurzelgröße p das Vorzeichen —, nehme alfo 
audu 


a 
P V iu’ — a’). P * (u⸗ — a )”? 
daber Ä | 
_ Wa wa — — 
x— F 3 y — | = — — * 
+ % 
Daraus if 


(a 2) + 2 = u?, un —a — y) =u, 


fo daß die Gleichung für die rectificable Curbe ift 


FR 
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—8 — — 26 + 2y), oder 27 ax· — 
(a + 2y)%. Es muß alfo y negativ und abfolut ges 
nommen größer als — a ſeyn. Die frumme Linie iſt 


die Neiliſche Parabel, (f. Parabeln höherer Orbnune 
gen.). Sie liege mit beiden Zweigen auf der Geire 
der negativen y, und die Spitze hat den Abſtand — 


- a von der. Abfciffenlinie in dem Anfangspuncte der 

Abſciſſen. 
Aus der Gleichung fuͤr die Curve folgt vermittelſt 
der Differentialformeln, Is—dxy (: + 7) , oder 


— 2 
ZZ — 85 v(i 4 >=) der Bogen 


(a + (ax)? ys 
— 


—2V + Const, oder 
8 (a—y) 
5 — — 4 C t. 
* + ons 
Er 
Denn es ift a’ x ’ dx = — dy, alfo 
a3 oxX x23 (a4 2y) 


Alſo iſt erfllich Os — x; (a?3 + 223)? dx, 

Bio j fax: 3 

s=(a%3 + x?) ar c=y (a —— ) 
rc 


— ; Daraus 


Zweytens Is S— 2V. 


* 
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27 a 
Die Formel s—=xylı + pP’) — Q anju— 
wenden, bemerfe man, daß, da p das DWorzeichen ge⸗ 
ändert hat, es Q — aͤndern — Dadurch iſt, 
ET A 
w . r a’ 


V (a + a (ax?) 1233) _ Bi + (ax?)t: 3)3 


RK — 
® ’ a? s Va ‚ 


wie vorher. 
2 


Hätte man angenommen P =— = und Q= 

u, fo wird die Oleichung für die Eurve, 27a = 

(2y— a). Setzt nmnP=b — * „ fo ie 
Gleichung, 27ax® = (ay-+ — a), 

62. In den Nov. Act. Petrop. T. II. gieht 

Euler zur Erfindung teetſeabler Curven folgende Zur 


mein an: 
__ dv 


2 


Sort J vsin® 


s-= fvap +2 

wo man für v eine ſolche — von sin® und 
cos®, für welche das integral [vO9 den Bogen 9 
nicht enthält, die aber fonft beliebig ift, zu nehmen hat. 
Diefe Formeln find, bis auf die Worzeichen von x 


diefelben, welche Sagrange in dem Calcul des Fonc- 
tions. Leg. XIX. zu eben dem Zwecke findet. 


Setzt man z. B. v= asin® cos 9, fo wird 


— sin® — vcos® 
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— 
> = a(c05ß° — sin"), alfo 
x — asinß(cos$* — sin ®?) 
— asin®cosQ? — — asin 6, 
—=.acos® (cos $* — sin®‘) 
+ asin®P’cos® —= acosd,, 


woraus zwifchen x und y die Gleichung y⸗ + x3 = 
2 


a? fervorgeft. Der Bogen s wird — a cos — 
ER i 345 

-sind’—a-.a sın G—a-da 3x3 + Const, = — 
2 2 2 | 
33 3% N — 

a x", wenn s und x zugleich verſchwinden. Der 
negative Werth des Bogens zeige bloß, daß er nach 
der entgegengefesten Richtung von der, Zach welcher 
die pofifiven x genommen werden, gerechnec iſt. 
Nimmt man die negativen x zu pofitiven, fo wird auch 
5 pofitiv. Alles wie in (50). 


Bergleichungen irrectificabler Eurven. 


63. Eine Curve, die nicht rectificabel ift, mag 
dennoch fo befchaffen feyn, daß darauf Bogen genoms 
men werden Fönnen, deren Linterfchied einer geraden Liz 
nie gleich ift, oder deren DVerhältniß einem gegebenen 
gleich ift. Die Unterfuchung: über die Kormen folcher 
ktummen Linien gehört zu den feinſten in der analyti⸗ 
ſchen Geometrie. Es iſt eine Gattung von unbeſtimm⸗ 
ter Analytik in der Rechnung des Unendlichen, worin 
der Gang der Beweiſe von dem gewöhnlichen verfchies 
den it, Johann Bernoulli fand, daß die gemeis 
he Parabel beide diefer Beſchaffenheiten hat. Opp. 
T. Ip. 242. Von ber erfiern zeigt er es nur an, 
die andern erweifet er durch eine Eünftliche geometrifche 
Verbindung der Parabel mit der gleichleitigen Hyper—⸗ 
bel, Seine Merhode ift alfo eine ganz eingeſchraͤnkte. 
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Auch behauptet er, daß die Differential » Methode bier 
niche helfen Fönne, Die Parabel gewährt den leichter 
ften Fall, weil der Bogen eine algebraifhe und logas 
rithmiſche Function der Abfeiffe iſt. Auch entdedte 
er, daß an der Parabel, deren Gleihung ift ax=y), 
ſich Bogen angeben laffen, deren Unterſchied eine‘ alger 
braifche Function iſt. Dieſes gelindet fih darauf, daß 
mit jeder parabolifchen Jinie eine andere dieſer Gattung 
verbunden werden Fann, fo daß zwey Bogen von dem 
gemeinfchaftlihen Scheitel an eine rectificable Summe 
ausmachen, die gemeine mit der cubifch - biquadratiſchen 
deren Gleichung iit ax® — y+ (Opp. T. I. p. 249) 
Die Eoordinaten der einen Linie feyn x, Y, Der ans 
__ xDy?3 __3x0y? 1 „Oy? 
ee N a 2 5 € 
die integration vorausgefegt wird, fo ift die Summe 
2 213.2 
x(0x — Am 
Ox | 

dem Kalle, daß an einer gegen die Abfeiffenlinie concas 
ven Curve 3x0°y größer ald 8xdy it, giebt jene For 
mel den Unterſchied der beiden Bogen, 





der zugehörigen Bogen — 


64. LHopital hat die Kufgabe von den ver: 
Hleichbaren parabolifchen Bogen durch eine geomerrifche 
Analnfis mittelſt hyperbolifcher Slächenräume aufgelöfet, 
$ect, coniques, p. 382» | 


65. Tſchirnhauſen behauptete in ben Actis 
Frud. Nov. 1695., daß er eine allgemeine Methode 
entdeckt hätte, auf jeber Curve zu jedem Bogen einen 
andern anzugeben, der zu jenem ein gegebenes Verhaͤlt⸗ 
niß habe, Den Beweis hat er aber nicht liefern koͤn⸗ 
nen, 


66. Hermann legte in den Actis Erud. 
1719 eine Aufgabe vor, welche damahls den Geometern 
piele Beſchaͤftigung gab, nämlich eine Frumme Linie 


Rectification. 281 


ju finden, deren Laͤnge durch eine Formel dargeſtellt 
wuͤrde, welche die Quadratur einer gegebenen Linie ent: 
hielte, nebſt einer oder mehrern algebraifchen Functio— 
nen. Nicolaus Bernoulli loͤſete die Aufgabe nur mit 
gewiſſen Einſchraͤnkungen auf, A, Er. 1720. Her⸗ 
mann gab ſeine Aufloͤſung daſelbſt 1723 und Joh. 
Bernoulli theilte die ſeinige daſelbſt 1724 mit. Dieſe 
waren aber noch ſehr indirect. Euler war der erſte, 
der zu einer direeren Aufloͤſung den Weg zeigte, in den 
neuen Petersb. Commentarien, T. V. in ber Abhand⸗ 
lung de methodo Diophanteae analoga in Ana- 
Iysi Infnitorum, | | 


67, As Fagnani im Jahr 1718 gefunden u 


hatte, daß auch auf der Ellipfe und Hyperbel fich Bo: 
gen angeben laſſen, deren Linterfchied eine algebraifche 
Function ift, fo fuchte Euler eine bequemere Auflöfung 
und Conſtruction der Aufgabe, folche Bogen zu finden, 
Comm. novi Petrop. T, VI. Fuͤr vie Jemnifcara 
fand er allgemeinere WVergleichungen der Bogen als 
Fagnani entdeckt hatte, (ſ. Lemniſcata). Diefes vers 
anlaßte ihn, Vergleichungen ähnlicher Integralformeln 


onzuftell Bu a 
zuſtellen, zuer ieſer, —ä—— — vu = 5 


woraus er die Integration allgemeinerer Gleichungen 
herleitete. Von jener iſt die Integralgleichung, xx + 
V + coxxyy =ce +2xyV(i— co’). (Eine 
Probe von Integrirungen diefer Arr ift in dem Artie 
fel, Integralgleichung, 47., mitgerheile. Die Lin: 
terfuchung fcheint eine Zeitlang eine Lieblingsbefchäfti- 
gung von Euler gewefen zu feyn, und erforderte auch 
einen folchen Meifter in ſchicklichen Transformationen, 


66, Da die Methode, deren Ragnani fich bes 
dient hatte, auf Gubititutionen beruhte, welche gleichfam 
aufs Gerarhewohl unternommen waren, und die vorher 
angeführte, von Euler angerandfe, auch von bieler Age 
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fchaffenheit, aber weniger eingeſchtaͤnkt war, fo nahm 
diefer fcharffinnige Analnft einen andern Weg, der dems 
jenigen ähnlich if, auf welchem man manche Integrale 
- finder, nämlich durch die Wergleichung der vorgegebenen 
‚Differentiale mit denen, die aus ben Melationen end? 
licher Größen gefunden find. „Er harte dieſes Ver— 
fahren ſchon bey der Integration der gleich vorher ans 
geführten Differenrialgleihung gebraucht. Drey Ab 
bandlungen über diefe Materie find in den Comm, 
nov, Petr. T. VII. enthalten. In der eriten (der 
Stelle mach der zwepten, p. 83.) zeige Euler, daß 
zwey aͤhnliche transfeendente Integrale von der Form 
/ Oox(A + x’ + Ext) | 

via + 0x) | 
Unterfchied haben, und macht davon die Anwendung, 
auf die Vergleihung von Bogen eines Kreifes und der 
Parabel, um den Geift diefer Methode zu zeigen, 
Yuch wird nach dieſer Ddirecten Merhode eine von 
Hungens ſchon aufgelöfete Aufgabe behandelt, einen 
Kreis anzugeben, deffen Area der Summe der Näume 
der Oberflächen eines gedruckten Sphaͤroids und eines 
bnperbolifchen Konoids gleich ift. Sie wird auf Seg⸗ 
mente bes Sphäroids erweitert. 


einen gewiffen algekraifchen 


69. Sn der zweyten Abhandlung (p. 3.) jeigt 
Euler, wie der algebraifche Unterſchied zweyer aͤhnli⸗ 
ox(A+ Bx’Ex:) 
F | vVA+CK+ Ex*) 
befchaffen ift. Es verfchwindet berfelbe, wenn B und 
€ beide — o find." Die Conſtante ift hier eine Groͤ⸗ 
fe eben der Art wie die Integrale. Euler macht da« 
von die Anwendung auf die Ellipfe, um auf derfelben 
von irgend einem Puncte einen Bogen abzufchneiden, 
der: von einem gegebenen Bogen oder deſſen Vielfachen 
um eine geometrifche Größe verſchieden ſey, und einen 
Bogen anzugeben, der ju einem gegebenen Bogen ein 


hen Integrale von ber Form / 
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beſtimmtes Verhaͤltniß habe. Diefes muß ſich auch 
auf die Hyperbel anwenden laſſen. — 


70. In einer dritten Abhandlang daſelbſt p. 
128. giebt Euler die geometriſche Conſtruction zwey⸗ 
er Aufgaben‘, die er in den. Act, Erud, 1754 borges 
legt hatte, erülich, irgend eine Hälfte des elliptifchen 
Umfanges. fo zu cheilen, daß der Linterfchied der Theile . 
geomerrifch darjtellbar fen, zweytens, auf einem ellipfis 
[den Quadranten zwifchen den. Scheiteln der Aren eis 
nen Bogen anzugeben, der die Hälfte des Quadranten 
fen. Dazu feßt er-die noch ſchwerere Nufgabe, auf 
ainer Ellipfe einen Bogen zu beftimmen, welcher der 
dritte Theil des ganzen Umfanges iſt, Die erfte Auf—⸗ 
gabe hat Boſſuͤt aufgelöfer, in den Mein. presente;, 
T. IH, allein auf eine indirecte Urt durch eine Art 
von Verſuch. Man fehe auch deffen Calcul integral, 
P. I. Ch, ıo0. nr | 


71. In dem XII. Bande der neuen Pererös 
burger Commentarien machte Euler die Unterfuchung 
hd) allgemeiner. Er zeigte, daß auf Curven, deren 
Bogen durch die Sormel, 

N "Adz 
V(A-+ 2Bz + Cz: + 2D’z3 + Ezt)’ 
Ausgedrücke werden, von irgend einem Puncte ein Dos 
gen abgefchnitien werden Fann, der einem gegebenen 
Bogen gleich iſt; und baß auf Eurven, deren Bogen 


den Werth, 

fi - Bz(A + Bz + &z: + Dz | 
V(A + 2Bz + C2’ + 2Dzs + Ez‘) 
baben, zu jedem gegehenen Bogen von irgend einem 
Puncte aus ein Bogen gefunden werden fann , der 
von jenem, oder einem DVielfachen veffelben, um eine 
Kometrifch angebbare Größe unterfchieden if, 


72» Euler‘ verfolge diefe Unterſuchung immer 
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Da die Vergleichung irectiſtabler Bogen 
eine ſo bearbeitete Aufgabe iſt, ſo werden ein paar 
Beyſpiele nicht fehlen duͤrfen. An der Parabel iſt die 
Sache leicht, wie vorher bemerkt iſt, wiewohl Joh. 
Bernoulli eine ſehr umſtaͤndliche Conſtruction und Ned: 
nung dazu gebraucht, und ſich noch wundert, daß die 
Rechnung nicht verwickelter geworden ſey. 


Es ſey an ber Parabel <AMN (Fig. IL.) 
pm = = 9 QN = z, fo iſt — der Bogen 


MN = — —VCa + 4zz) — z V(aa + 4,7) 
; 2a. 2a 


VC(aa + 422) + 22 
V(a +ay)+ 2y 


. Ein paar andere gegebene Ordinaten ſeyn p, 9 
fo. u ber — ihnen ——— Bogen 


= Y (aa + 499) — — EV ea + 4pp) 


+: — — PAR + — 
y (aa + app) + 2p" 

Seht man Beiden logarithmiſchen Größen ‚einander 
gleich, fo iſt der Linterfchied der beiden parabolifchen 
Dogen eine algebraifche Function der Ordinaten p, 9 
y, 2. Diefes wird. erhalten, wenn | 

V (aa + 422) +22 _V(ar 499) +2q 

V(aa+ayy)+2y V(aa+ 4pp) + 2p 
gemacht wird, wodurch zu jeder Ordinate y die zugehös 
rige z gefunden werben Fann. 


1 
42a lo 
———— 


77. Man kann auch den beiden Bogen irgend 
ein Verhaͤltniß nm: ı geben Zur Abfürzung fen der 


zweyte, durch p, q gegebene ee =f-+: Zelogk 
‚fo ift 
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zZ v 
„V@+ ——— 4yy) 
Pr — V(aa + 4zz) + 2z) 
4 V@a+ayy) +ay 


znf+ ma log. k. 


Setzt man den algebraifchen Theil auf beiden Geiten 
der Gleihung gleich groß, und den logarithmifchen 
gleichfalls, fo erhält man zwey Gleichungen für y und 
z, woraus dieſe unbefannten Größen beftinmi werben. | 


Die Gleichheit der beiden logarichmifchen Größen 
giebt, wenn man ftatt der Logarithmen ihre zugehoͤri— 
gen Zahlen nimmt, 

V (aa + 422) + 22 kn 
Via tay)+r2y 
da nlogk — logk® iſt. 


73. Die Vergleichung der  ellipfifhen Bogen 
iſt ſhwieriger, weil für dieſe Eeine algebraifche Werthe 
Rare finden. Man muß hier Subftirutionen verfuchen, 
duch welche die Differentiale zweyer Bogen ein intes 
grirbares Aggregrat geben, | 

Es fen die halbe große Are — 1, die Ercene 
riität — e, die Abfeiffe aus dem Mittelpunce — 
x, der zugehörige Vogen — s, fo iſt (8.) 


1 — e’x’ 
ds = 0x Y — oder 
D—x 


— (1 — e’x?) dx 

—J. vVlut=-(+e)x+ ext) 

Dan fee 1 — ex ur, fo iſt durch gehoͤrige 
Verwandlungen für x und Ox, 

u:Ou 


08 





os — 


"YMazew—u-lze) 


’ 
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Man ſuche eine Ergänzung zu dieſent Differential, dt« 
mie das Aggregat integrirbar fen. Es iſt das Dife 
rential von V((2 — e?) u — ut — (1 —e‘)) 
a (2 —e)u— - 2u') cu — 
Vvie-)jW—w—(—e)) 
und das Differential. von 
v(a—-—e)Wt—w—(l—e)) 





u 
(—e— auge cu — 
— — ee)" — ut - —— 
Es erhellt nun, daß die geſuchte Ergaͤnzung iſt 
(1 — e?) du 


J wy((2—e) u — ut — (I — e*)) 
Dieſes Differential hat auch biefelbe a wie das 
für Cs, Man hat nut ſtatt u® zu ſetzen —“ alſo 


2 — 
— Arie ftatt Su, fo verwandelt ſich jenes 


Differential in diefe Ergänzung. 

Man nehme nun eine Abſciſſe y ſo, daß r—eiy‘ 
— „und ſetze ben Dazu gehörigen Bogen = 
s“, ſo iſt 


os’ = 


— 
— 


(1 — ei) du 
T 
Die Summe der beiden Differentiale iſt 
(nr et — u!) ou 
u y(@— ee) u* — ut — (I =) 
und das Integral 


8 + s’ = Const.—, 





85 + os’ = 





V(G—e)w—ut—(ı —.e‘) 


u. 
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. — 1 — u? wet f e* 
Bil; und y’ = + . 


eui : 24 
daher x’yt — Ge — oe‘) 


et u? 8* 
Alſoiſt s + 8’ = Const. +erxy, Nimmt man x 
, Pills zo, md u — 1; daher y 1, 
und dem elliprifchen Quadranten. Dicfen bezeich: 
ne man duch Q, fo Es + s’ = Q + e!yx, 
der 8s— (Q— 8) = e'xy, Hier find s und Q 
— 5’ .ellipfifche Bogen, deren jener an dem Scheitel 
tet fleiueren Are, diefer an dem Scheitel der größe» 
ten anfängt. | | 
Die bier gegebene Auflöfung iſt der in Boſſuͤts 
„ntegralrechnung, TH. I. $. 499. ähnlich ; doch iſt 
bey der gegenwaͤrtigen der Weg gezeigt, auf welchem 
man zu derſelben gelangen moͤge. ee 
Henrn bat gefunden, daß der Punct, an wels 
dem die bis an beide Aren verlängerre Beruͤhrungsli⸗ 
nie fo groß iſt, als die halbe Summe der Axen, ven 
dliptifchen Quadranten fo theile, daß der Unterſchied 
der beiden Stüde dem halben Lnterfchiede der Aren 
gtih if, Mon. Corr. B. XXVIII. ©. 260. An 
mem Puncte ift nämlich, wie ſich ſogleich ergiebt, x 


I 
=ydhr W Sab, und xe — y — — mit⸗ 


I — 





hins ((—s) ei, = = =tr—b Man 
"he auch die Zeitſchrift für Aſtron. B. TIL. 98 ff. 


79. Die in (48.) angeführte krumme Linie fey 
BMC (Fig. 25.), die der Länge nach gegebene gerate 
Linie jwifchen ven Schenkeln des rechten Winfels A 
m DE’, und berühre die Curve in M, zu welchem 
Punete die Eoordinaren fern AP, PM. Es fen DE 
=a, AP =x; PM = y, der Bogen BM 
—s. Da PE die Gubtangente auf AC iſt, in ders 
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| | | ydx 
felben Sißcung wie bie Abſciſe, fo it PE=— F 
und ME = V (PM’ 4 rro 2*Y (+2 
9 
= — * da ox® * y= = O8" iſt. Man zie⸗ 


be MQ ſcattecht ‚auf AB, ſo iſt * —* =-% 


0X 


und MD — x (i +2 = — Volglic 
x0s _yös 


if a — — er Serwan ⸗ 
x Oy 


delt ‚in diefer Rechnung die — Differeneialgun 
tienten in abfolute. — 


Die gefundene Sleihung — bifferentürt, wo⸗ 

bey das Differential des Bogens, 08, EEE 

genommen werde, fo ift 

9x2 — x0?x dy2. — y0?2y 
ae ER 


_y 
das ft om ae "Orr 


| Da ds unveränderlich genommen iſt, fo iſt 
8.0x? + oy?)=0, und 0 — Ox0?x + Oyo?y. 


1) 
Dadurch iſt 0 xdys + yox?, oder ı — — 


Ox 
ER 
)° 
Das integral diefer Gleichung iſt F 4 y’- 


as, Denn die Gleichung x4 y® cc” en 
tiirt giebt mxm-! dx + mym-ı y= =o, das in = * 
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x m-ı 


2216 — (2) = Die Verglei⸗ 


chung mit — le Gleichung zeigt. ‚di ı — 
m =—, alfo m=- if. Die Eonftante_ c ift a. 


Denn wenn ber eine Endpunct der !inie DE in A 
fäle, fo Tiegt der andere in B oder in C, ſo daß AB 
um ACZ DE find. 
Auch ohne ein Differential eonſtant zu ſetzen, 
F— man die Rechnung auf folgende Art anſtellen. Es "fen 
=AD=u, fit tẽ + u?=a? Daher 


ot u 
tt + udu == 0, und — 7 Run iſt t 
Qu. t | 


dx u —— 
1 —, und u = = : wo das Nega⸗ 


tonfjeichen die zugehörigen Größen additiv macht, 
Daraus ift, nach einer leichten Reduction, 
_ yex9? I ver 
x0y0?x — — 
du — 7* —N —. 





nm 0t* u ya u 

— — - = —, NMan ſetze 
* Su — to x ya; Dane fee F 
Sup, —— en und 
P'y— px) 


zer ‚ bas iſt — ——— y 7 oder — 
— F 


P= 7 und > * —6 wie er 


Sf. — handelt von dieſer krummen Li⸗ 
nie in einem Auflage über die Brennlinie, Opp. T. 
l. p. 57., und in den Lect, Hosp. T. III. p. 447. 
Seme Methoden find bon der hier angewandten gan 
derſchieden. 
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80. Die Rectification gedoppelt krummer Linien 
hat große Schwierigkeit. Auf einem rechtwinklichten 
Kegel, deſſen Seite ein rationales Verhaͤltniß zu dem 
Durchmeſſer der Grundflaͤche hat, laſſen ſich unzaͤhlig viele 
trumme Unien geometriſch beſchreiben, die ſich reetiß— 
eiren laſſen. Dieſes zeigt. Euler in den Actis jPetrop. 
T. V. P. I. P 60. J 


Recurrens series, f ruͤcklaufende Reihe. 


| Reduct ion iſt überhaupt die Verwandlung 
einer Größe in eine andere, oder eine Vertaulcung. 
In der gemeinen Arithmetik geſchieht fie bey der Ber: 
wandlung einer „ganzen Zahl. in:einen Bruch, cine 
Bruches in einen andern gleichgültigen; bey der Ber 
wandlung der. Glieder eines Verhaͤltniſſes in ander, 
bey der Umtauſchung Fleinerer Einheiten in größer, 
oder. umgefehrt , als bey Münzforten und Gewichten, 


Meduction einer Gleihung oder eins 
analyeifchen Ausdrucks ift, wenn diefer auf die ei 
fachfte Korm gebracht wird, durch Aufheben der glei 
chen Größen mit entgegengefegren Vorzeichen, durch 
Weglaſſung des gemeinſchaftlichen Kactors in dem Zi 
ler und Nenner eines Duotienten, durch Abionderung 
eines Factors, oder auch durch Entwickelung eines Pto⸗ 
ducts, u. d. 9. | 


Eine Figur in eine ähnliche, gewöhnlich Fleine 
re, verwandeln, heiße auch fie reduciren. Wegen 
des‘ Gebrauchs des Proportionalzirkels zu dieſem Zwe⸗ 
che heißt diefer auch ein Reductionszirkel, com 
as de proportion ; insbefondere nach der Byrqi— 
hen Einrichtung, | 


Ein Integral auf ein anderes. reduciren, 
beißt, jenes durch Diefes angeben. Go wird ein wicht 
algebraifcheg oft auf die Quadratur des Kreifes ode 
ber Hyperbel gebracht. 


In der angewandten Geometrie wird ein Win 


+ 
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fel, deſſen Schenkel nicht Horizontal find, auf einen 
mit horisontalen Schenkeln, in den verticalen Ebenen 
durch jene reducirt. Ein Winkel; deffen Scheitel au: 
ferhalb eines amgemwiefenen Punctes hat genommen 
werden muͤſſen, wird in denjenigen verwandelt, ber an 
diefem Puncte würde gefunden ſeyn. In der Aſtro— 
romie kommen fehr Häufig Reductionen Des Ortes ei— 
es Beobachters auf einen andern vor, als von der 
Sonne auf die Erde, und umgekehrt; von dem Mit: 
tlpunere der Erde auf ihre Oberfläche und von dieſer 
auf jenen; Daher dann der Ort des beobachteren 
Beltförpers ebenfalls eine Reduction leidet. Die läne 
ge eines Planeten in feiner Bahn mird auf die zus 
gehörige Länge längs der Ekliptik reducirt. | 


Redundans hyperbola begreift 
in Newtons Enumeratione limearum tertii ordi- 
nis alle diejenigen Curven, welche drey geradlinichte 
Aſymptoten, von welchen Feine parallel find, gaben, fs 
krumme Linien der zweyten Claſſe. 


Reeſiſche Rechnungsregel, ſ. Ber 
haͤltniſſe. | | 


Regel, arithmerifche, it jede Bors 
fheift, aus gegebenen Zahlen die unbekannte herzulei⸗ 
ten. Insbeſondere giebt man fie einigen, die fich durch 
ihre, Wichtigkeit oder größere Feinheit auszeichnen, 

Don diefen befonderd benannren Regeln find eis 
nige in einzelnen Artikeln dieſes Werfs abgehandelt, 
als die Alligationregel, oder die Regel der Bes 
ſchicung, die Megel der Gefellfhaftsrehnung, 
die Kettenregel. Die Regel de Tri, die Re—⸗ 
gel Multipler (Conjeinte), de Duinque, die 
Reeſiſche und die Bafedomwifche Pegel, fommen 
in dem Artikel, Verhäftniß, vor Die Negel Coß 
bedeutet bey den ältern Arichmertifern die Algebra. Dee 
ergenwärtige Artikel it für die Regel Ehri und 
Regula Salfi beſtimmt. — Tue 


* 
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Die Regel Còci. 


1. Die Regel Cei ober Zekis, auch Blind⸗ 
rechnung, Regula virginum , Regula -potatorum 
genannt, betrifft eine Aufgabe aus der unbeſtimmten 
Analstif, nämlich eine gegebene Zahl in drey oder mehr 
Theile fo zu theilen, daß, wenn jeder dieſer Theile mit 
einer gegebenen Zahl multiplicire wird , die Summe 
der. Producte eine gegebene Zahl ſey. 


2. Aufgaben diefer Art würden unendlich viele 
Auflöfungen zulaffen,, wenn man für Die gefuchten 
Theile auch gebrochne und negative Werthe geſtattete. 
Man fehränfe fie aber auf pofitive ganze Zahlen ein. 
Dadurch wird auch die Anzahl der Antworten einge: 
ſchraͤnkt. Zur vollitändigen Auflöfung wird noch erfor« 
dert, daß die Anzahl aller Antworten beſtimmt werde, 
In den Redunbächen gehören nr Aufgaben zu den 
fünftlichern. | 


3. MWenn den gefuchten Gthßen. mit Ausſchlie. 
ßung zweyer, beſtimmte Werthe beygelegt ſind, ſo wird 
die Aufgabe eine beſtimmte, von derſelben Art, wie 
bey der Alligationsregel vorgekommen iſt, wenn zwey 
| Materien, deren Werthe für eine gewiſſe Einheit der: 
felben gegeben find) fo verbunden werden ſollen, daß 
der Werth der Einheit in der Verbindung ein geacbe 
ner fey. Wir wollen diefen Fall in Beziehung auf die 
gegenwärtige. Aufgabe zuerft vornehmen, 


4 Die gegeberie Zahl fey = a; bie zweyh ge 
ſuchten Theile y, 25 die gegebenen Multiplicatoren, 
m, n, bie Summe ber Producte — b, fo ift 


Ly+z=a; I. my nz b. Die 
erftere Steichung werde mit n multiplieiet, fo if TIL 
ny — nz — na. Diefe von IL abgezogen, giebt 
IV. (m—n)y=b—na Es wird hierben an 
geuommen, daß n kleiner ald m ift, da es gleichgüls 
tig ift, welcher der beiden Theile durch z bezeichnet 
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werde. Damit y eine ganze Zahl fey, mug m — n 
ein Factor von b — na ſeyn. 


3. B. Die Zahl 100 in zwey Theile ; zu theie 
ken, daß der eine mit 7, der andere mit 4 multiplie 
eirt die Summe 430 gebe, Hier iſt y= SE Bi 
='10; der andere Theil alfo = 90, 


5. Es ſey nun I.x-y+zza; 
U.mx+ny+pz=b, und bie Zaplen m,n, p, 
folgen der Größe nach auf einander, . von der größten 
man. Man multiplicire I. mit p und ziehe die Gleis 
dung darauf von TI. ab, fo in 

I. (m—px+n—py=b-—pa. 
Multiplicirt man I mit n, und zieht die Sleihung 
darauf von II. ab, fo-wirdb 

IV. (m — n)x—(m—p)z —_b—na, 

Hier Fann man x auf mehrerley Art annehmen, nur 
muß ſowohl b—pa —(m—p) x, als (m—n)x 
—b-+ na ſich durch n — p theilen laflen, damit y 
und z ganze Zahlen. werden. Auch muß dabey (m-p)x 
Heiner feyn, ale b— pa, und (m—n)x größer als 
b— na, fo daß diefe Größen der Quantität nad) 
abnehmend fo auf einander folgen: 

b—pa; (m—p)x; (m—n)x; b—na 
Diefes dient die Oränzen für x zu beftimmen, 


6. Erempel. Dan will aus 14 löchigem, 11 
hthigem und 9 lörhigem Silber eine Maſſe 12 loͤthi⸗ 
ges 30 Mark ſchwer machen, wie viel muß von jeder 
Sorte genommen werden? 


Die Gleichungen ſind hier 
IJ. x+-y+ zm= 30 Mad) 

I. ı4x-+ ııy +9z = 12.30 (Loth fein), 
Es it b— pa = 360 —9.30= 90, und 
b—na = 360 — 11.30= 3035  alfo ift (m—p)x 
oder 5x nicht größer ald. go, und (mn — m) x oder 
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gwnicht Fleiner als 30, das ift, x iſt nicht größer 
als 18, und nicht Fleiner ald 10. Ferner muß 99 
— 5x fowohl ale. 3x — 30 fich durch 2 theilen laſ⸗ 
fen, folglih muß x. eine gerade Zahl fepn, alfo die 
Werthe 10, 12,14, 16, ı8 erhalten. Mun beitims 
men fich die Werthe von y und z aus den beiden Gleis 
chungen, II. 5x + 2y = 90; IV. 3x — 32 = 
39 Die zuſammenhoͤrigen Werthe ſind 

x] ı0, 12, 24, 16, 18. 

y12o, 15, 10, 5, ©. 

21 o, 3, 6, 9, 1% 

7. 8 werben bier Größen, gefucht, fo ba 
Lu+txst+tyt+tema 
Um+n+ptga= b 

fey, wo die Faetoren m, n, Ps q, nach der RR 
nehmend auf. einander folgen, 


. Man leite aus biefen Glecchungen wie RER 

| abe bereit . .. 

DL -guhn—gdx + Pd yzba 
IV, (m —p)u Fn—-px— p—g)z—b—pa; 
Die Werthe von u und x koͤnnen auf mehrerley Art, 
jede für fih angenommen werben, nur müffen daben 
ſich beide Sleihungen durch p— q theilen laffen, auch 
fallen die beiden Summen, (m—g)u +(n—g)x 
und (m—p) uf (n—p) x zwifden bie Größen 
b — ga und b — pa’, wenn letzteres pofitiv iſt, wie 
e8 jenes immer feyn muß, 


8. Exempel. Es fey | 
J. u+-x+y-+ 2 10% 
und II. zoufıox+4ay+z = 200. 
Darausift JlLıgu+gx-+3y=ıoo. 
| IV. 15u + 6x— 32 — 200, oder 
IL 100 — 1I.u—9x 77 3y, 
IV. 200+ 16u + 6x 32. 


| E⸗ muß alſo 100 = ıgu barıy 3 theilbar ſeyn, und 


* 
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soo + ı6u auch. Die letztere Formel ergiebt, nach 
Abſonderung des darin enthaltenen groͤßten Vielfachen 
von 3, naͤmlich 198 + ı5u, daß 2 + u ein Vielfa— 
ches von 3 iſt, das iſt u — tt — 2, Dder wenn man 
t+ 3 flare t ſetzt, u 3t+ 1. Durch diefe Form von 
u wird auc die Formel, 100 — ıgu, ein Wielfas 
des von 3. Oder man feße 100 — ıgu — 3t, fo 
taub gg Fr — ru 2u = 3t, und 2zu—ı 
= 3t, wenn man beiderfeits died Wielfache, 99 — 
21 u, wegwirft. Man fege 2t + ı flattr, fo iſt zu 
+1=3 (2t+ 1), dag iſt 2u — 2, oder u 
=3t+ ı 
Nun erhält man 

Vet 9x 39 * 81. 

VLast + 6x — 32 = — 216, oder 

V. 19t +3x + y = 27 un 

VI z— ı6t — 2X = 72. 
Hier kann t nur die beiden Werthe o und + ı ew 
balten.. In dem erfteen Kalle kann man für x alle 
Yanze Zahlen von x :bis 9 nebft o feßen; in dem ans 
dern nur ©, 1, 2. us den gewaͤhlten Werthen von 
x ergeben ſich die von y und z. Tin allem giebt’ es 
13 Auflöfungen dieſer Aufgabe. 


9% Die beiden Exempel find aus Eulers Alges 
bra, II. Tb. ©. 174. ff. genommen. Die Behand: 
lung ift abgeändert. Das zweyte Exempel ſteht auch 
in Clausbergs Mechenfunft, IV. ©, 1345, ohne alls 
gemeine Mechnung. Er zeigt die Auflöfungen ber hie: 
ker gehörigen Mufgaben durch Exempel in beftimmten 

Zahlen, wobey er aberjugleich den Grund des Berfahrens 
einfehen läßt. — Man fehe auch von diefer, wie von 
der folgenden Megel Kalfı, Käftners Korrfegung der Nies 
chenkunſt, ©, 530 ff. 499 ff. Karſtens Lehrbegriff der 
Mathematik zweyter Theil. XVI. Abſchnitt der weis 
tern Ausführung der Rechenkunſt. 


10, Die Rechenmeiſter kleiden diefe Erempel fo 
{ | 


ein, daß fie zur Beluſtigung dienen. Es wird z. ©. 
aufgegeben, wie viel Ochfen, Kühe, Kälber und Schafe 
unter 100 gefauften Stuͤck Vieh gewefen find, wenn 
der Preis eines Stücks jeder - Sorte gegeben wırd, 
Bon folhen Erempeln , mögen einige Benennungen 
diefer Regel herrühren. Sie heißt Regel Coͤci entwe: 
der, weil die Rechner, welche darauf fielen, die Auf 
loͤſung durch DBerfuche und Herumtappen fuchten, oder 
von dem unbefannten Worte, Zekis, das in Cöc 
vermandelt if. 


Die Kegel — 


11. Die Regel Falſi iſt eine Methode, eine Ned; 
nungssYufgabe durch die Annahme einer willführlichen 
Groͤße ftatt der wahren aufjulöfen, dadurd daß man 
das Facit mıt dem, was herausfommen follte, vergleicht, 
und aus dem Unterſchiede die angenommene Zahl be⸗ 
richtigt. 

12. Man hat dieſe Methode in fruͤhern Zeiten 
benutzt, weil men entweder die algebraiſche nicht kann⸗ 
te, oder fie dem Lehrling erfparen wollte, Wer nur 
mit Gleihungen vom erften Grade umgehen Fann, 
braucht die Regel Falſi nicht. Sie läßt ſich nicht ans 
bringen, wo das gefuchte oder etwas davon abhangen⸗ 
‚des nicht durch eine Formel, welche bloß Factoren 
und Diviforen enthält, dargeftellt wird. 


13. &rempel. Drey Perfonen, A, B, C, fob 
len 1000/Rthlr. dergeftallt theilen, daß B ı4 mahl fo 
viel als A, und C J mahl fo viel als A und B zw 
fammen befomme, nebft 40 Rthlr. befonders. — Man 
nimme hier irgend eine Zahl Thaler an, die A erhals 
ten fol, gleichviel welche, als 4, fo erhält B 6, und 
C bekommt 2 mit 40. Diefes macht 52 ſtatt 1000. 
Damit man die Regel Falſi anbringen Fünne, muß 
man die 40 bon 1000 wegnehmen, fo wird die Gum 
me — 12, flatt 960, Mun fege man nach der 
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Pegel de Tri an, ſtatt 12 follen Fommen 960, mas 
muß ſtatt 4 in der Portion des A kommen? Kacit 
320. Mun befommt B 480; C 160 mit den jue 
rügelegsen 40, und die Summe biefer drey Poſten 
ift 1000, 


14. Die Algebra giebt die Auflöfung ohne Wer: 
ſuche. Die Portion ded A ſey = x, fo iſt die des 


FRE: VERF Bi, 3 
= c=- — e 
BZ, x, des 64 +40. MM 


30 — 
drey zuſammen geben die Gleichung, 5* + go = 
1000, oder 3x — 960, Man ficht aus diefem Bey: 

. mx | 
fpiele oder allgemeiner aus der Gleichung, — — 


b, wie man durch einen unrichtigen Werth von x mit⸗ 
telit der Abweichung von dem Werte b — a de 
Bruches den wahren Werth finden fann. Die Abweir 
dung von b — a verhält fi wie die Abweichung von 
x Die algebraifche Nechnung giebt Eein beſtimmtes 
Facit; fie ftellt bloß den Zufammenhang der Größen 
dar, dagegen die Zahlenrechnung zwar diefelbe Form 
beobachtet, aber nicht gerade eine gegebene Größe 


15. Das behandelte Exempel gehört zu der eins 
fahen Regel Kalfi. Man bar auch eine doppelte Mes 
gel, wo man zwey Anfäge macht, und aus dem Lin: 
terfchiede der Reſultate von dem gegebenen in Bergleis 
hung mit dem Linterfchiede der angenommenen Größen 
das richtige herleitet. 


16. &rempel. Eine gewiſſe Zahl werde mit 2 
multiplieirt, ju dem Producre 60 addirt, die Summe 
durch 11 Dividirf, von dem Quotienten 15 fubtrabirt, 
der Meft mir 25 muleiplicire, worauf 100 herauskommt, 
was war die genommene Zahl ? 
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Man nehme 8o für fie an, fo kommen nad datt 
angezeigten Verfahren, 11533 nimmt. man 135, ſo 
‚ Fommen 334, flat, 100. Man füge nun, wie bei 
Unterfchied 33% — ıı$ ju 100 — 1153, ſo 135 — 
30 zu dem Linterfchiebe der wahren Zahl von 8o, 
Diefer Unterfhied ift 220, alfo die wahre Zahl 220 


* 80 300, | — | 

| Allgemein ift die Aufgabe, aus der Gleichung; 
| ( nr “2 > t | „ 2 , >; : 
( — ) d=e, bie Zahl x je finden 


Wenn man fatt der x ein paar andere Zahlen t und 
u fest, fo fommen £ und g flatt e, Nun if g- 








el Na, und e — —— — 


Folglich iſt — k e — F— u — t: x — t, welches 
die angewandte Proportion iſt. ur 


17. Exempel. Aus ro loͤthigem (A) und 15 lörfle 
dem Gilter (B) foll ein Werk: von 30 Marf 13 I 
thiaen gemacht werden, Wie viel von: jedem? — 
Mach der Megel Falfi fee man, von dem: Silber A 
5 Marf, fo hat man von B zu nehmen 25 Mark 
Diefes giebt So + 375 oder -425 Loth fein. Aber 
30 Mark zu 13 Loth find nur 390 Mark fein, Man 
nehme von A g Mark, alfo von B 31 Mark, fo er 
bäle man 405 Loth fein. Hier hat die Vermehrung 
des Silbers A eine Verminderung des feinen Silbers 
in der ganzen Maſſe hervorgebracht, wie es begreiflich 
iſt. Man füge nun, wie 425 — 405 zu 425 390, 
fo y—5 zu dem Unterſchiede der richtigen Zahl und 
der angenommenen 5. Diefer iſt 7, alfo muß. man 
"von A 12, von B ı8 Mark nehmen. Weil weniger 
fein Silber herauskommen fol, fo muß der Linterichied 
7 zu der Menge 5 des fehlechten Silbers addirt wer⸗ 
den. 
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1% Die Algebra giebt das gefuchte fehr leicht, 
f. Glacung, 25. Die Negel Kalfi in dieſem Falle 
ju erweifen, fege man m,n, r, ſtatt 10, 15, 13, und 
a flare 30. Die gefuchte Menge von A fey x, fo 
itLmx+-n(a—x)=ra=b Loth fein. Man 
fege hatt x fowopl t als u, wodurch ſtatt b nun ent: 
fiehen c und d doth fein, und es ift IL. mt + n(a-t) 
=c; U, mu+n(a—u) = d. Hieraus if 
V,c—d=- (n—m) (u — i), und V.c—b 
— (n — m) (x—t), Daraus it c—d:c—b 
zu ti: x — t. 


19. in der Analyfis wird die positio falsi 
oder dielmehr positio prope veri, häufig angewandt, 
wo die directe Rechnung entweder nicht wohl möglich 
eder doch befehwerlicher ift. Mühere ‚Gleichungen wer 
den aufgelöfer dadurch, daß man für die Wurzel erik 
einen nahe kommenden Werth fucht, dann diefen in 
de Gleichung fest, und aus der Abweichung des Werths 


derfelben von o (weun alle Glieder auf eine Seite ger 


draht find) eine Werbefferung des angenommenen Were 
fhes der Wurzel herleitet, ſ. Gleichung, 231 ff. Th. 
I. ©. 488 ff. Auf eben die Art kann aus einer 
unbeftimmten Gleichung zwifchen zwep veränderlichen 
Bröfen die eine durch die andere- in Geftalt einer 
Reihe dargeftellt werden. So verfährt Newton in der 
Method, flux. et serierum infin. Die Gleichung, 
Atang ® +Csin P=B (GKreis, 112) führt auf 
eine Gleichung vom vierten Grade; fie wird aber 
bequemer durch Annäherung aufgelöfet, indem man zus 
erſt für © eine Annahme macht, und dieſe folgweife 
verbeffert.. S. Käftners geom, Sammlung. I. ©. 42. 
In der Aftronomie läßt fich bey der Berechnung eis 
ee Sonnen » und Mondsfinfterniß für eine gegebene 
Zeit der Abſtand der Mittelpunete beider Welrförper 
virecte berechnen, aber umgefehrt aus dem Abſtande vie 
Zeit zu finden, muß man einige Zeitpuncte annehmen, _ 
und aus den zugehörigen Abjtänden, der Mittelpuncte 


Es 


der Function hinlänglich genau gefunden iſt. 
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die gefuchte Zeit Für den gegebenen Abſtand herleiten. 
Euler in feiner Theoria Planetarum et Cometarum 
nimmt fuͤr eine gegebene Zeit den Abitand eınes Kor 
meren vor. der Erde durch Schaͤtzung an, berechnet 
Daraus die Elemente der Bahn, und aus diefen für 
eine entferntere Zeit wieder den geoeentrifchen Ort nad 
Laͤnge und Breite. Die Vergleihung mit der Beob— 
achtung giebt zu. erfennen, wie jene Annahme ju vers 
beffern fegn möge: Newton verführt auf eine Afnlis 
he Art, de mundi Systemate, in fine Prindp. 
L. Ill. prop. 41. | 


Reguläre Sigur, ſe Vieleck. 


MReihe (Series) ift erſtlich eine Folge von 
Größen, welche nach einem gemeinfchaftlichen Geſetze 
gebildet werben 5; zweytens eine nad irgend einem 
Gefege entwickelte Folge der Theile einer Größe, wel 
ehe eine Function einer. andern iſt, nach deren Po 
tenzen gewöhnlich die Glieder der Reihe fortſchrei⸗ 


a 


ren.” Die in einer Reihe auf einander folgenden Grös 


Sen “oder Theile heißen die Glieder (Termini) den 
felben. A | 


Die Slieder einer Reihe der erften Elaffe 


ſind gefonderte, vollftändige Größen, gleich den Ordi— 


naten an eine Linie. Die Stellenzahlen berjelben find 
den Abfeiffen zu vergleichen. Diefe nennt man aud 
die Zeiger (indices), Daher können die Reihen die 
fer: Elaffe interpolire werden, indem zwiſchen je zwey⸗ 
en immer andere gedacht werden Fönnen, die nach dem’ 
felben Gefege, zufolge der Stellenzahl oder des Zeigert, 
gebilder werden. Hingegen in den Reihen der zmwen 
ten Claſſe finder feine Interpolation ſtatt. Die Rei: 
be wird fortgefet, das iſt, es werden zu den berechne⸗ 
ten Gliedern mehrere zugefügt, bis entweder die Meibe 
vollſtaͤndig geworden ift (abbrighe), oder bis der Werih 


Die 
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Die Meihen der erſten Claſſe beißen oft. und 
ſchickklich Progreffionen. 


Die einfachfte Neihe iff die arithmerifäe 
der — Ordnung, in welcher die Unterſchiede zweyer 
naͤchſten Olieber, nach derſelben Richtung genommen, 
gleich groß ſind, als in nachſtehender, 

a;2a -b; 32-2 2b, 4ga-zb, ....na-(n-1r),b,., 
welche rüchwärts fortgeſetzt iſt, 

b, 2b-a, 3b-2a, 4b-3a,,..nb- -(n=1)a,.. * 
Die Glieder dieſer Reihe find die Ordinaten der eine 
fahften Linie, der geraden, wenn die Stellenzahl n der 
Abſciſſe proportional, oder der Quotient iſt, den die 
Abfeiffe, durch eine gewiſſe linearifhe Einheit dividirr, 
giebt. Entgegengeſetzte Werthe der Glieder zeigen ent« 
gegengefeßte Lage oder Michtung der Drdinaten an, 
©. Sinie, gerade. 


2. Potenzen, deren Wurzeln die Glieder einer 
einfachen arichmetifchen Reihe find, bilden eine arithme⸗ 
tiihe Meihe einer höhern Ordnung. Diefe Reihen wer: 
den zu der Claſſe der arichmerifchen gerechnet, weil die 
zweyten, dritten oder folgenden Unterſchiede der Glie— 
der, dem Erponenten der Potenz gemäß, beitändige Wers 
the erhalten. So die Meihen, 

(a+ b)’,(a+2b)*, (a+ 3b)* ....(a+ nb)*... 
ar b)’, (a-+ 2b), (a+3b)?....(a+nb)P... 
Fuͤr jene find die zweyten Unterſchiede, naͤmlich zb*®, 
für dieſe Die britten, nämlich &b3, beitändig. Siehe Dos 
tenz, 27. ff. 


3. Nimmt man ſtatt der gleichen Faetoren bey 
den Potenzen, ungleiche Factoren, fo bilden die Pto⸗ 
ducte aus denfelben ebenfalls eine arithmetiſche Reihe, 
deren Ordnung durch die Anzahl der Tactoren beftimme 
wird, Cine Reihe der zweyten Ordnung ift diefe : 
(a+b)(e + d);(a+2zb)(c+2d);(a+ 3b)(c + 3d)5 - 

..(atnb)(c+ nd)... 


eine ber dritten Ordnung, 
| S 
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a+DCHDCHN) (a + 2b) (c-H 2d) (e + 20); 
2 ..(a-+nb) (c+nd) (e+ af)... 
u. 1. mw. 


Die Glieder diefer Reihen werden durch die Ordina: 
. ten parabolifcher Curven dargeftelle, die von der zwey— 
ten Ordnung ‚durch Drdinaten an eine gemeine Para: 
bel. Die Stellenzahl n des Gliedes iſt der Abfcije 
proportional: Die Wleichung nn „pazabolifchen Eur: 
ve ey=atßx+ yx? + Öx5,.,+ Ax®, Die 
Vergl⸗ichung mit der Korm bes Shine giebt die Wer 
the der Coefficienten. S. Parabeln höherer Art. 


4. Eine teciprofe arithmetiſche Reihe 
befteht aus Bruͤchen, deren Zähler eine beftändige 
Größe ift, die Menner eine einfache arichmetifche Rei⸗ 


be bilden. Die Form des nten Giedes it — —— Sb" 


Das Anfangsglied, A, fir no, ifl n; das naͤchſt⸗ 


folgende, Bfürn =, if -. Nimmt man c = 
‚ab, ſo iſt Aza; B= A md das allgemeine Glied 
der Reihe ft P= — — a dag naͤchſtfolgende 


ab 
— (n-+ ı)Ja-nb 


| a 
Es iſt — 2 —* 
- 0=ab:PQ, 

Je drey auf einander folgende Mlieder der reci: 
profen arithmetiſchen Reihe find in eier ftetigen har 
| „monifchen Proportion. Es ſeyn diefe, P, Q, R, fo ift 

8 a—b:P—Q=ab:PQ, 
a—b; Q—Rz=ab: OR. 
Daraus ift 


— 





. . P=-0:Q0—-R=P:R. 
eine ſtetige harmoniſche Proportion. ©. diefen Are 
tikel, | 
Diefe Proportion giebt die. beiden, 
»>P—0:0=P;R, 
| 2kK —-0:0—R:P; 
und jede biefer die Proportion ,- 
P+-R:!R=>2P:0, 
Oder R+P:P=32R:Q. \ 


3. Ein Glied einer retiproken arithmetiſchen 
a | 
Reihe werde durch — ausgedruͤckt, wo x bie 


Stellenzahl des Gliedes iſt. Diefer Quotient entwi⸗ 

delt giebt Die geometrifche ; | | 
bx brx® 3x3 'x4 

Et vw tr tree 


Der entgegengefesste Werrh bed Gliedes, nämlich 
— werde auch durch die Diviſion auf gleiche 


Art wie jener, entwickelt, fo ergiebt ſich die geometri⸗ 
Reihe, | 

a at a3 a4 | 

V ee 


Eiſt die erſtere ruͤckwaͤrts fortgeſetzt. Beide Neihen 
uſammen genommen, ins Unendliche gedacht, heben 
ſih, wie ſich die Quotienten, woraus ſie entſtanden find, 
mander aufheben ; freylich nicht vermöge entgegengeſetz ⸗ 
et gleicher Quantitaͤt. | 


6. Der Quotient und bie entwickelte Reihe ift 
Ur ein einzelner Fall, der einem allgemeinen unterges 
net iß. So wie in einer geometrifchen Reihe jedes 
Ölied aus dem vorhergehenden durch die Muftiplicas 
ton mit derfelben Größe entſteht, fo Fann auch jedes 

\ied einer Reihe aus zwey, drey oder mehrern vor: 
hetgehenden Gliedern, durch die Multiplication jedes 
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mit einem beſtaͤndigen Factor zuſammengeſest wer—⸗ 
den. Es fen ein Glied 8, die vorhergehenden B, Q. P, 
u. ſ. Dun fen jdee S= ah + 660, oder Ss = 
aR + AQ + yP, wo.a, ß, y die befrändigen Fac— 
toren find, Diefe Neihen, welche rüclaufende (recur- 
rentes) heißen, entſtehen durch Entwicfelung des Brus 


a+bx-+tcx’..., > J 
ches us > — Davon in dem Arti⸗ 
fel, rücklaufende Reihen. 


| Eine fehr zufammengefete, aber doch völlig regel, 
mäfige Bildung einer Neihe von Größen, aus allen 
vorhergehenden Gliedern, zeige die Meihe der Bernoul⸗ 
liſchen Zahlen; f. Th. J. S. 258. | 


7. Die Glieder einer. Reihe können auch Frans: 
fcendente Functionen der Stellenzahl ſeyn. Diele 
Stellen fönnen durch Winkel angegeben werden, die in 
arichmierifcher Progrefjion oder etwa einer andern ges 
‚nommen werden, und die Glieder der Reihe find ihre 
Sinus oder Tangenten oder fonft eine Kunction biefer 
Winkel. Dergleichen find in dem Arrifel, Einfchalten, 
36 — 39 angegeben. Eine logarichmifh +» transſcen⸗ 
dente ift-noch in folgendem Ausdruck enthalten: 

y=p-+g.ıomtun, 
Eine diefer Art kommt in Lamberts Anmerfungen über 
die Gewalt des Schießpulvers ©. 66. vor. Dergleis 
hen Meihen werden bey praftifchen Unterſuchungen an 
gewandt , wo aus den duch Beobachtung gefundenen 
Werthen einer Größe, welche von einer andern abhängt, 
der Werth verfelben allgemein angegeben werden folh 
und die einfachen Formeln (3.) nicht Genuͤge leiten, 





8. Die zweyte ausgebreiterere Elaffe der Rei⸗ 
ben enthaͤlt diejenigen, welche von dem Anfangsglirde 
an die entwickelte Darjtellung der Function einer ver’ 
änderlichen Größe find, nach deren Potenzen die Glie— 
der der Reihe geordnet werden, Diefe Glieder find nun 


# 
I 
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Theile eines Ganzen, deren Stellen die dritte veraͤnder⸗ 
lihe Größe bey diefer Entwicfelung ausmachen. Die 
Sunctionalgröße und die Funetion felbft find wie Abs 
fıffen und Ordinaten an einer Frummen Linie zu be: 
trachten. Die Nunctionalgröße, nach deren Porenzen 
die Reihe fortfchreitet, mag man bequem die Proz, 
sreffionalgröße mennen. Anſtatt der Fortſchrei⸗ 
tung nad den Potenzen einer veränderlichen Größe 
wird auch oft eine Fortſchreitung nach den Vielfachen 
eines veränderlichen Winfels genommen, wenn bey geos 
merrifchen Alnrerfuchungen Winfel und Abjtände von 
nem Puncte zu einander geordnet werden. 


Diefe Reihen dienen einen genaͤherten Werth 
einer Größe anzugeben, den man fonjt entweder gar 
nicht erhalfen kann, oder nicht anders als unfer einer 
zu verwickelten Geftale findet, wiersohl zu biefem Zwer 
de oft noch gewiſſe Vorbereitungen erfordert werden, 
wofern die Annäherung fehnell genug gefchehen foll. 
Manchmahl gewähren Reihen gar Feine Annäherung. 
Im diefee Anwendung willen ift die Theorie der Neis 
ben von ben neuern Marbematifern fleißig bearbeitet 
worden. Außerdem laffen fich Uber Reihen, als Kors 
men einer Größe überhaupt, merkwürdige Lnterfichuns 
gen anftellen, in Abfiche auf die Entwickelung ihrer 
Ölieder, die allgemeine Form derfelben, die Summe 
der Glieder und die Vergleichungen verichiedener Reis 
ben unter einander, | 


10. Die Analyſis bietet gleich beym Eingange 
zwey merfwürdige Sntwicfelungen dar, der Potenz eis 
ner zwey⸗ oder mehrtheiligen Größe und seines Bru⸗ 
ches. Die unbeftimmte Potenz des Binomium a+x 
wird durch eine Reihe dargeftellt, in welcher die Pro: 
greſſionalgroͤße x ift, und die Eoefficiinten aus ber 
Größe a und der Stelle eines Gliedes gebildet wer: 
den. Die Function der Stelle ift veraͤnderlich, aber 
nad) einem beftimmten Geſetze. Die Meihe der Coefs 
ftienten in derfelben Stelle: bey veränderten Exponen⸗ 


* 
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ten des Binonium machen eine Reihe ber erſten Claſ⸗ 
fe und zwar eine arithmetiſche einer gewiſſen Ordnung 
aus, wo die Function der Stellenzabl diefelbe bleibt. . 


134 Die Reihen, welche aus der Entwiefelung 
eines Bruches entſtehen, deſſen Zähler und Nenner 
nach den Potenzen einer veraͤnderlichen oder unbeſtimm⸗ 
ten Sröhe geordnet find, das ift, die rücklaufenden, füns 
nen auc als Ganze angefehen werben, die eine Func— 
tion der veränderlichen Progreffionalgröße ſind. Di 
Glieder der Meibe laffen fich aber auch, wie oben (5. 
gefchehen ift, als abgefonderte Größen berrachten, die 
nach einem gemeinfchaftlichen Gelege gebilder werden, 


12, Wenn eine veränderliche Größe y eine un: 
. gefonderte Function (functio implicita) einer andern 
x it, fo enrftehen durch die Entwickelung derfelben 
mehrere Reihen für Die verfchıedenen neben einander 
beſtehenden Fortſchreitungen der y, wie in dem Arrifel, 
Function. 41. gezeigt iſt. Diefe Reihen ftellen die 
Drdinaten an den verfchiedenen Zweigen einer Curve 
vor. Gie find oftnur für Fleine Portionen derfrummen 
Linie brauchbar, dienen aber hier befonders die Eigen— 
beiten einer Curve an einzelnen Stellen anzugeben. 


13. Wenn eine Größe y durch eine nach den. 
Motenzen von x geordnete Reihe gegeben wird, fo Fann 
es erforderlich feyn, umgefehrt.x durch y ausjudräden. 


Diefes ift, was man die Umkehrung einer Meihe 
nennt. 


14. Sieber gehört auch der Tall, wenn die Wurs 
zeln einer aigebraifchen Gleichung durch eine Reihe aus 
gedrückt werden follen, die nach den Potenzen einer 
unter den cegebenen Größen fortfchreitet. Diefes hat 
‚inzwischen manchmahl GSchwierigfeit in Ruͤckſicht der 
. Annäherung zu dem Werthe einer jeden Wurzel. 


5. Die Integrationen, welche auf transſcenden⸗ 
te Groͤßen fuͤhren, geben mancherley Reihen, von wel⸗ 
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chen in&befonbere die cyflomerrifchen und logarifhmifchen 
wichrige Bepfpiele find. Die cyklometriſchen vorzüglich 
laffen jebe eine Eigenheit in der Bildung der Coefficien⸗ 
tn zu der Progrefiionalgröße bemerken, f. Cyklometrie. 


16. Die Veränderung einer Function y von 
einer Größe x duch die Veraͤnderung von x darzu⸗ 
fiellen, dient eine Reihe, welche nach den Potenzen der 
Veranderung von x Heordnet iſt, mit Eovefficienten, 

Alle 
— er, p a und 
| Ox Ox? Ox3 
höherer Ordnungen entjtehen, welches der Taylorfche 
tehrfag angiebt. | 


17. ine jede Function bon x aus der Gleis 
hung, y — x — 20x durch diefelbe Function von 
y mit. ähnlichen Functionen von y wie Ex von x ift, 
nad den Potenzen von zZ geordnet, barzuftellen, ge: 
Ihieht durch eine Reihe, welche la Grange angege⸗ 
den bat, und die nach diefem Analyſten zu benennen 
it, f la Grange's Lehrſatz. 

18. As eine befondere Art von Meihen kann 


man die Kormen anfehen, welche eine Größe durch ein 
Product von unendlich vielen Factoren darjtellen, wie 


95 
die aus den Differentialquotienten 


‚mr mr , 
den sin — und cos — in Enflometrie, 38, daher 
2n an | 
mr 
auch die tang —* 
on 


Die Kettenbruͤche oder continuirlichen Brüche 
machen auch eine eigenartige Reihe durch die fortgefets 
sen, in einander geſchobenen Quotienten aus. 


19. Die Glieder einer Neihe der zweyten Claſſe 
koͤnnen wieder aus Reihenausdruͤcken zuſammengeſetzt 
ſeyn. Ein ſolcher Fall iſt bey der unbeſtimmten Ders 
tification der Ellipſe und Hyperbel. | | 


20, Es ſey z eine Funstion von x und y, 
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wie die Ordinaten z an eine Flaͤche eine Function ber 

Coordinaten x, y in der Grundfläche durch die Aren 

derfelben find. Die aus der Sleichung zwifchen den 
x, y, 2 entwicfelte Runction z hat die Korm, 

zz A + A’'x-+ A'x: + AS + Axt 4 etc, 

+ By + B’xy + B’x’y + B’'x’y-+etc 

+ Cy’+ C'xy’ + C’’x?y? + etc. 

+ Dy3 + D’xy? + etc, 

"+ Ey*-+ etc, 

+ etc. 


20. Den den Reihen der zweyten Claſſe kommt 

3 auf zwey Momente an, erftlich auf die Sortfchreie 

tung der Exponenten zu den Porenzen der Pro: 

greſſi onalgroͤße, zweytens auf das Geſetz der Coefs 
ficienten. 


22. Die Erponenten der Progreffionalgröße 
‚nimmt man in einer arithmerifchen Progrefiion. Denn 
‚wenn auch bey einer ſolchen Forrfchreitung einige lies 
der ausfallen, fo muß der Koefficient der zugehörigen 
Potenz gleich Null gefunden werden. Die Progrefs 
fion der Erponenten wird zufolge der Beſchaffenheit 
der Function beftimmt. Gie enthält die Geftalt oder 
Form der Reihe, f Function. 


23. Wenn die Erponenten der veraͤnderlichen 
Größe nad der angenommenen Folge der Glieder zus 
nehmen, fo beißt die Reihe eine ſteigen de, wenn fie 
abnehmen, eine fallende. DMegativ zunehmende Ex⸗ 
‚ponenten geben eine fallende Neihe ; negativ abneh⸗ 
mende eine fleigende. Denn die relative Vergrößerung 
einer negativen Größe gefchieht durchs Addiren einer 
pofitiven Größe, die relative Verminderung durchs Ads 
diren einer negativen Größe oder Gubfraction einer po: 
fitiven. Mach der abfoluten Größe der Erponenten 
laͤßt fich nicht beftimmen, ob eine Reihe eine ſteigende 
oder fallende fen. | 


24. Die fleigenden Reihen find zur Darftellung 
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des aenäherten Werthes einer Function erforderlich, wenn 
die Progreſſionalgroͤße kleiner iſt als die Einheit; die 
fallenden, wenn ſie groͤßer als die Einheit iſt. Wenn 
feine Einheit feſtgeſetzt iſt, ſo muß man zur Progrefe 
finalgröße den Duotienten der Functionalgroͤße durch 
eine gegebene nehmen, Das Verhaͤltniß beider zeige 
nun, ob die Progrefiionalgröße ein eigentlicher oder uns 
eigentliher Bruch iſt. 


25. Der allgemeine iss: der 
Progreffionalgroße beſtimmt vornämlidy das Gefes ver 
Fortſchreitung der Glieder in einer Reihe. Mit der zu: 
gehörigen Poren; der Progreffionalgröße verbunden 
macht er das allgemeine Glied (terminus gene- 
salis) der Reihe aus. Diefes ift der analptifche Muse 
druck eines unbeftimmten Gliedes durch die unbeſtimm— 
te Zahl feiner Stelle, oder überhaupt durch das zuge— 
hörige Glied einer arithmerifchen Meihe. 


26, 3. B. Sn der Meihe, die durch ‚die Ent: 


i | a 
wirfelung des Quotienten entſteht, iſt das alls 
KK — 





Bx 


I] a . 
gemeine Glied — > x", won die Stelle des 
a" 


= z | 
Gliedes nach dem Anfangsgliebe 2 ift, welches für n 
= o gilt. In der Reihe für einen Kreisbogen 9, 


deſſen Sinus — x iſt, iſt das allgemeine Glied 
— 2m — 3.2n — 5.*43 441 1 





— e e 





xy:m-1 
— ’ 
am — 2. 2m — 4..:+,4,2 2m—ı 


wo m die Stelle des unbeſtimmten Gliedes vom An⸗ 
fange an bezeichnet. Cyklometrie, 1. 


27. Iſt das allgemeine Glied bekannt, ſo iſt 
dadurch die Größe, welche durch die Maihe, dargeftellt 
wird, in der That gegeben, wenn fie auch für manche 
Werthe der Progreffionalgeöße nur fehr anvollitändig 
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durch wirkliche Berechnung gefunden werben koͤnnte. 
Denn es kommt im Allgemeinen auf die Korm der 


Größe, nicht auf ihr numerifches Verhaͤltniß zu, einer 
gegebenen an. Die. Reihe für den Kreisbogen P durch) 


’ — 1 I _ 
die Tangente t, naͤmlich OP = tt — z + a — 


17 + etc., iſt zwar nicht brauchbar zur Berechnung 


des Bogens aus feiner Tangente, wenn biefe größer 
als ı, oder @ größer ald 45° ift. Inzwiſchen wird 
die Sorm des Bogens in dem festen alle eben fo 
gut und richtig Dargeftelle, als wenn t ein Eleiner Bruch 
iſt. Der Bogen ift in beiden Fällen der Unterſchied 
zweyer Reihen, vie in dem einen Kalle beide endlich, 
in dem andern beide unendlich groß, doch mit einem 
endlichen Unterſchiede find. Go iſt der natürliche Log: 


arithme x einer Zahl x + y die Reihe y — — yi 


+7 y3 — - ys + 3 y — etc, und allgemein 
richtig, wenn mar fie fich: als vollftändig gedenft, voies 
wohl fie zur Berechnung nur dann brauchbar ift, wenn 
y ein wahrer Bruch ift, das ift, wenn die Zahl zwi— 
ſchen ı und 2 fälle, 


28. Wenn das allgemeine Glied fih nicht ans 
geben läßt, fo ift die Kenntniß von der Beſchaffenheit 
der Reihe, und der Kunction, Die, durch fie angegeben 
werben foll, mangelhaft, und bloß auf die wirklich bes 
rechneten Glieder eingefchränft, woben man nicht beur⸗ 
u fann, wie genau fie den Werch der Meihe lies 
ern, ’ | 


29. Wie das allgemeine Glied gefunden werde, 
darüber laͤßt fih im Allgemeinen feine Vorſchrift ger 
ben, Borzügliche Bepfpiele liefern der binomifche und 
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yolgnomifche Lehrſatz, die cyklometriſchen und logarith⸗ 
mischen Reihen, die Bernoulliſchen Zahlen, 


30% ‚Wenn die arithmetifhe Summe einer Ans 
zahl von Gliedern einer umendlihen Reihe von dem 
vollſtaͤndigen Werthe derfelben immer weniger verjchies 
den wird, je größer die Anzahl der Glieder genommen 
wird, fo heiße die Meihe eine convergirende oder 
eine ſich nahernde. Iſt für eine fleine Anzahl von 
Öliedern der Alnrerfchied von dem Totalwerthe verhälts 
nißmaͤßig Flein, fo convergirt die Reihe ſchnell, in 
dem entgegengefegten Falle lansfaw, Die Eonvers 
genz oder Annäherung hänge niat von der Kleinheit 


der Glieder ab. Die harmonifche Reihe, ı + - 4 


ı 1 I | — 
Sa n en f -F etc. convergirt nicht, wenn gleich 
die Glieder immer Fleiner werben. Denn ihre Sume 


me ift unendlich groß. Die Reihe, ı — > + - = 


In . per die Reih 2 e 2 4 
- + - eic. oder die Riihe — + — 
a ae Te, 


2 


es, = 
— ———— etc, naͤhert ſich dem Tot 
— + — + h ſich Total⸗ 


werthe (dem halben Quadranten eines Kreiſes mit dem 
Halbmeſſer — 1) fehr langfam. So auch die Neiße, 


— — en: — + etc, oder dies 
— — — — — — — | 1 
2.3 4175378 


1 I 1 Bi; : 
— — — — te. 
ſe, — + — + =: 4- rer + etc. -melde 


die natuͤrliche Logarithme von 2 ift, Man hat bereche 
net, daß tauſend Millionen Glieder nöchig find, um 
durch dieſe Meihe ven log, 2 big auf die neunte Des 
timalftelle richtig zu finden, | | 
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31. Wenn bie Summe irgend einer Anzahl von 
Gliedern einer-Meihe fih von dem Totalwerthe immer 
mehr entfernt, je größer die Anzahl der Glieder wird, 
fo divergirt die Neihe. Dieſes gefchieht, wenn die 
Glieder nach ihrer Kolge, von irgend ‚einem Gliede an, 
immer größer werden. 3. B. die Reihe für den Kreis 
bogen, deffen Tangente = t, und Halbmeſſer =. ı 


ft, namlich t — oh Mac 
3 5 7 


I Be F — 
- 1 — etc wenn t größer als 1 iſt. Die Wer— 


9 
the diefer Reihe find abwechſelnd poſitiv und negativ, 
amd dabey abfolut zunehmend. 3. B. für lt = 2 
ift der Yogen — 1,107. .) So auch die Meihe für 
den natürlichen Logarithmen einer Zahl’ x -F y, naͤm—⸗ 
me > 2 —— SE 1 I 
lich y — - y+-y—--y Ba 
NT re Mr} 
etc. wenn bie Zahl größer als 2 if. Die Weihe, ı 
— 2x + 3X md + 5x — 68 + etc, if 
für jeden Werth von x, der größer als x iſt, divergis 
rend, und, entfernt fich immer mehr von dem Totale 
I 5 
en. 5 Fuͤr x 21 iu ein Stück diefer 
Reihe, ı—2 +3 — 4 +5 — 6 * etc abs 
wechſelnd pofitiv und negativ, und daben zunehmen. 
Der Totalwerth iſt — — Die hypergeomettiſche 
Hehe — 2 +6 — 24 + 120 — etc, gehört 
gleichfalls hieher. Die Glieder von Anfang an ge 
nommen geben die Wertbe, 1, — 1, + 5, — 19 
-F 101, etc. der Totalwerth iſt — 0,4036524« 


32°. Eine Reihe fann and anfangs convergie 
ren, zulest aber divergirend werden. Dies ift det 
Fall mit folgender Hehe 
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e-T? | 1.3. 1.3.5 
27 272 2,122.7 


1.3.5.7 
9%, T3 a 


welche den Werth des Integrals fr e⸗i⸗, wo e bie 
Baſis der natürlichen Logarithmen ift, vont = T 
bis t— o genommen, angiebe. Fuͤr T = 2' näm? 
lih ift das 12te Glied des eingeflammerten: Kactors, 


At 13749310575 
— — , ol it 
2°, 1° 8589934592 Be 
Deſſen ungeachtet Fönnen die erſten convergirenden Glier 
der der Reihe ficher gebraucht werden, den Werth des 
Cinregrals zu berechnen, Die übrigen Glieder der Neis 
be namlich, welche vernachlaffige werden, laffen fih auf 
ein beitimmtes integral bringen, deffen Werth mit dem 
des legten in Rechnung gebrachten Gliedes verglichen 
nue Mein ift. Reihen diefer Art Eönnen ganz en 
hbalbeonvergirende heißen. 


325. Es giebt auch Meihen, die weder cons 
bergiren, noch dDivergiren, fondern innerhalb ges 
wiffer Gränzen von dem eigentlichen Werthe mechfelss 
weife in Plus und Minus unterfchieven bleiben, dere 
gleihen ift diſe,. — ı FIi— ı Fr—ı+ 


: 1 
ete. welche aus dem Quotienten = 1— x 
ırx 





+ x! — x3 + xt — etc. entſteht, wenn darin x 
— ı gejeßt wird, Diefe Reihe fann zur numerifchen 
Rechnung nur angewandt werten, wenn x kleiner als 
ıift, da man, bey demjenigen Gliede ftehen bleibt, 
welches nicht größer ift als der Bruch, den man nad) 
dem nöthigen Grade der Genauigkeit weglaſſen kann. 
Conft aber muß die Ergänzung beygefügt werden. 
Dieſe ift, nach dem Öliede + x ‚ der Reſt dividirt 


a 
uhr + x, alfo + — und * x 1 if fie 


— 


26 Reihe. 


r * 
— . * Wird dieſe zu der Rihe Hr — 14 
1 — 1. .. + hinzugefuͤgt, fo iſt die Summe = 
* Sonſt wäre fie entweder o oder > ı, bliebe al» 


fo eigentlich unbeflimmt, da man weder mit + 1 noch 
mit — ı abbrechen darf. 


33: Den der Entwicelung der Wurzeln einer al 
Hebraifchen Gleichung durch Reihenausdruͤcke, kom— 
men auch dergleichen fhmanfende Reihenſum— 
men vor, wie man fie nennen mag. Die Meihen der 
Sinus und Cofinus, deren Winkel in arichmerifcher 
Kortfchreitung find, find auch von diefer Are, f. 60 
niometrie, 72 ff 


24. Dan muß daher in der dehre von den Rei⸗ 
ben den Begriff einee Summe erweitern, und darun: 
ter, bey den Meihen der zweyten Claſſe, diejenige Func⸗ 
- tion verfiehen, aus deren Entwickelung eine Meihe ber: 
vorgeht: Diefe mag man beydivergirenden Meihen bie 
analytifche nennen, um fie von der arithmeti— 
fhen Summe, welche die gemeine ift, zu unterſchei— 
den. Ein merfmürdiged Beyſpiel geben die Summen 
der Porenzen ganzer Zahlen mit abmechfelnden Vorjei⸗ 
chen (Potenz, 49. u. folgg.) 


35. Die Erklärung der Trage, wie die Reihe, 
ti +i- + -ı He 


müffe, bat einige Mathematiker befchäftige. Guido 
Grandi glaubte, daß aus umahlig vielen 27 — 1 
— o etwas endlicyes entſtehen fönne, und fuchte dar⸗ 
in eine Erflärung der Schöpfung aus Nichts, Leib 
nitz, nach welchem dieſe Reihe auch die Leibnigifct 
genannt wird, hat daruͤber einen langen Brief an Ehrit 
ſtian Wolf gefchrieben. Acta Erud. Suppl. T, V.a% 
1713. Er loͤſet das Raͤthſel auf eine wigige Art 
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Die Reihe ift für eine gerade Anzahl Glieder — 0, 
für eine ungerade = + 1. Don einer unendlichen 
Anzahl Glieder Fönne man weder fagen, daß fie gerade, 
noh daß fie ungerade fey, Daher gefchebe mit Des 
wundernsiwerther Reinheit (ingenio) der Natur, bey 
dem Übergange von dem Endlichen zum Unendlichen, 
auch ein Ubergang von dem Disjunctiven zu einem Bis 
fimmten in der, Mitte zwifchen beiden Disjunetiven 
liegenden. Da pun bey zwey gleich wahrſcheinlichen 
Faͤllen das arithmetiſche Mittel für die Wahrfcheinlichs 
fir zu nehmen ıft, fo beobachte auch hier die Natur 
die Megel der Gerechtigkeit und gebe das Mittel zwi⸗ 


hm o und + 7, das iſt —. Diefe Schlußart, fegt 


! hinzu, ſey zwar mehr metaphyfifch als marhematifch, 
aber doch gründlich, | 


36. Wenn zu einer Reihe der erften Claſſe eine 
andere Reihe geordnet wird, deren Glieder jedes die 
Summe von fo vielen Gliedern der erſtern Reihe ift, 
als die Zahl Diefes Sliedes anzeigk, und zwar durch eis 
ne Function des Zeigers oder der Stellenzahl des Glie⸗ 
bed, ſo heißt dieſe Meibe die fummirende Reihe 
series summatrix) und ein unbeftimmtes Glied der: - 
klben dag fummatorifhe Glied (terminus sam- 
matorius). Dieſes Glied iſt ein analytifcher Auss 
druck, deffen Werth dem Aggregate von fo vielen Ölie: 
dern der vorgegebenen Meihe als feine Stellenzahl Ans 
jigt, gleich iſt. Beyſpiele geben die arithmetifchen 
Reiben höherer Ordnungen , als deren Glieder die 
Eummen von Gliedern der naͤchſt niedrigern find (TH. 
1. ©. 201. ff.); auch die Brüche, deren Zähler un: 
beränderlich ijt, und deren Menner ein Product von 
Factoren in arithmetifcher Progreffion if, Differene 
jenrehnung, 59 ff- 


37. Archimedes Bat die Summen arithmetis 
(her Neiben und einer Neihe von Quadraten ber na—⸗ 
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tuͤrlichen Zahlen bey et Sägen gebraudt, ſ. 
Exhauſtions⸗Methode, Th. II. ©. 164. 165, (wo nur 
am eritern Orte noch zujufegen ilt, daß die Unterſchie⸗ 
de dem kleinſten der Glieder gleich feun.) Bey der 
zwenten Mechode die Parabel zu quadriren, gebraudt 
er die Gummirung einer geometrifchen Reihe mit dem 


t 
Exponenten 


Cavaleri fand, mie ſich die — der nten 
Potenzen aller parallelen Linien in einem Nechtecfe und 
aller Ordinaten in dem Dreyeck, das die Halfte dejjel- 
ben ift, verhalten, nämlich wie n + ı : 1. Diele 
machte er in den exercitationibus geometricis, Bo- 
non. 1647 befannt. Kür die Cuben und Biquadra⸗ 
te bewies er diefes Verhaͤltniß, für höhere Porenzen 
fhloß er e8 aus der Analogie. Montucla hist, des 
Mathem, T. IL, p. 40. 41. 2 


Wallis erweiterte diefe Summirung unendlicher 
Reihen auf Potenzen mit gebrochenen rponenten. 
Die Beweiſe find nicht evident. Kür die Summen 
endlicher Meihen der erften bis fechiten Porenzen findet 
er dur Induction Formeln... Arithmetica Infini- 
torum, edita a, 1655. f, Th. J. ©. 214 fi. 


Saulhaber Hat aber viel früher, im Anfange 
be3 ı7ten Jahrhunderts, einen allgemeinen Yusdrud 
(coſſiſche Quantitaͤt nenne er es) für die Summen der 
fünften und fechiten Potenzen der natürlichen Zahlen 
angegeben. Käftners Gefchichte der Da: hematik, U 
UI, ©. 123. E 


Die eriten Proben der Darftellung einer transſcen— 
denten Größe durch eine unendliche Reihe von Theile 
werden Brounders und Mercators Reihen fenm 
Don der letztern f. Logarithmen, 139 — 142. Dar) 
auf folgren die cnflomerrifchen Reihen von Be 
Gregory ımd Newton. 

| dent 
| 
| 


I. . 

Newton zeigre in feinen analytiſchen Schriften, 
wie Die Reihen zur Daritellung einer Größe aus einer 
endlichen Gleichung, und zu Integrationen angewandt 
werden; ſ. Differentinlrechnung, Th. I. ©. 931, ff, 
Die Summirıng der Proäreffionen von Bruͤ— 
hen, deren Zähler und Nenner nach einer gemiffen 
Geſetze Hebilder werben, befchäftigte einige der angefes 
henſten Mathematiker. Leib nitz zeigte in den Actis 
Erud: 1682 an, daß die unendlihen Reihen 


u: SEE: TE Dr 
te 


Die Nenner find von der Form m?’ — i. In der 
Folge gab Leibnitz auch von einigen Reihen mit ab: 
wechſelnden Vorzeichen der Glieder die Summe an. 


Jakab Bernoulli warb hiedurch vermuthlich 
veranlaßt, dieſe Unterſuchung ausführlicher vorzuneh— 
men, in zwey akademiſchen Abhandlungen: Positio- 
nes arithmeticae de seriebus inhnitis, earumque 
summä, Basil: 1689. 92. Hier ermweifer er auch die 
Summen jener $eibnigifchen Reihen. Die Kortfchreis 
tungen im Zähler und im Menner find arichmetifche, 
geometrifche, dic figurirten Zahlen, die von der Form 
m’ — 1. Auch findet er den merfwürdigen Gaß : 
in einer Reihe von Bruͤchen, deren Zähler fich alle 
gleich fin?, und die Nenner die nten Porenzen der nas 
türlihen Zahlen (ſie felbft inbegriffen), verhält fich 
die Summe aller Glieder in den ungernden Stellen zu 
der Summe aller in den geraden, 2" — ı 3 15 alſo 
für die Zahlen felbft wie ı : ı, für Die Quadrate wie 
331, für die Würfel wie 7:1; für die aa 
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drate wie 15: 1. — Auf jene zwey Diſſertationen 
find noch drey gefolgt, worin gezeig— wird, wie die 
Quadraturen und Meetifieationen krummer Linien durch 
Meibenausdrücke bewerfitellige werden. Hier auch von 
der Daritellung: einer irrationalen Größe durch eine 
Meihe und bon dem Gebrauche der unbeſtimmten Coef— 
ficienten die Relation einer veränderlichen Größe ju 
einer andern auszudrücken. 


Joh. Bernoufli hat ſich auch mit biefem Gegen: 
ſtande beſchaͤftigt. eine Aufiäge darüber ftehen m 
. dem vierten Theile feine Werfe, der die noch nıdt 
gedruckten Auffäge enthält. Hier findet ſich auch (Nr. 
152) der fehöne Gag über die Summe der geraden 
reciprofen Potenzen der natürlichen Zahlen. 


Die Beſchaͤftigung mit der Lehre von der Bes 
rechnung wahrfcheinlicher Faͤlle gab Gelegenheit die 
arirhmeriften Reihen höherer Ordnungen, wovon die 
figurirten Zahlen eine befondere Gattung find, genauer 
zu unterfuchen. Newton harte die allgemeingn For: 
meln zum Gebrauc beym Einſchalten ſchon angeg« 
‚ben (fh. 1. ©. 216). Montmort, von dem ein 
aueführtiches Werf über die Gluͤcksſpiele (Essai d’Ana- 
lyse sur les jeux de Hazards, 2de edit. a Parıs 
1714) vorhanden ıft, gab darin pag. 64. eine allge: 
meine Kormel, für die Summen folcher Neihen, von 
welcher er auch zeigt, wie durch Diefelbe die Porenzen 
der Glieder arithmerifcher Reihen irgend einer Drd: 
nung fummire werden koͤnnen. Jakob Bernoulli hatt: 
in der Arte conjectandi (Basileae, 1713) nur bie 
Summen der figurirten Zahlen angegeben, und blos au 
einem Wenfpiele gezeigt, wie nach deren Vorbilde all: 
gemeinere Meihen gemacht werden Fünnen. In den 
Philos. Transactions 1718. nr, 353 har. Mont: 
mort noch verichiedene Gummirungen gezeigt, unter 
andern von Producten, deren Factoren in arithmetiſcher 
Progreifion find. ad a(la+-n)(a+ 2n) + 
(a+n)a+ 2n)(a+3n)+ (a+2n)(a4+ 3n)(a tan) 


x 
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+etc. Oder von Brüchen, beten Nenner biefe Form 
haben, da die Zähler nach einem andern Geſetze ber 
Nimmt werden, oder auch nad) demfelben Gefege wie 
die Nenner, i 


Dur bie Lehre von der Berechnung der Wahr: 
Kheinlichfeit ward Moivre auf die räclaufenden Meis 
ben geleitet, deren Theorie er in der Schrift, Miscel- 
lanea analytica de seriebus et quadraturis, Lon- 
din 1730, vortrug. | 


Ein noch gegenwärtig fehr geſchaͤtztes Werk ift 
Tractatus de summatione et interpolatione se- 
rierum infinitarum, auct. Iacobo Stirling. Lon- 
din, 1730, 154 pag in 4. Es ift darin nicht die 
Abſicht zu finden, welche Reihen ſummirbar "find, fon: 
dern durch fchicflihe Verwandlungen der Sormen fol: 
be Reihen, die langſam conyergiren, fehnefl convergiren 
iu machen, Cine mäßige Anzahl von Gliedern einer 
Reihe wird etwa nur unmittelbar zu berechnen ſeyn, 
worauf ſich für alle übrigen eine ſchnell convergirende 
Reihe ergiebt, in ſolchen Faͤllen naͤmlich, wobey ſich 
des Verfaſſers Methode anwenden laͤßt. In dem Ars 
hl, Summirung der Reihen, wird dieſes Verfahren 
biſchtieben werden. 


Der zweyte Theil von Eulers Institt. Calculi 
üfferentialis enthält wiele und vortreffliche Lnterfue 
Gungen über die Theorie der Reihen, ihre Transfor—⸗ 
mation, Entwicelung und Summirung. 


Das ansführlichite Werk über die Reihen iſt 
Trait€ des diflerences et des series, par La- 
croix, sec. ed. a Paris 1819., welches zu des 
Verfaffers Merk über die Differential: und Integral⸗ 
thnung gehört, Es enthält fehr allgemeine Unterſu— 
ungen, die zum Theil aus einer ſehr tieffinnigen 
Abhandlung von [a Place über die Reihen, Mem, 
de !’Acad. des Sc. 1779, Pı 207 — 309 genom⸗ 
men find, Be: 
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Einzelne Abhandlungen uͤber die Reihen findet 
man in Murchards Lirerarıe der mathem. Willen 
ſchaften Th: II: S. 262 — 273 verzeichnet. Freylich 
nicht vollſtaͤndig, wie gewoͤhnlich. | 
Maclaurin giebt in feinem Werke über die 
Slupionen, Ch. X. Bemerkungen über die Summen 
der Progreffionen, berreffend ihre Gränzen, ihre Be 
ſchaffenheit und die Mittel fich ihnen ſchnell zu nd 
bern. | 
| andren liefert in feinen Mathematical Lucu: 
brations, London 1755 einige allgemeine Lehrſaͤtze, 
die zur Summirung der Reihen, es ſey vollſtaͤndiger 
pder genaͤherter, dienen. So auch Thomas Gimp 
fon in feinen "iıscellancous tracts, London, 1757: 
Hutton hat fih auch mit diefem Gegenſtande be 
fhäfrıgt, in den Tracts on mathematical and phy# 
lo vphical subjects ;, London; ıgı2. eine 
Methode, aus der berechneten Summe einer Ansafl 
Glieder in einer ſehr langſam convergirenden Reihe ſich 
dem währen Werthe der Reihe bald zu nähern, iſt fin 
teich und einfach. 
Lorgna's Methode jur Summirung der Reihen 
(Specimen de seriebus convergentibus, Vero- 
hae, #775) beiteht in Zuruͤckfuͤhrung derfelben auf ein 
beitimmtes Integral. Die erfte dee, die Summi—⸗ 
tung der Reihen auf die Integratidu einer Differentis 
alformel oder Differentialgleihung zurück zu führen 
haben Leibnitz und oh. Vernoulli gehabt. (Lom- 
merc. &pistol. Tom. I. p. 213). Euler handelt 
davon in feiner Integralrechnung. Th. 2. Rap, ti. 


Pfaff Werſuch einer neuen Summationsmetho⸗ 
de, Berlin, 1788.) ſummirt mehrere Gattungen unend 
licher Rechen dadurch, daß ihre Glieder ſelbſt wiedet 
im unendliche Reihen aufgeloͤſet werden. Dieſe Me⸗ 
thode erſtreckt ſich ſehr weit. 


J 
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Relation ift die Are, wie eine Größe von 
andern abhängt. Die Coordinaten an einer frummen 
dimie haben eine gewiſſe Melarion gegen einander, zu? 
folgg der Beſchaffenheit der Curve. Diefe Melation 
wird hier, wie überhaupt, Durch eine Öleihung ausge⸗ 
drüft, se 


Das Verhaͤltniß zweyer Groͤßen, es fey Das geo: 
metriſche oder Das arithmetiſche, iſt Die einfachſte Gat⸗ 
tung einer Pelation. 


Relativ ift, mas mit einer Beziehung auf 
eine andere Größe gedacht wird, in Gegenſetz des Abſo— 
lucen. So ift eine negatıve Größe etwas relatives, 
weil dabey Mückfiht auf eine andere, zwar aͤhnliche, 
Verbindung der Größen genommen wird, worin dieſe 
Groͤße aber in einerandern Bezichung gegen die andern 
Größen geſetzt iſt. Relativ zunehmen oder abnehmen 
it ben einer negarfiven Größe abfolut abnehmen oder 
zunehmen. — Relative Bewegung ift die Bewegung 
nach einer Nichtung, ‚die von der wirfliden Richtung 
verſchieden ıff. | 


Reptorius motus ift die fich parallele 
Vewegung einer Frummen Linie längs einer andern Cur⸗ 
ve, woben jene diefe immerfort beruht, indem die Are 
jener ſich parallel bleibt. Dadurch wird von einem ges 
gebenen Puncte der Gewegren Curve, oder auch von 
einem Puncte ihrer Are eine neue Curve befchriebin. 
Die Schleifung der bewegten Curve kann entweder fo 
geihehen, daß beide ihre converen Seiten einander zus 
wenden, oder daß die conbere Geite der bewegten die 
concave der andern beruͤhrt. Die erzeugte Curye hat die 
Eigenſchaft, daß jeder Bogen derfelben fo groß ift als 
die Summe oder der Unterſchied der Bogen, welche 
auf den beiden Curven, der unbewegten und der verichos 
denen zu einander und zu dem erzeugten Bogen gehoͤ⸗ 
m Die Summe ift es, wenn der convere Bogen 


2900 Reſidual⸗Analyſis. 


auf tem convexen hingleitet, der Unterſchied, wenn die 
fes auf der concaven Seite geſchieht. 


oh. DVernoulli hat diefe Erzeugungsart einer 
krummen Linie erdacht, Die aber nicht weiter benugt 
it. Operum T. I, Nr, 74. 


Reſidual-Analyſis iſt eine befondere 
Form der Slurionen- oder Differentialrechnung, welde 
Sanden in einer Schrift: The residual Analysıs, 
a new branch of the analytic art, London, 1764, 
vorgefehlagen hat. Da ich die Schrift nicht zur Hand 
habe, fo entlehne ich die folgende Nachricht und De 
uͤrtheiling aus Lagrange's Theorie des fonctions 
analytiques, p. 5. Anſtatt der bis dahin bon den 
Englifhen Geometern underbrüchlich befolgten Metho— 
de der Fluxionen wollte fanden eine blos analytiſche, 
welche der Differentialrechnung verwandt ift, ſetzen, nut 
daß er anſtatt der unendlich Fleinen oder ganz bir 
fehwindenden Differenzen ‚der veränderlichen Größen 
zuerſt derfchiedene Werthe diefer Größen anſetzt, dar— 
auf dieſelben gleich nimmt, nachdem der Factor, der 
durch dieſe Gleichſtelling Null werden mußte, durch 
die Dwiſion weggeſchafft if. Dadurch, ſagt La Gran 
ge, werden freylich die unendlich kleinen und verſch win⸗ 
denden Groͤßen vermieden; allein die Verfahrungsatt 
und die Anwendung der Rechnung find unbequem nn 
unnarürlich, Was die Differentialrehnung in Abſicht 
auf die Strenge der Gruͤnde gewinnen foll, verliert I 
wieder in Ruͤckſicht wefentlicher Vorzüge, der Einfad: 
beit ihrer Mechode und der Leichtigkeit ihrer Rech⸗ 
nungsart. | 


Pesidunm binomiale, f, Apotome. 


Reſt (Residuum) ift erftfich der überſchuß 
einer Größe uͤber eine andere, die von jener weggenom— 
men wird; zweytens der Überfchuß einer Größe über 
das möglich größte WVielfache einer andern, welche als 
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Divifor mit jener als Dividenden verglichen wird. In 
allgemeinen Rechnungen kann ein Reſt auch negativ 
ſeyn. 


Reſt in der erſtern Bedeutung heißt auch der Un—⸗ 


terſchied oder Differenz. 


Reſt, quadratiſcher, iſt der überſchuß einer Quas 
dratzahl uͤber das moͤglich groͤßte Vielfache irgend ei— 
ner andern Zahl. Wenn dieſe andere Zahl eine Prims 


zahl it, fo Fommen den quadratifchen Reſten, welche 


aus der natuͤrlichen Zahlenr:ihe entſtehen, merkwuͤrdige 
Eigenfhaften zju. Euler har diefelben unrerfuche in 
zwey Mbhandlungen, welche in den Opuscul. analyt, 
T. I. enthalten find. In der erſten erweift er unter 
andern, da3 mwenn'der Divifor P eine Primjahl von 
der Form ag + 1 ift, allemal — ı der P— ı 
unter den quadratifehen Reſten vorfomme, daß aber 
dies nicht der Kall fen, wenn der Divifor die Korm 
44 + 3 bar. In der andern Abhand'ung zeige er 
ter andern auf eine Fürzere Art, als dies früher von 
ihm Eſhehen war, daß, wenn p eine Primzahl von 
der Form am + 1 ıft, ed auf merley Art möglich 
ſeh, zwey Quadratjahlen, deren Wurzeln nicht größer 
ald am, anzugeben, fo daß ihre Summe durch p theile 
bar fey. Hieraus folge dann vermitrelit des Gases, 
daß die Summe zweyer Quadrate wiederum nur durch 
eine folche Summe theilbar ift, der Gas, daß jede 
Primzahl von der Form am + ı die Summe jwen: 
ir Duadrate ſey. Gauß handelt von den quadratifchen 
Reiten Disquis, arithm. Seci. IV, 


Metrocessio, oder —— oder 
Retrogressio einer krummen Linie iſt nach Huttons us 
gabe daff: (be, was Wendungspunct. Beſſer mürde 
man einen Ruͤckkehrpunct dadurch bezeichnen, 


Reversio serierum, f. Umkehrung ber 


Reiben, 


— 
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| Repnerfionsproblem, f. eb. daf, 


Rhabdologia, f. Inſtrumentgle Arithmetik, 
36. II. ©, 739. As Nachtrag zu jenem Artifel 
mag noch angemerkt werden, daß auch Claude Per: 
rault einen Abacus rhabdologicus angezeben hat, 
welcher in dem a4ten Th. feiner vermifchten Werke bes 
ſchrieben iſt. | 


Pıhetice over Exegetice wird von Die: 
fa der Inbegriff der Methoden genannt, dig Wurzeln 


einer Gleichung zu finden. 


Rhodonea iſt die Benennung gewiſſer 
krummen, in einem reife conſtruirten, Linien, Die von 
ihrer Ähnlichkeit mie einer Roſe (godov) fo genanhf 
wird, Der Pater Guido Grandi, ein fehr guter 
Geometer im Anfange des ıgfen Jahrhundexts, über: 
gab im Jahre 1723 der Königl, Gefellſchaft zu ton 
don eine Schrift über diefe Curve, welche aus einer 
Meihe von Blättern oder aus mehreren, die fich zum 
Theil decken, beſteht. Die. Fläche jedes Blattes il 
die Hälfte des einfchließenden Kreisſectors. Auf ähn: 
liche Art zeichnere Grandi auch Curven auf einer Kur 
gelflaͤche, und nanpre fie Cleliae, zu Ehren der Gri 
finn Eielia Borromei , welcher er dieſe geomerrifcen 
Blumen widmet, weil fie im Stande fey, ihren Gr 
ruch zu empfinden und zu fhägen, Er hat über bey 
derley frumme dinien eine befondere Schrift herausge 
geben; Flores geometrici ex Rhodonearum et 
Cleliarum eurvaryın descriptione resultantes, 
Florentiae, 1728. — 


Rhombo ſides, ein Parallelogramm mit 
ſchiefen Winkeln und ungleichen Seiten. 


Rhom bu s, ein Parallelogramm wit för 
fen Winleln und gleichen Seiten. | 


Ein koͤrperlicher Rhombug if ein os 
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zwey gleichfeitigen und gleichen Kegeln an den Grunds 
flächen zufamınengefegter Körper. Archimedes gebraucht 
diefe Benennung in der Schrift von Kugel und &ps 
linder. In dem ıgten Gase des ıiten Buchs zeige 
er, daß ein aus (men gleichen) gleichfchenfligen Kegeln 
infammengefetster Rhombus gleich iſt ‚einem Kegel, dei: 
fen Grundfläche der Oberfläche des einen jener Kegel, 
und deilen Hoͤhe dem von der Spitze des andern Se: 
geld auf eine Seite des erften gefaͤllten $orhe gleich iſt. 


Dur die Formeln unferer rechnenden Geometrie 
iit dieſes leicht erwiefen. Ber Halbmefjer der Grund⸗ 
fäche ſey S a, die Möhe jedes Kegelg = b, fo iſt 


ber Inhalt einge der Kegel = r waab, des Rhom— 


hus = - maabe Cs fm © der halbe Winkel an der 
Epige des ergeugenpen Dreyecks, fo ift die Seife des 


4a * — aà 
Kegels — sin o ’ die Oberfläche — ma, sin © , 
das Derpendifel von der Spige des einen Kegels auf eine 
Seitenlinie des andern — 2 bsin O. Mimme man 
jene Oberflähbe zur Grundfläche, diefe fenfrechte zur 
Höhe eines Kegels, fo it deflen Inhalt 
— -._ ‚gbsind= = maah, 
/ 3 








Das griechiſche Stammwort bedeuref im Kreife | 
herumdrehen, daher Die Benennung Rhombug eigentlich 
auf den Doppelfegel paßt, | 


Rhambica Jinea, ſ, £orobromie in bet 
weyten Abtheilung dieſes Werfs, | 


Riecagti's Gleichung it die Diffe 
tenfialgleihung,, Oy + ay'z”odx — bx"9x, Der 
Fonte Giachmo Riccati legte fie in den Actis Ernd, 
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Supplem. T. VIII. (1724) p. 73 den Analhſten in 
folgender Form vor: x"öqg = du + uudx:gq. Der 
Erponent m ift willführlih. Nun ift die Aufgabe, 
wenn q = x" gefest wird, Diejenigen Werthe von n 
zu beftunmen, bey welchen die Gonderung der verän: 
derlichen Größen und die Eonftruction der Gleichung 
durch Duadraturen allein bewerfitellige werden mögen, 
Die Gleichung pflege- in der anfangs angegebeien 
Korm vorgetragen zu werden. Euler har ihr ım feiner 
Integralrechnung, T. J. $. 436, die einfachere Form 
oy + yyOx —ax"dx gegeben. Diefe wird erhalten, 
wenn in jener Gleihung x”Ox — OL geießt wird. 
Montuͤcla giebt ihr die allgemeinere, ax"yrox + 
by?x"’ox — 0y, (Hist, des Mathem. T, III, 'p. 
177.), welche aber nicht mehr die Niccatifche zu feyn 
feheine. Daniel Bernoulli fügte dem Aufſatze von 
Miccati, an deffen Schluſſe die Aufgabe befindlic 
ift , feine Auflöfung bey, aber in Chiffren. Er 
erwähnt dabey , daß fein Vater, fein Bruder um 
Neffe auch Auflöiungen gefunden hätten, mit denfels 
bein Werthen für den Exponenten n. Goldbach 
lieferte auch) eine- in dem erjten Theile -der Peters 
burger Commentarien. Don Johann Bernoulli be: 
findet fi eine Auflöfung der Gleichung, 'as"ds + 
buis?ds — du, in dem IV. Th. feiner Werfe. Man 
fehe auch den Traite du calcul integral par Bou- 
gainville T. II. nr. 118 — r21, und die Integral⸗ 
rechnung von la Croix an mehrern Stellen; in die 
ſem Wörterbuche den Artikel, Integralgleichung, 15. 


Ring, der Flaͤchenraum zwiſchen zwey con 
centriſchen Kreiſen, ſ. Armilla, Ein chlindri— 
ſcher Ring iſt der Raum zwiſchen zwey gleich ho» 
ben Eylindern mit einer gemeinſchaftlichen em. Die 
beiden Halbmefjer feyn a, und a + u, die Höhe = 
h, fo iſt der cylindrifche , von ihren krummen Flaͤ⸗ 
hen eingefehloffene Rum — r(a+u)h —raah= 
'zrhau + rhuu, 
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Ringförmiger Körper ift ein Koͤr— 


per, der durch eingefchloffene Figur, als einen Kreis, 
eine Eflıpfe, oder auch von dem Abfchnirfe einer fchick: 
lichen Figur, durdy die Umdrehung ihrer Ebene um ei— 
ne in dieſer befindliche Are erzeuge wird. in offes 
ner Ring ift, wenn die Are außerhalb der Figur 
liegt; ein gefchloffener, wenn fie die krumme Li—⸗ 
nie berührt. Gehe fie durch die Figur, fo entfteht ein 
runder Körper, 


1. Kepler hat fich zuerft mie diefer Art der 
Entftehung eines geomerrifchen Körpers befchäftigt, in 
dem Anhange zu der Nova ‚Stereometria dolio- 
rum; Lincii 1615, befonderd mit der Mefjung der 
Körper, die durch die Almdrehung eines Kreifes oder 
einer Ellipfe um eine Chorde entſtehen, dabey auch 
mit folchen, die von einem Abfchnirte diefer Figuren 
hervorgebracht werden. Die erftern vergleiche er, einis 
ger Ähnfichfeit wegen, mit Äpfeln, Quitten, Pflaus 
men, Melonen, Kürbijfen, Seine Merhode den In⸗ 
halt zu berechnen ift finnreih , und ift eine Analafis 
des Unendlichen. Cavaleri nahm die Meflung nad 
feiner Merhode des Lintheilbaren vor, Der Jeſuit 
Tacquet verfaßte ein flarfes Werk, Cylindracea 
et Annularia betitelt, welches 142 Koliofeiten einnimmt. 
An dern verfte Theile deffelben handele er von den uf - 
formigen Abfchnitten eines fenfrechten Enlinders, ihrem 
Inhalt und der Vergleichung ihrer frummen Oberfläs 
he, in dem zweyten von den Körpern, die durch Her⸗ 
— eines Kreiſes und eines Kegelſchnittes ent 

ehen. 


Fuͤr unſere Integralrechnung iſt die Unterſuchung, 
zu welchen jene Geometer eine kunſtreiche Zuruͤſtung 
gebrauchten, leicht. Sie liefert einige artige Verglei— 
hungen, weswegen ich etwas davon beybringen werde, 
auch als Ergänzung des Artifeld, Eubirung, 


2, Es ſey BAB (Fig, 26.) die Are, um wel⸗ 
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ehe ſich die Ebene eines aus C befchriebenen Kreiſes 
drehe. Der Durchmeffer deffelben DD fey der Are 
parallel, und der Durchmeffer EF auf dielelbe ſenkrecht. 
Diefer Kreis befchreipt durch die Herumführung um 
RAB einen förperlihen Ning, deffen äußerer Halb⸗ 
meffer AR, innerer AF if. Eine mit DD parallele 
Shorde MM befchreibg eine cylindrifche Oberfläche ; der 
zroifchen zwey folden, von MM und mm befchriebes 
nen Slächen enthaltene fürperlihe Raum ift die Zu 
nahme des von dem Kreisabfchnitte DMMD beſchries 
benen Maumes, Kür diefe Zunahme ift nun ein von 
der Größe des Abftandes Pp der Chorden unabhängi: 
ger Ausdruck zu fuchen. | 


3. Der Halbmeffer des Kreifes ſey CB a, 
der Abſtand des Mittelpunctes C von der Are BAB 
in ACO=b; CP =x; PM =y; Pp=&Axı 
PM — pm = Ay; ber von dem Segmente DM 
befchriebene Körper fen — Z, der von Dm=Z+ AZ. 
&s it AZ < ary(b+x) Ax + 2ryAx', und 
AZ ar (y—Ay)(b+x)Ax+ 2zr(y—Ay)Ax. 
Daraus folgt die von der Größe der Differenzen Ax, 
Ay, AZ, unabhängige Differentialgleichung, 92 = 
ary(b+ x)ox, — | 


Es iſt a 
[yox — fox V (a—x2)= * V (aa xz) j 

F 

tz ‘a Ve 


x 
a 


* aa Ang.sin —. Integralformel, 57. 49. Fer— 


ner iſt Sax y (aa xx) — - (aa xx)" „ dafs 


> 


Z= 2rbx V(aa — xx) 4 2rä ab Ang sin 
— (aa — xx)? + I za, 
| 3 3 
wo —8 die erforderliche Conſtante iſt. 
Oder 
2 2 rbxy 2raab Ang.sin * — z (a3 — y3), 
Der äußere ‚von. dem Halbbkreife DED beſchrie 
bene Körper iſt — taab + Se, | 
4. Auf dem Halbmeffer ÖF nehme man c9= 
x; und ziehe durch Q die Chorde NON ſenkrecht auf 


CF; der von dem Kreisabfehnitte DNND._ befchriebene 
Körper ſey = 2, fo if 92° — 4my (b—x) 9x; 
und 


ea. al 
2 = arbiy + 2raab Ang, sin — 
| a 


rw y) 
Der innere bon dem Halbkreiſe DFD befchriebene Koͤr⸗ 
per ift — Htaab — = va, 

5. Der Unterfchieb des aͤußern und innern Fin: 
ges iR rat ‚, d98 Doppelte ber mit dem Halbmeſſer 
a beſchriebenen Kugel. 

6. Der ganze von dem Kreiſe beſchriebene för: 


perlihe Ping ift — ar’aab, fo groß als ein Cylin⸗ 
der, deffen Grundfläche der Kreis (maa) und die Hoͤ— 
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be der Umfang des mit dem Halbmeſſer b beſchriebe⸗ 
nen Kreiſes (arb) iſt. = ! u 
7, Diefes ift ein Fall des Gates, daß der In— 
halt eines Körpers, der durch die Umdrehung einer Fi— 
gur um cine Are erzeugte wird, das Product aus der 
Figur in den Weg ihres Schwerpunctes iſt, f. Cem 
trobaryca methodus. | | 
8. Man mahe CQ =CP, fo ift der von dem 
. zwifchen den parallelen MM, NN und den beiden Bo— 
gen MN enthaltenen Segmente beſchriebene cylindri— 


fhe Ring = 2arb (+ zaa Ang. sin =) * 


arb Segm. MNNM. Dieſer Raum iſt ebenfalls 
das Product aus dem Inhalte der bewegten Flaͤche in 
den Weg ihres Schwerpunctes. | | 


9. Man nehme anftatt des Kreifes eine Eiliofe, 
deren eine Are DD, die andere EF iſt, und welche ſich 
| m 
wie m:n verhalten, fo ift y„=— V(a—xx), 
Ellipſe, 5.) und der, Unterſchied des innern und aͤuſ⸗ 


m 
fern Ringes iſt = mal Die Summe ift 


— |" ‚ortatb, 
ee; j 
10. Es fey ER die größere Axe, und DD bie 
fleinere, fo ift das gedruckte Sphäroid , das durch Die 
Umdrehung um DD befchriebene = ..CE: . CD, 
(Sphäroid), und die elliptifhe Fläche — r. CE. CD. 
Iſt EF die fleinere Are, fo ift das ablange Sphaͤ— 
void, das durch die Umdrehung um DD befchriebene, 


— J . CD .CE?, Die elliptiſche Flaͤche iſt, wie 


* 


——— Koͤrper. 303 


vorher =r.CD.CE. Es iſt alſo der Unterſchied 
des innern und aͤußern Ringes das Doppelte des 
Sphaͤroids, welches durch die Umdrehung um die mit 
der Are der Herumführung 'BAB parallele Are ent« 
ſteht. Der elliptifche Ring felbit ijt die ell.vrifche la: 
he in dem Umfang des mit b befchriebenen Kreiſes 
multiplicirt, | 

ı1. Die um die Are BAB (Fig. 27.) berums 
geführte Kigur fen eine Parabel EDF, deren Xre 
CD ift, Der Parameter verfelben fey — a, die Ho: 
he des parabolifchen Segments CD = h, die halbe 
Srundlinie CE = g, fo it ah = g*, Wie vorher 
pp AC=b,PC=x, PM=y, fo ift alh—y) 
— xx, daher ay — ah - xx — ge — x’. Der 
von DCPM bejcdhriebene Ming ſey Z, p it &Z — 


2r(b + x) yox = — (b-+-x) (g?— x’) Ox 
— — (bg? — bx? + g’x — x?) öx. Daher 2 = 


(nn! — bx3 + gixt — — wo die Con⸗ 
ſtante = o iſt. | | 
Der von DCQN befihriebene Körper iſt Z' 
2” 1 I I 
u — a x —— — u Hy — y4 h 
7 bgꝰx er ex nat) 
Der äufere von DCE befchriebene Ning, x=g 
ang? (2 IL 
; = — (-b+- : 
geſetzt, iſt (= En z g ) ; ber innere 
arg? (: 1 
von DCF beſchriebe =—(-b--g), 
efchrießene ift z : | „8 


ur 
Der Unterſchied ift = — rgth; Die Summe 


⸗ 
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F — 4 
pder ber ganze ringfoͤrmige Körper if — ‚be 
. a 


Br, . 44 
— — — 4 

3. Das parabölifhe Konoid, deffen Höhe DC, 
und bie Grundfläche der mit dem Halbmeſſer CE be 


fchriebene Kreis if, iſt — — #hg*; (Eubitung, 1.) 


Die Flaͤche der Parabel, ift == gh (Parabel). & 


iſt alfo der Unterfchied des innern und äußern Ringes 
auch bier doppelt fo groß, ald der von der Figur um 
pie Are DC befchriebene Körper, und der ganze, Ming 
gleich einem Enlinder über der befchreibenden Figur 
mie der Höhe, fo groß als der Umfang des von C be 
ſchriebenen Kreiſes. 


"43. Die Axe einer Parabel MCM (Eig. 38) 
key fenfrecht auf die Are. der Herunführumg; der Pas 
rameter fen — a; der Abitand des Scheitels von BAB 
"= b; CP=x; PM =y; der von MCM befchtie 
bene Körper — Z, fo iſt 82 = ar b—x%) yı= 
| 4 GE: Ä 
airtb—x) Aare —— dx. 


Daraus iſt 
2* * (= bx* 2 5(5b 33). 


14. Der Inhalt des Ringes, der von dem Kreide 
abſchnitte MEM (Fig. 26.) befchrieben wird, ift der 
Alnterfchied des von den Halbkreiſen und den Abſchnit⸗ 
ten DMMD beſchriebenen Ringes. Man fann den⸗ 
ſelben aber auch unmittelbar finden, wie gleich vor⸗ 
her den paraboliſchen. 

15. 
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15. Es ſey AE=c, EP =z,.der von MEM 
befchriebene Ring = U, fo it HU = 4r(c—z)ydaz 
= 47 (c — 2) V(2a2 — zz). 82. 
_4r (acz — (2a +c)z’ + 28 | 
tegral wird aus Integralformel, 71. gefunden, Es 
iſt Zu 

I — —— | 
U — —_ 4° —— — — u — \ 
(za (c le er za(c a)y 


KG | 1 
— ta hc — — z° 
HGe+)a-ter). 
Die Conſtante = 0. 

26. Die Nre der Herumführung gehe durch den 
Mittelpunct C, fo iſt die ringförmige, von dem Seg⸗ 
mente MEM beſchriebene Zone V =! nzy (a2). 
Man fee a —x ſtatt z, fo iſt 

| Vvaoay (a—x)a-yx) 


4 


4 I | 
— ya) Iny, 
3 2 3 


17, Die Chorde NN fey die Are der Herums 
führung cder. der Drehung des größern Segments 
NEN, fo entftehe ein runder Körper, der dicker als 
hoch if. Man fee CQO—=g, QN=h, fo ift der 
bon. dem Halbkreiſe DED befchriebene Körper — 


⁊ aag + * rad, nah (3.). Den von dem Seg⸗ 


mente DNND beſchriebenen zu finden, ſetze man in 
(4.)-in dem Werte von Z' ftatt b Hier g, und neh—⸗ 
me das Integral von o bis bis x g, wodurh y 
h wird, und es if diefer Körper — | 
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h 
U=4r Gr (ca) Ang.sin - ——a (c-a)h 


+-— (a4) —— 


und nach gehoͤri ger Reduction, J 
U=4r ” ne ach+ E ch 


— — — at (a — c) Ang sın A 
Es ift hr zac — cc, alfo werdem bie - ef 
Glieder des Factors zu 4r diefe, — ah — z h’ = 


I 


— (h! — - = — + —gh 

a 

a —oiſt, fi 
h 

J 0= tem an (sAngien — en) 


— a -h3 — arg x Segm. MEM. 
3 * 


22. Der Unterſchied der beiden runden Koͤrper 
in (20. 21.) it — 4rg ( a® Ang.sin = — sh) 
— arg x Segm. ME" 0. 


23, Die Saͤtze (6, 19, 9— ſind von Keplet; 
der Satz (5.) iſt von Tacquet. Den aͤußern und in— 
nern Ring vergleicht Taequet mit einem Abſchnitte ei⸗ 
nes Cylinders über der Figur, welche den Ring ber 
fehreibe. Keplers Werfahren, jene Säge zu finden, 
iſt finnreich, Er errichtet über dem Kreiſe EDFD 
(Fig, 26.) einen fenfrechten Gplinder, deſſen Hoͤhe 
dem ————— des Kreiſes ‚, welhen QE bey der 
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Drehung befchreibt, gleich ift. In diefem nimmt er 
enen huffoͤrmigen Abſchnitt über dem Kreisabfchnirte 
NEN als Grundflaͤcherund in der Höhe des Eplins 
ders, Ein fenfrechter Schnitt in dem Hufe durch 
irgend eine mir der Dreburgsare parallele MM ift 
gleih der von MM. befchriebenen cenlindrifchen Flaͤche, 
und der huffoͤrmige Körper ift gleich dem rumden ton 


NEN erzeugten. Der fenfrechre prisinenartige Abs - 


ſchnitt dejfelben über MNNM iſt gleich dem cylinderz 
artigen von MNNM in dem runden Körper um NN 
beſchriebenen und, der Abſchnitt über MEM ift gleich 
dem ringedrmigen Theile des runden Körpers, menu 
die Bogen DM, DN gleich groß genommen werden. 
Diefer Abſchnitt über MEM beitehr aus zwen Stücken, 
einem ‚fenfrechten enlinderformigen über MEM, deſſen 
Höhe der Umfang des von QC befchriebenen Kreifes 
iſt, und einem, welches dem von MEM in der Kur 
gel befchriebenen Ringe gleih iſt, und eben fo, wie 
jener, aus einem cylindrifhen Theile und einem hufs 
förmigen befteht. 


24. Allgemein ſey EDF (Fig. 27.) irgend eine 
frumme Linie, welche durch eine Are DC in zwey gleis 
che und ähnliche Theile 'gerheile wird. Wie vorher fey, 
AC=a, PC oder CQ=x, PM over QN = y, 
der von DMPC durdy die Drehung un BAB: (mit 
DC parallelen) befchriebene Körper — Z, der von: 
DNOC beſchriebene = Z', fo ift. 

82 — 2zr(b-+x) yox 
92 ar(b— x) yox 
alſo 
Z —= arb/yox + anfsyox C. 
Z'= arbfyox — zr/xyox — C. 
Wenn das fyOx Feiner Conſtante bedarf, damit es für 
XS o auch o fey, fo find die beiden Eonitanten C,C’ 
ſich gleich, und es if, wenn x —.CE = CF genom⸗ 
Men wird, u —F 


— 


/ 
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1 2.00 | 
== Fer ra (a — V (a—xx)) Jener 


Unterſchied iſt alſo achtmahl ſo groß als die Flaͤche bier 
fes Kreiſes. 


Die Süße, 28. 29. 31 hat Tacquet gefunden. 


32. Eine praktiſche Anwendung kann man auf 
das Viſiren oder die Ausmeſſung der Käfer machen. 
Es fen BAB (Fig. 2%.) die Axe eines Faſſes, MM 
die Hoͤhe deſſelben, MCM die Ausbauchung, ſo be— 
ſteht das Faß aus zwey Theilen, einem cylindriſchen, 
deſſen Halbmeſſer BM, Hoͤhe MM eiſt, und dem won 
MCM beſchriebenen ringfoͤrmigen Ruume. Man wird 
meiſtens MCM für einen Kreisbogen nehmen koͤnnen. 


Zu vergleichen ift eine Abhandlung von Käftner 
über die Ausmeſſung bauchichter Körper in dem Leipziger 
Magazin für Machematif, Jahrg. 173. 1. ©. 


Ruͤckkehrpunet oder Spitze (cuspis, 
sive punctum reflexus, point de rebroussement) 
iſt ein Doppelpunct an krummen Linien, in weichem 
zwey Zweige neben einer gemeinſchaftlichen beruͤhrenden 
zuſammenſtoßen, und jeder ſich daſelbſt endigen. Es 
ſind zweyerley Lagen hier moͤglich. Die beiden Zweige 
liegen entweder auf verſchiedenen Seiten der be— 
ruͤhrenden und kehren ſich die convexen Seiten zu, wie 
in Fig. 29; oder ſie liegen auf derſelben Seite, die 
convere Seite des einen Zweiges gegen die concave des 
andern gekehrt, wie in Fig. 30. Die letztere Berer 
nigung zweyer Zweige nemte man auch einen Schna⸗ 
bel, rebroussement en bec. 


0° An den Sihien der zweyten Ordnung it fein 
Ruͤckkehrpunct moͤglich. Denn da ein ſolcher Punet für 
zwey gilt, fo wuͤrde eine gerade “Linie” durch denfelben 
und einen anderh Punck’ die krumme Linie in Dre) 
Puncten ſchneiden, welches nicht möglich ijt. Aber 
an den Linien der. dritten Ordnung kommen Ruͤckkehr⸗ 


Ruͤckkehrpunct. 3413 


puncte vor, da dieſe Linien von einer geraden Linie in 
dtey Puncten geſchnitten werden koͤnnen. Sie entſte— 
hen, wenn eine Ovale in einen Punct ſich zuſammen⸗ | 
zieht wie in. Th. III. Tab. XIX, Fig. 59. 60,, wobey 
tie beiden berührenden in dem Durchfchnittspuncte in 
eine einzige gerade zufammtenfallen. Die beiden Zwei: 
9% liegen Gier auf verſchiedenen Geiten der berühren: 
den. Denn Die zweyte Lage ber beiden Zweige, die 
eine Spitze machen, iſt nur an den Linien der vierten 
Ocdnung und höherer möglich , weil eine gerade Sie 
te, die durch ven Ruͤckkehrpunet und zwey Puncte auf 
den beiden Zweigen gezogen wird, die Curve noch !ein: 
der mehrmahl fchneider, - J 


2. Es ſeyn AC, BC (Fig. 29.) zwey Zweige 
einer krummen Linie, deren übrige Zweige bier nicht in 
Verraht Fommen, und CE fey die gemeinfchaftliche 
beröhrende zwiſchen ihnen in dem Puncte C. Die 
Coordingten an dem toncaden Zweige feyn: AP — x, 


| or 
IM=y, fo ift an biefem das Differential — 
s 


negativ, welches an dem convexen Zweige poſitiv iſt 
Loncav u. Conver, 12.). Daher ift in C, wo der 
Ubergang von dem einen zu dem andern geſchieht, der 
Quetient = 0. Der Übergang vom Negativen jum 
Pofiriven geſchieht hier nicht durch das Unendlichgros 
Ge, weil an der geraden Linie, durch welche der Übers 


gang gefchieht, der Duotient * =o if, 

Auch ift in dem Ruͤckkehrpuncte der Halbmeffer 
der Krümmung umendlich groß als welcher für die ent— 
ggengeſetzten Zweige auch eine entgegengefeste Beſchaf⸗ 
fenheit hat. Kruͤmmungskreis, 3. In dem gegenwärs 
tigen Kalle kann der. Übergang für venfelben vom Pofitiven 
um Negativen hicht durch Mull gefchehen, weil er fuͤr 
die gerade beruͤhrende unendlich groß if. 
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und O'y =, arx-i2 (a — x);52 0x, auf aͤhnliche 


Art, wie an jener Parabel. Um die Beſchaffenheit 
der Curve nahe bey der Spitze zu erkennen, ſuche man 
eine ſteigende Reihe fuͤr y durch x, wobey es nur 
noͤthig iſt die drey erſten Glieder zu beſtimmen. Es iſt 


7 


yz x: (a m 2, a 


org nLLE 
xl + ots O+«) 


oder 


‚=ı((+: or Ey + ce) 


9 Den Ruͤckkehrpunet ah einer krummen Linie, 
‚wenn ein folcher vorhanden iſt, zu finden, ſuche man 
aus der Gleichung zwifchen x und y den Quotienlen 
—* wobey das Differential Ox’ conſtant genommen 
x { er 
werde, feße benfelben — o, fo hat man eine Glei⸗ 
chung zwifhen x und y, welche mit der gegebenen 
Gleichung zwiſchen denfelben verbunden, durch Elimina⸗ 
tion eine beſtimmte Gleichung ſowohl fuͤr x als fuͤr 
y guet, welche. die Coordinaten zu dem Ruͤckkehrpuncte 


82 


öy M 
find. Es fen > * 


bon. x und y pe za fo ift entweder M = o, oder N 
unendlich groß zu nehmen. Allein die — kann 
febt weitläufig werden. | 


‚ wo M und N Functionen 


# 


10. An den Linien der dritten Ordnung kann 

der Ruͤckkehrpunct ohne Huͤlfe der Differentialrechnung 
gefunden werden. Es fey die Gleichung. für eine fol 
che: Pr wy—ay — by — 2cx — d S0, 
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Seine Sinien ber zwepten Elaffe, 32 u. F ), fo iſt 
V (€ + dy + by’ + ay’ — y°) 
= + 02 nn 
: Me y 
Für jede Wurzel der Gleichung, 
Dyr-ıyby—-diy—dzo 
hat x nur einen einfachen Werth, oder wird, als Or⸗ 
dinate betrachtet, aus einer ſchneidenden eine beruͤhren⸗ 
de, wenn die Wurzel der Eleichung nur einfach iſt, wie 
Tab. XIXXPig. 58, Iſt die Wurzel zweyfach, fo 
gehen ‚wer —— in einen Durchfchnittss 
punct zufammen, Fig. 59. Iſt die Wurzel drenfach, 
fo it ein Mürffehrpunce vorhanden, Fig. 60, Damit 
die Gleichung CY) dren gleich große Wurzeln habe, 
Bi en die Formen der Coefficienten folgende ſeyn, 
a=sp—g; b=3p(4—p); 
d=— p(a9—p; F=p'g 
aus Gleichung, .83, wenn dafelbft die drey Wurzeln, 
PT 8, fih gleich, und q negativ genommen werben, 
Fuͤr den ———— ſind die Coordinaten, 


vVp’g 





yapı- — Vpq. 


Die Lage der beruͤhrenden in dem Ruͤckkehrpunete 
zu finden, ſuche man den Werth des Differentialquo⸗ 


dy 
tienten = al3 der Zangente des Winkels, welchen die 
beruͤhrende mit der Abſciſſenlinie (der Axe der x) macht. 
Es iſt uͤberhaupt 
oYy 200—2 
x 37°’ x—o2ay— b | 
Sest man hir y=p, x= Vpg, fo werden Zaͤh⸗ 


ler und DMenner jeder = 0, oder — =o, eben ſo 


7 
cx 
wie bey einem Knoten oder "Durchfchnittspuncte zweyer 
Zweige, (beruͤhrende 7 23 ff.). Alm den Werth 


P 


* 
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gehenen Gleichung richtet ſich auch nach dieſer An: 
nahme. | | 


In Käftners Analyſis des Unendlichen $. 520, J. 
iſt die Gleichung fo vorgefragen, daß nod) Fein Di: 
rential conftant genommen it. Es find daſelbſt, ©, 
604. 3. 8 u. 9, zwey Druckfehler zu verdeffern. Lim 
daraus die obigen Gleichungen herzuleiten, muß ſtatt 


DR. e a 
Tr gefegt werden ©, und 00 ftatt p. 


14. Den der zwepten Art des Mückfehrpunctis 
(Fig, 30.) liegen die beiden Zweige AC, CB, welde 
in ihm jufammen fommen, an verjelben Seite der ge— 
meinfchafrlichen in C berüßrenden CE. Hier iſt fein 
Übergang vom Goncaven zum Convexen; der Halb 
meffer der Krümmung kann hier alfo endlich feyn. Die 
berüßrende "CE ift die Außerfte der berührenden an bei: 
den« Zweigen, und Daher ift ver Abſtand ihres Durch— 
ſchnittspunctes E mit der Are der Abfeiffen vom A oder 
einem andern beſtimmten Puncte auf derſelben, zwar 
größer als bey andern; berührenden, aber doch nicht ein 
Größtes, in dein Derftande, daß das Differential von 


Ä 0: 
AE Null wäre, Denn wenn der Abſtand * — x 





ER RT | j QOx0® | 
in diefem Verſtande ein Größtes, aljo I — Yo 
; — : ) 4 ’ 
wäre, fo wäre ber „Halbmefjer der Krümmung in C 
qmendlich groß, welches nicht nothwendig ift. Es find 
hier nur zwey verichiedene Folgen von Abftänden, die 
eine gemeinjchaftlihe Gränze haben, eben fo mie die 
Drdinaten an den beiden Zweigen AC, BC, | 
15: Der Syalbmeffer dee Krümmung Fann end’ 


lich, oder unendlich groß , oder unendlich Flein fen. 
Die gemeinfchaftliche berührende läßt dieſes unbeftimmi. 


16. Iſt der Halbmeſſer der Krümmung für beide 
| Zweige 
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Zeige in C gleich groß, fa ift das Differential deffel- 
ben — 0, und es läßt fich zwifchen den Bogen AC, 
BC durch € fein Kreis ziehen. Gind die Halbmeffer 
der Krümmung ungleich, fo läßt fich zwifchen vielen 
Bogen durch C ein Kreis ziehen, der flächer. als der 
Bogen AC in Q ift, und frümmer als BC. Fine 
folhe Verbindung zweyer Bogen mag aber Fein Ruͤck— 
fehren. «heißen, fondern wird nur ein Durchfchneiden 
zweyer über C hinaus fich erſtreckenden Bogen ſeyn. 


ı7. Der Halbmefjer der Krümmung in C für 

beide Zweige fen —= r, fo it, wenn das Differential 

0x conftant gefegt wird, — — — (Kruͤm⸗ 

Oxöty 

mungsfreis, 8.), wo 9 — V(dx + Oyı) if. € 
— 303,0 os?.03y — 

iſt Or = — 4 ——5 und dieſes 
=o geſetzt, 8 ,Oy — 3828. 8y. Ferner iſt 

3 Ä ayö'y 

05 = Oyo’y (Ox? + 9y’) *, oder ds — — 





alſo iſt fuͤr den Ruͤckkehrpunet der zweyten Art, 
ös’ .Ddy — 30y (0y. 


18. Die Unterſuchung des Ruͤckkehrpunets der 
jwenten Art macht einige rt RHopital hat 
ihn zuerft in Betracht gejogen, Analyse des ınfin, 
petits, nr. 109. Er zeist dafelbft, daß durch die Ab» 
wickelung einer Curve mit einem Wendungspuncte eine 
Ihnabelförmige Verbindung zweyer Zweige entftehr, 
woran der Halbmeffer der Krümmung gleich groß iſt. 


19. Der Abs de Gua behaupfefe in der 
Schrift, Usage de l’Analyse de Descartes pour 
decouyrir les proprietes des lignes geometri- 
ques, daß es feinen Ruͤckkehrpunct der zweyten Art 
gebe, fondern daß die beiden Zweige, die in ER ſol⸗ 
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ri ritrovato per utilità et solazzo delli Studio- 
si. Et al presente per Franicesco Barozzi Genti- 
huomo Venetiano in lingua volgare in domo 
di Paraphrasi composto ; in Venetia 1572. 24 
Quartblaͤtter. | | 


Eine Überfegung diefer Schrift iſt dem Schach⸗ oder 
Koͤnigſpiel von Guſtavo Seleno, (dem Braunſchwei⸗ 
giſch-Wolfenbuͤttelſchen Herzoge Auguſt) Leipzig, 1616. 
angehaͤngt. Die Steine ſind in Form von Scheiben, 
Dreyecken und Vierecken, auf einer Seite weiß, auf 
der andern ſchwarz. Sie ſind mit gewiſſen Zahlen 
auf beiden Seiten bezeichnet. Die Spieler koͤnnen ſich 

‚die Steine nach Maaßgabe der bezeichneten Zahlen auf 
verſchiedene rien nehmen und ducch Lmfehren in es 
gene bernantein; auch kann ein ‚Stein durch Eins 
fperren genomazen werden. Der Gieg wird erhalten, 
wenn man in des Gegners Feld Steine bringt, deren 
Zohlen eine arithmetiſche, geometriſche oder harmoniſche 
Proportion ausmachen; ein größerer, wenn man bier 

- Steine hineinfpielt, deren Zahlen Glieder zweyer Diefer 
Proportionen find; der größefte, wenn fie alle drey 
Proportionen liefern. * | 

Murhard führe in feiner Litteratur der Mathe— 
matit an: Le tres-excellent et ancien jeu Py- 
thagorique dict. Rithmomachi etc. pour obtenir 

vraye et prompte habitude en toute nombre et 
proportion, à Paris; 1576 | 

Bon einer Schrift des Alterthums über ein ſolches 
Spiel weiß man nichts, 


„„ Nöffelforung, fı Springe auf vun Chad 
rei 


Müclaufende oder wiederfeh 
rende Reihe (series recurrens) ift eine folde, 
worin jedes Glied das Aggregat der Pruducte einige 

zunaͤchſt vorhergehenden Glieder in beſtimmte Zahlen 


⸗ 
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in derfelben Ordnung genommen, iſt. Die beffinimten 
Zahlen, mit ihren Vorzeichen verbunden, machen die 
Verhaͤhtniß- oder Beziehungs:Gcale (Scala 
relationis, echelle de relation) aus. Die Anzahl 
ver beſtimmten Factoren zeigt die Ordnung einer ruͤck⸗ 
laufenden Reihe an. er 


1. Eine geomerrifche. Reihe iſt eine rücflaufende 
Neihe, ın welcher die Scale der Nelation aus einem 
einzigen Gliede, dem Exponenten, mit dem Vorzeichen 
+ oder — beſteht. Das erfte Glied iſt willkuͤhrlich. 


2. Wenn die Scale der Relation aus zwey 
Gliedern beſteht, fo Fonnen die zwep erften Glieder der 
Reihe nach Gefallen. angenommen, oder den Bedingune 
gen der Frage zufolge beftimme werden. Hat die Sca— 
km Glieder, fo find die m erften Glieder der Reihe, 
wilfführlich oder durch) gegebene Bedingungen beſtimmt. 
Z B. die Scale fy + 3, — ı, die beiden erſten 
lieder ſetze man 1, 2, fo ift die Neihe : 

1, 2, 5, 13, 34, 89, 233, 610, u. fe f. 

Eind die beiden erften Glieder ı, 3, fo if die Meihe: 
. I, 3, 10, 27, 71, 186, 487, 1275 etc. - 
Eine ſehr irregulär fcheinende Reihe Fann folchergeftalt 
nad einem fehr einfachen Geſetze gebildet ſeyn. 


3 Iſt die Scale der Pelation +2, — 1, fo 
if die Meihe eine arithmerifche der zwenten Ordnung ; 
if die Scale + 3, — 3, + ı, fo ift die Reihe eis 
ne arichmerifche der dritten Ordnung; ift fie + 4° 
-6,+ 4, — ı, fo ift die Meihe von der vierten 
Ordnung; iſt die Seale 





m.m--1I m.m—r1.m—?2 

723 — ; + — — 
I. 2 I ‚2° 3 

+m,-+1I 


ſo iſt die Reihe eine arithmetiſche der mten Ordnung, 
I» arithmerifche Reihen hoͤherer Ordnungen, 3. 4. 
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4. Alle ruͤcklaufenden Reihen entſtehen durchidie Die 
vifion einer rationalen Function von einer veraͤnderlichen 
Größe durch eine andere Function dieſer Art, worin die hoͤchſte 
Potenz der veränderlichen Größe wenigftens; einen Grad 
höher ift, als in dem Dividendus. Die Coefficienten 
der veränderlihen Größe in dem Quotienten machen 
Die ruͤcklaufende Reihe aus.  Diefer Bruch Heißt der 
erzeugende Bruch, Urbruch ( Ffraction genera- 
trice.). | Ä 


— a4 bb2 
5. Es ſey naͤmlich — —* 
A+Bz+ Cz?+Dz5+Ez+-+ etc, fo if 
a-bz=A +Bz + Cz+Dz’+ Ez? + ktc, 
— Aa. — Ba. — Da, — Da, — etc, 
| +Aß. +BB. Heß. + etc, 

wo die Punste die Stelle der Potenzen von z ber 

treten. . 


Die Bergleichüng ber Coefficienten in beiden Tfeir 

len ver Gleichung, giebt 

RS | 

B—Aa—=b; 

C—Ba-+Aß=o;5 

D—Ca +BB=o; 

E—Da+cCß=o; 

u. ſ. f. 


alſo | | 
A=a; B=Aa-+b 
Cc=Ba—cß; D=Ca—Bß, 
E=Da— C83; F= Ea—Dß, 
: Us f. f. 
Die Scale ber Relation ift demnach + a, — 6. 


nn atbterı _ 
ne L—az+ By 5 


A + Bz + Cat + Dz? + Ez‘ + F2° + etc 
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ſo giebt die Multiplication des Quotienten mit dem 
Divifor und die Vergleichung mit dem Dividendus die 
Werthe der Eoefficienten, 
Az=za; 
— Aa + b; 

Ba — AB + c; 
Ca — Bß + Ay; 
Da — C$ + By;. E 
Ea — DB + 6; * 

u ſ. f. £ 
Die Scale der Relation fe vv — 3 + % 


AN 
Im 


7, Auf gleiche Art folgt aus dem Bruche 

at bz-+ cz’? + dz3 V 
— —— —— — aa} Bat: die Scale ver Ne: 
lation +a,— ß, + 9 — 5, und die Coefficienten 
der erften vier Glieder des. Quotienten, A a; 
—=Aa+b; C=zBa—Aß+c; — 6% 
— Bß + Ay+ d. Der Fünfte it E = Da — 
CB + By — Aö, und nad diefer Form auch vie 
folgenden. " 


8. Die Scale ber Relation mag auch eine un⸗ 
endliche Anzahl von Gliedern enthalten, wenn naͤmlich 
der Diviſor eine unendliche Reihe iſt. 


| 9. Den biefer Entwicelung einer gebrochenen 
Sunstion in eine Reihe hat jeder Eoefficient eine invos 
Iutorifche Korm, da er aus mehrern vorhergehenden, 
nicht felfen aus allen zufammengefegt ‘wird, z. B. Die 
Reihe für sec 9, in Enflometrie, 22. Es iſt aber 
auch möglich, die Coefficienten unabhängig von einans 
der, durch einen algebraifchen Ausdruck anzugeben, mit⸗ 
telft der Wurzeln derjenigen Gleichung, welche entfteht, 
wenn der Divifoer — o gefegt wird. Man muß 
nämlich den Bruch in partielle Brüche, nach Function, 
20 ff. zerlegen... Hat ein folher Bruch die Form 


* 
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5 fo giebt die. Entwickelung eine geometriſche 


Reihe, deren allgemeines Glied ſich kath ergiebt, 
Hat der partielle Bruch die Form Ges mer 


der binomifche Lehrſatz das allgemeine Sieh durch die 
Stelle defjelben an, Hat der partielle Bruch die Form 


— 7 wo der Nenner nicht zerlegbar 





ſo giebt 


ft, fo verfaͤhrt man entweder fo, wie in dem Artikel, 
Junction, 32, 33, angemwiefen ift, eder nach einer anı 
bern Art, die hier gewiefen werben wird, 


10. e fey der zu entwickelnde Bruch 
a __a+ bz 
er — az + 62* 


u En 0, oder = - 23 2° = 0, habe 


R 
zwey mögliche, ungleide Wurzeln, die durch = und - 


= 2 * die Glechung 1 — 


bezeichnet werden. Es iſt uun 7 nn — * 


40), u. = a z’ "5 ( -:) 


eben baf. 43. — man auf der einen Seite 
mit 6, auf der. andern mit pq, fo iſt 


1— az + 82 = (pz — ı) (q2 — ı), 
T—az+ Bz!=(r—pz) (1 q2). 
Nun läße fich die gebrochene Function Z, in jiven 


gebrochene zerlegen, Z — — 
| I—PZ I 92 


oder 


wo / 
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| b RR, 

12 u 2 und B— — Fer if, Function, 
pP—q pP 


31, Dadurch iſt 
— AlıHhpa+pathu.dp”z” + eto) 

= +94 9g2+ 22’ +...+ q"2° + etc.) 
Die vorkr y 4 = A+ Bz + Ca .. 
+ Mz® + etc. ſo iſt M+ Ap® + Vq”. 


Das Product (1 — pz) (1 — qz) entwickelt, 
t=1—(p+g)z + pga*, alſo ift P+g=e; 
pg = ß, und daher ift 

1 
Bra =seH v(£ — 3)3 
1 yı 
a= —64) 
aus Gleichung, 38. Damit p und q mögliche Groͤ— 
* ſeyn, muß > — 0 > B over.a® > 4ß feyn, 





q 


07 Der iu entinickelnde Bruch fen! 
a+ bz -L cz 
— — — Z, und bie Gleichung 
1 — az + fr—-y’mo, oder 
I & 


6 
———24—2— 230 abe die dre 
—— 


moͤglichen ungleichen Wurjeln, * if 


I I 1 1 
— — —— u, und 
I 
7 


> rar 
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Gleichung, 60, 61. Multiplicirt man auf der einen 
Seite mit Y, auf der andern mit pqr, und vertauſcht 
zugleich die Vorzeichen, ſo iſt 

1—az 4 Bz—yz5 = (r—pz)(1 — —ız) 
Die gebrochene Function Z läßt ſich nun in die Brüche 














X B € 
+ $ 7⸗ 
I PZ 1—qgz 1—ız 
zerlegen, worin | 
— ap +bpb+re „_afitrbgrec 
 E-)ep—N' (a—p)(g—r) ’ 
h | 

—— —— iſt. Daraus wird das allge⸗ 


9) & —- p) 
meine — in der — Function 

Man (Apn + Bq” + Ez")z", 

12. Auf ähnliche Art wird eine gebrochene Func⸗ 

- bz : L dz3 + etc. 
tion ea — — — ‚ deren Nenner 
| ı —az + 2 — yz3 + etc. | 
das Product aus n möglichen, ungleihen Kactoren bon 
der Form (1 — pz) iſt, in n Brüche von der Form 


7 zerlegt, deren jeder zu dem allgemeinen Gliede 





Mz” einen Terminus, wie Ap"z” liefert. 


13. Der Nenner des zu entwickelnden Bruches 
habe zwey gleiche Factoren, jeden = 1 — pz, fo ent 


fiehen daraus die beiden partiellen Brüche . 

| (2 — pz) 
+ —, ‚» nah Junction, 28. Die Zähler wer: 
den nebft den Zählern der übrigen partiellen Brüche 
auf die a. a. O. gewiefene Art beſtimmt. Da ferner 
((—pz)?=ı + 2pz+ 3p’z’. .tr(m+ I) p” z" 
+ etc. iſt, fo entſteht aus dem erſten jener beiden 
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Brüche in dem allgemeinen Gliede Mz” der. Terminus 
(m + ı) Ap"z”. Aus dem andern kommt zu die— 
fem der Terminus Bp”z”, und ber Eoefficient von 
zZ wird — (m + ı) Ap” + Bp" 0, 
+ etc, 

Man Fann auch den partiellen Bruch, der aus 
dem Factor (r—pz)’ des Menners entſpringt, ſetzen 
A+ Bz 
(1 — (1 — pz)” 
allein — In dem allgemeinen Gliede Mam if 
nun der Daraus entſtehende Zerminus 

= ((m + ) Ap” + m Bpmm)zm, 

14: Der Nenner der gebrochenen Function habe 
den eubifchen Kartor (tr — pz)’, fo entjtehen daraus 


, 4 B 
drey partielle Bruͤche, — * Go 


e =, und hieraus in dem Coefficienten M 


welcher nun anſtatt jener beiden Brüche 





— 
des Gliedes Mz”" aus der ——— Funetion der 
Terminus 


— — + z - Up” +m+ 1) Sp" + Ep”, 


i,2 
Oder man nimmt flat jener drey partiellen Bruͤ⸗ 


A4Bz + Ez’ 
he den Bruch — | 
Auf ähnliche Art verfahrt man, wenn noch hoͤhe⸗ 
re Potenzen eines einfachen Factors ı — pz in dem 
Nenner der gebrochenen Function enthalten find. 


15. Exempel. Das allgemeine Glied der Weis 
be, bie aus dem Bruche — x eniſteht, 
oder der Reihe | 
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I +42 #142 + 4625 + 14621 — 45435 
+ etc, anzugeben. 


“Der Menner ift das Product — — 327), 
alſo it p— 2,4 —3 3; und »s13 26 
Abo iſt in (o), A= — ı; B= +2, und das 
allgemeine Glied — (— 2" + 2.3”) zm, 


Die Scale der Nelation ft + 55; — 6. 


16, Exempel. Das allgemeine Glied der Reihe, 


bie aus dem Bruche — — oder 


1.—82 + 212° — 182° 
‚ ber Reihe 


ı +3zZz + ı1z° + 43 23 + 07m + 6312 
Fr etc. gu finden. 

Die Reihe Fi wird nach. den Formeln für die 
Eoeffieienten (6.) gefunden, da die Scale ver Melarion 
ft + 85 — 215 + 18. Der Nenner ift gleich 
dem — (1 — 32 (1-22), Man. fee 
| Fr 

(1 — 32 (1 —2z) 7 
EIN er as € 
Ggf Km te 
Bringt man diefe Brüche auf denfelben Nenner mit 
dem vorgegebenen, fo wird dadurch 
Alı-22) + B(i-32) (1-22) FE 5 
= 1 —52+ 82%. Das giebt 
, J. B13 
| 1 — Ad mg, 
| Ul.6B — 8. 
Durch die Elimination zweyer dieſer Groͤßen findet 
man die dritte, Solchergeſtalt iſt 
2 
+; »=—; e = 2, . 


und. das allgemeine Glied der Heiße iſt 
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-T: (am — 3). Fe +2, = zu 


Die zweyte Zehams der gebrochenen Function 


4, A-+ 3 _E_ 
13.) in die Brüche, — — ‚ 
(13.) be, — ———— — giebt fuͤr 
dieſes Exempel 
1-52 — 82 771—452, 2 
(1 — 32)? (1-22) ( — 32) —— 


17. Der Nenner der Function 
a+b u " 
2 = Tg babe Feine mögliche Facto— 
ren, weil a* — 48 iſt, daher bie Gleichung 
i— az + Bo, oder - 


[14 
| | 8 — 3 + z* — Ö3 
kine möglihe Wurzeln hat. (Gleihung, 36. 44.), 








ak | ax nt 

an fege — — cosQ:, wodurch — eiit eigentli 
Man ſetz 28: uns zZ: gentlicher 
Bruch wird, der Vorausſetzung gemaͤß; auch ſchreibe 
man f* fuͤr 6, ſo daß a — 2fcos O, und 1 — az 
82 — ı — 2fcos . 2 + fz? ſey. Dieſer 
Größe gebe man die Form eines Products, (1 — pz) 
(1 —qz), obwohl die beiden p, q unmögliıche Größen- 
find, ſo it p-+ q =.2fcos 8 und pq = f’, bei⸗ 

des mögliche Größen. Aber es iſt 

p=fc0s$ + fsinp.v— ı, 
q = fcosp — fsain . V — 1. 


Die Function Z wird num wie vorher (10.) in:die beis . ; 


B 
den eingebildeten Bruͤche, — mn zerlegt 
—pP2 IL (2 
und daher in zwey ——— geometriſche Reihen, de⸗ 
ten allgemeines Glied iſt | 


Mz® =. (Up® + Bw) 2m. 


N 
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Jeder der beiden Theile iſt eine unmoͤgliche Ka bie 
Summe aber ift eine mögliche, 


\ 


18. Denn es ift aus Goniomefrie, 100, 


(cos$ +sinpy - 1)" =cosmP-+sinm®. V-u 


Al 
. p” = fr (oosm® + —— )5 
BT (cosmO® - — sin m o. V — 1), 
und daraus 
M— (A +8) facosm$ 
+ gs — 3) Tsnm$.VY —ı. 


‚Dun ift oben (10.) gefunden: 








b 
yet ; 38 — = bank 
4 —— 

Y-B=a; — — 

afcos$ + b 
= uno Ver Daber iſt 

— af cos ee... 
M = af"cosm P ae Fer u —— 
Da 


sin O. ne + ee — sin (m + ı)P 


iſt, — 24.) fo iſt 

a ı)P + 29 
Der Winkel 6 ift ducth die Gleichung, — > = 
cos —* gegeben. 


19. Exempel. Der Bruch ſey — 


I—z +2" 


ſo iſta — 13 b=23; az +ı, PZzH+ts 


f<= 1; ts = =; BO = 60° =. alſo 
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m-+tı > m ; 
(sin SEE sin Dr\ 
Re 3 J 3 





M = 


\ + 
sın — r ⸗ 


1 | — 
Die Sinus der Vielfachen von ” find gleih einem 


der Sinus 'von en — — > — welchen 
| 7.9.0430 3.:3 | 
die beiden erſten dem sin 60°, der 4te und ste — — 
sin60°, die beiden übrigen — o find. Daher ift 
ı + 2z 


= ‚zı +32 +22 — Z327—22514 26 
1 — 2 2 | 


+ etc. mo Die Scale der Relation + 13— 1, 
wie es auch die Diviſion ergiebt. 


20. Aus jedem Paare unmoͤglicher zufammengehörigen 
Factoren, welche der Nenner einer gebrochenen rationa⸗ 
len Sunction enthält, entfteht bey ver zerkgung ver 
Funetion ein Bruch von der Form 


At %z 
| I — 2fcos®..z + ffz” 
welcher in eine Reihe verwandelt, ein allgemeines Glied, 
M'z®, giebt, wo M’ die in (18.) gefundene Norm 
bat, und M’z= ein Theil des allgemeinen Gliedeg Men 


der Reihe ift, in welche die vorgegebene gebrochene. 
Junction aufgelöfee wird, 


Den Werd von A und B in jedem partiellen 
Bruche zu beflimmen, berfahre man entweder nach 
Junction, 33, oder, wenn diefer zu befchwerlich ſeyn 
follte, nach der von Euler in der Introd, in Anal. 
Inf. $. 201 ff. gewiefenen Methode, welche derjenigen 
In dem Artik. Function vorgetragenen analog ift.“ 


21. Es fen nämlich 
pP 


YA — — — — 
(it — 2fcos® 2 +f=)V 
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wo P und V zwey ganze Functionen von 2 find, und 
der dreytheilige Factor auf die in (17.) gezeigte Art 
beftimme ift. Der partielle Bruch, der aus biefem 
Factor entſteht, fey, wie vorher, 

+23 
ı — 2fcos$.z + fz: 
Bruch zu der Function Z. Es ift num 
p — UV + 8V2 + (1 — 2fcosP,2+f27V 
daher, eo 

7 — WV — 3V2 

— — — — — — — 

| ı — 2fcosp.z + fz — 
Da Y ine ganze Zunetion ift, fo ift der Zähler de 
Bruches durch ‚ven Nenner theilbar, oder enthält den: 
felben als Factor; wird alfo = 0, wenn dieſer — 0 
ifte Diefes gefchieht, wenn für z eine der Wurzeln 
der Öleihung, 1 — 2fcos$ .2 + £’z? =oy 


fest wird. Diefe find ; (cos © * sin . V— 1). 


Setzt man dieſe Werthe in die Function P-AV-BVz, 
fo entſteht eine Doppeigleichung, in welcher das mögli 
che dem möglichen, fo wie das unmögliche dem unmoͤg— 
lichen gleich ift. Durch diefe zweyfache Gleichung wir: 
den num die beiden unbekannten Größen, 4, B, be— 
ſtimmt. | 


— 
und F der ergaͤnzende 


| 22. Den dem hier gezeigten Verfahren, das all 
gemeine Glied einer ruͤcklaufenden Reihe zu finden, it 
es hinderlich, daß die Zerfällung des Nenners in Fa⸗⸗ 
toren bon der Auflöfung der Gleichungen abhängt, wel: 
che meiſtens nur irrationale und genaͤherte Werthe dt 
Wurzeln liefert, La Orange hat eine merfroürdigt 
und feine Merhode angegeben , wobey es nicht noͤthig 
iſt, die Werthe der Wurzeln, welche den Menner auf 
Rull bringen, zu wiffen, fondern in jedem Falle unads 
bängig von diefen Werthen das allgemeine. Glied M 
Reihe durch wiederhohlte Differentiirung einer gegebe⸗ 
nen 
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hen Funckion findet. De la resolution des equations - 
numeriques, p. 215 ss. Daraus in Lacroix traitd 
des differences et des series, art. ı120, 11275 In⸗ 
jwifchen empfiehlt fich die Eulerifche Darftellung des alls 
gemeinen Oliedes dadurch, daf man das Geſetz der For— 
mation daran deutlicher wahrnimmt, und Daß man es 
rg iſt, um zwifchen die Hauptglieder andere einzu— 
alten, | 


23. Walmes ley bar fchon früher verfucht, dag 
allgemeine Glied einer ricklaufenden Reihe zu finden ohne 
die Sactoren des Menners in dem Lirbruche dazu nöthig 
ju haben, in den Mem. de P’Ac. de Berlin, 1758, 
allein feine Aufloͤſung erfordert eine gar zu weirläufige 
Rehnung, daß man fich ihrer fchwerlich wird bedienen 
mögen. ' 

24° Argobaſt bat in feinem Calcul’ des Déri- 
vyations, A Paris 1800. nr. 205. das allgemeine 
Olied ver Meihe, die aus dem Brude 


a+-bx+ cx?’ -+etc. ver 
au entfteht, ganz Fur; durch feine 
a+dx+ yx’+etc. - 
Bejeichnungsart dargeſtellt. Der Coefficient zu der Po⸗ 
tenz x” in der Reihe iſt — Do", (aa), wo das c un 


tee dem Derivarionsjeichen D das Product i. 2. 3:4: 
m bedeutet, - Die Derivation ift, wieder Punct anzeigt, 
eine zufammengefeste, f. Derivarıons- Rechnung, 94 
Allen es iſt hier eine doppelte Entwicklung nöthig. Die 
Divifion wird als eine Multiplieation mit der Kunerion 
(a4 Bx + yx® + etc)! betrachtet. Nun muͤſſen 
eritlich Die Derwirren, welche aus dem einen Factor, 
dein Zähler, entſtehen, beſtimmt werden, Diefes giebt 
den Koefficienten, der Durch A, bezeichnet werde, 

AZ an”, at + bo"r, a”? 4 cn"“2, a”! + etc, 

© & c j 


Die Derivirten aus der entwickelten Function — 
4684 ya® + etc.)”! werden aus den Formeln, 
| y 
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Derivations Rechnung, 21. gefunden; — daſelbſt 
Gaza”! geſetzt wird. 


25. Es braucht aber diefer , etwas vermwirrenden, 
Rechnung nicht, da die bloße Divifion, mirteljt der an: 
genommenen Form des Quotienten, das Gefes ber Coeffi⸗ 
cienten deutlich genug zu erfennen giebt. Diefes ift in 

dem Artifel, Buchſtabenrechnung, 27. Th. J. S. 383. 
ſchon gefchehen. Vorzuͤglicher ift der Ausdruck, der 
durch die combinatoriſche Analyfis (ſ. diefe, 37» TH.L, 
©. 494) gefunden it, Daſelbſt find alle Glieder des 
Nenners nach dem erſten fubtractiv. Sind ſie alle addi—⸗ 
tiv, fo werden die Combinationen von einer ungeraden 
Anzahl aus B, Y, Ö,.&, etc, negativ. Zur bequemern 
‚Bergleichung. mit Arbogafts Derivationd- Formel oder 
jeder andern febe ich die fünf erſten Eoefficienten in der 
* a+bx-rex’+dxö+ etc. : 
Reihe fir — — Ey TREE Br Serra —— her. Die Reihe 
fn P+ Qx 7 Rx? +5x5 + Txt-+ etc. fo Me, 
— a. 
Q=—an’A+b. 
Ra aba rc, 
S—=—al5A—5b3B +e5C)—b(a’A—h') 
= ca’A+d, 
= — ala —b’B+c'C— HD) 
— b{a5A —b3B + c 50) 
0 A—bB)—daA+te 





ſ. f. 

Die lateiniſchen Buchſtaben bedeuten Combinatio⸗ 
nen der 8, Y, ö, &, etc., fo vieler als die Stellenjahl 
des Buchſtabens Einer enthält, und ſolcher, deren 
Summe, zufolge des Zeigers, 

‚Yo Ö, Eon» 
I, 2, 3, 4°. 
die dem lateiniſchen Buchſaben beygefuͤgte Ziffer angiebt. 
Der deutſche kleine Buchſtab zeige uͤberhaupt an, daß 


— — 


jeder Combination die Verſetzungszahl ihrer Elemente by: 
zufuͤgen il, ©, combinatoriſche Analnis, 28, 2% 
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So ift J / 
— ale (2ßö+Y) + 587 Bi) 
— b(d —2y + BP) —cy—Pß) 
Be 


Das Gefes der Formation ift ganz deutlich, 


Penn man zum erften Gliede des Diviſors a bes 
hält, fo werden a, b, c, d, etc, jede durch a Dibie 


AB 
1 a 
C 


D 
—, —, etc. gefeßt. 
a3r a? 


Die Hindenburgifche eombinatorifche — muß 
fo wie Arbogafts Derivarionsformel durch zufammen: 
geſetzte Operationen geben, allein bei der letztern haͤlt es 
fhwer, ſich von den zufammengefegren Derivationen, 
die fi) auf mehrere Glieder einer Function bezichen, | 
einen neften Begriff zu machen. Auch die entwickelte 
Derivationsformel (Derivations «Rechnung, 21.) ges 
währt keine helle Einſicht, wenn man nicht bemerkt, 
daß die Kactoren zu den .beridirten Größen die voll: 
fändigen Combinarionen einer gewiffen Gattung mit 
ihren Verfegungszahlen find. Arbogaft bemerfr dieſes 
nirgends in feinem fonft ſehr fchäsbaen Werke. Das 
ber muß er viele, theils fehr zufanmengefegte Megeln 
für die Entwicelung feiner Derivarionen geben, de: 
ven Grund man nicht anders ald empirifch einſieht, 
befonders was die numerifchen Factoren oder die Ver— 
fegungsjablen betrifft. Es ift ein Wortheil bey der Hin— 
denburgifchen Merhode, daß die Kombinationen unab— 
bängig von ihren numerifchen Factoren gebildet wer» 
den, welches bei Arbogaſt unzerrrennlic iſt. 

Uebrigens iſt die Arbogaftiihe Methode fehr be: 
quem, wenn unbeftimmte Sunetionen, wie © (a+bx 
+ cx? + etc); W (a -++ Bx + yx® + etc.) oder 
noch mehrere mit einander multiplicirt, oder durch ein⸗ 
ander dividirt werden follen, 
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Die Hindenburgiſche Entwickelung — Rune 
tion findet man in deſſen Systema permutationum, 
combänationum, vet. ‘Lips. 1781. p. 78 ss. und 
nod) allgemeiner in der. zweyren Sammlung combinato: 
riſch⸗ analyrifcher: Abhandlungen, Jeipzig, 1780. Es 
iſt dafelbit ein Bruch, deſſen Zaͤhler und Nenner Por 
tenzen eines Polynomium find, in den vielbefaffenden 
combinatoriſchen Symbolen, auf zweyerley Art, abhaͤn⸗ 
gig und unabhängig, in eine Reihe gebracht. Die 
voͤllige Entwicklung giebt Euler in den Calc, differ, P. 
II. $. 207. 


256. In dieſer RE RT ift — eine Ab: 
handlung von Tremblen enrhalten, woriw gejeigt 
‚wird, mie, man, ohne den Menner "einer gebrochnen 
Runetion in Ractoren zu zerfällen, das allgemeine Glied 
der Reihe finden Fünne, Die Mierhode ift von den joe 
her angeführten ganz verichieden, und legt den Fuferis 
ſchen Ausdruck des allgemeinen Gliedes zum Grunde, 
Doch beruht fie. auf einer Induction. Bey Brücen 
mit vier Gliedern im Nenner (bis jur Dritten Poren 
von x) wird das Geſetz fchon ziemlich verwickelt, noch 
vielmehr bey Bruͤchen von hoͤhern Mennern. Ich be 
merfe noch bey dieſen Formeln, daß die numerijchen 
Soefficienten bey einer Reihe der zweyten Ordnung in 
ver Entwickeleng des sin (n +r) P und sinQ durd) 
den sin® und cos® (Soniometrie, 84) vorkommen. 


27. Moibre iſt der erfte, welcher die einfachen 
rücflaufenden Reihen (die "bisher erklärten) genauer in 
Derracht gezogen hat. Vor ihm waren über einzelne 
Fälle ſolcher Reihe Bemerfungen gemacht worden, als 
von Dominicus Caſſini über die Meihe, in welcher 
jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden iſt, 
der aber Doch weder ihre Summe, noch ihr allgeıneis 
. nes Glied anzugeben ſuchte Moivre ward durch feine 
Defchäftiaung mit der Berechnung der Wahricheinlic: 
keit in Spielen, befonders der Dauer derſelben bis 
ju einem gewiſſen Ereigniß, geleiter. Die erjte Aus— 
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gabe feiner Schrift, The Doctrine of chances erfchien - 
1716. In den Miscellaneis analyticis, Londini, 1730, 
trug er die Theorie der rücflaufenden Reihen, welche. 
bon ihm auch ihre Benennung erhalten haben, ausführs 
lıh vor. Er zeigte, wie die Summe oder der erjeugende 
Bruch diefer Reihen gefunden wird, und die Korm des 
allgemeinen Gliedes durch die Zerfällung des Dienners jer 
nes Druches, der — o geſetzt wird, in binomifche Nactos 
ren, Darüber hat fich in der Kolge Euler in feiner In- 
trod, in Anal. Inf. ausführlich verbreitet. 


28. Daniel Bernoulli machte von den rücs 
laufenden Reihen eine Anwendung auf die annahernde Auf— 
löfung der Gleichungen, in den ältern DASPUBIE Com⸗ 
menfarien, T. III, Davon unten, 


29. La Grange bar fich verfchiedentlich mit dies 
fen Meihen befchäftigt, zuerſt in dem erjten Bande der 
Miscellan. Taurinensium, wo er die Erfindung des 
allgemeinen Gliedes auf die integration einer lineariichen 
Gleichung mit endlichen Differenzen bringt, und diefe 
Antegration auch auf die alle ausdehnt, wo die Gleis 
hung, welche die Relation zwifchen den Gliedern der 
Reihe darſtellt, eine Function der veränderlichen Größe 
jum legten Glicde hat. Ein befonderer Kall, den Bıns 
cent Nıccati in den Menı, presentes, T. V. unters 
fucht hat, iſt, wenn diefes letzte Glied, Diefe Zugabe— 
eme beſtaͤndige Groͤße iſt. 


In den Memoiren der Berliner Akademie Kir 1775 
ift eine fieffinnige Abhandlung von diefem großen Anas 
Ipften üver die rücklaufenden Reihen, vorzüglich uber die 
doppelten und dreyfachen, enthalten, nebit Anwendungen 
auf die Gluͤcksſpiele. In den Mem. de Paris für 1772 
jeigt er in einer Abhandlung über die Urt, wie man blos 
aus Beobachtungen Tafeln uber den Kauf der Planeten 
verfertigen fönne, zugleich, wie man eine vorgegebene 
Reihe prüfen koͤnne, ob fie eine rücklaufende fen. Du 
von handelt er auch ın einer Kbhandlung über das Ein⸗ 
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ſchalten in dem Aſtronomiſchen Jahrbuche der Berliner 

Akademie für 1783. Prony har gleichfalls die Haupt: 

probleme über die rücklaufenden Reihen in dem J ourmal 
de Y’Ecole polytechnique ausführlich behandelt. 


30. La Place hat fehr Fünftliche Unterfuchun 
gen über die Doppelreihen, die er recurro- recurrentes 
nennt ‚rangeftellr, in den Mem. presentes, T. VI et 
VII. Er behandelt fie als einen befondern Fall der In⸗ 
tegrationen von Gleichungen mit endlichen partielten Dif: 
ferenzen für mehrere veränderliche Größen. In ben 
Mem. de l’Acad. pour 1779 hat er die Materie aufs 
‚ neue vorgenommen, und in der Theorie analytique 
„des probabilites (Paris 1814) ſolche auf eine noch all⸗ 
gemeinere Art vorgetragen. 


31. Die vorher erwaͤhnte — der ruͤcklau⸗ 
fenden Reihen auf die Erfindung der Wurzeln a Glei⸗ 
dung geſchieht folgendergeſtalt. 

Es ſey der erzeugende Bruch — 
a+bz + cz? 4 etc. 

1 — az + fr — yz25 + eıc. 
ber Sleihung, 1 — az + Axt — 23 + et. —0, 





„ und die Wurzeln 


I 
feyn alle möglich und verfchieden, fo ift, wenn . ar 


=, eto. die Wurzeln derfelben find, der Coefficient 
au 2", | 
| M = %p®* + Bg”" + Er”. etc. 
Der nächitfolgende zu z"+t iſt 

N= ap + Dgwti + Spatz + etc. 
aus (12.). Es — p die groͤßte unter den Groͤßen 


PB gn, etc. alſo nn die kleinſte Wurzel der obigen Olei⸗ 
chung, fo iſt p” defto größer gegen die gleichnamigen Poten: 
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jen von q, rysetc. je größer m ift, fo daß für ein unend⸗ 
lih großes Mi; gegen. das erfte Glied Xp” alle übrigen 


verſchwinden, und F = = ift. Das heiße, der Quo: 
l BE 


tient zweyher auf einander folgenden Glieder F der ruͤck⸗ 


laufenden Reihe naͤhert ſich immer mehr der kleinſten 
Wurzel der Gleichung, — az 828 — 725 
+ etc. ⸗ 0, je weiter hin die Glieder genommen wer⸗ 
den. Will man ihre groͤßte Wurzel haben, ſo muß man 


1 
a zu = fegen, und die Gleichung für x vermittelſt der 


Divifion Durch das gegebene Glied der Gleichung auf die⸗ 
ſelbe Korm wie jene bringen. 


32. Zu einer fehnellen Annäherung wird erfordert, 
daß die größte recıprofe Wurzel p beträchtlich größer als 
die übrigen fey, damit auch für mäßig große m das erfte 
Glied Ap” gegen die übrigen fehr groß werde. — Wenn 
eine oder mehrere Wurzeln negativ find, fo werden die 
Glieder der Reihe fich fehr ungleichförmig verändern, 
da die Potenzen der umgekehrten negativen. Wurzeln 
wechfelsweife addirt und fubtrahirt werden. — Wenn 
bie Werthe zweyer nächiten Glieder entgegengefegte Vor⸗ 
jeihen haben, fo ijt die gefuchte IBurzel negatıv. In 
diefem Falle ift es dienlich, eine Subſtitution, z == x 
— kyzu machen, fo daß alle Wurzelm der Gleichnng . 
pofitiv werden (oder alle Vorzeichen abwechfeln), und k 


jugleich der Wurzel = ſchon möglichft nahe fomme, — 


Die Eoefficienten a, b, c, etc, im Zähler bleiben uns 
beitimme, doch Hänge die Annäherung zum Theil von 
ihnen ab, da die Eoeffisienten A, B, €, etc. durch fıe 
beitimme werden. 


33. Exempel. Die Eleinfte Wurzel der Gleichung, 
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1 — 62 + 82° = 0 zu finden. Die —* derſel⸗ 
ben ſind die Sinus oreyer Winfel,;.von deren dreyfachern 
der Sinus = 3 1f. (Goniomerrig, 86), 


a + bz +' cz: 
ie Site den Bruch — 7 


und entwickele dieſen in eine Reihe. Da die Coefficienten 
a, b, c, willkürlich bleiben, fo etze man ſie o, o, 1. Die 
Verhaicniß/ Seale iſt +65 0, — 8. Die Eoefficien 
fen don z in der entwigfelcen Reihe find nun; 
0,0, — 36, 208, 1200, 6912, 39808, 
224248, etc, 


11 
Die gehe Hein Wurzel iſt — nn = — 
229248 i7qt 


= 0, 173651. Da der Winfel, deſſen Sinus = 
it, 30° beträgt, fo ift die kleinſte Wurzel der — 
nen Gleichung = 0, 173648, etwas weniger kleiner 
als der gefundene Werth. 


34. Erempel, Die größte Wurzel der Gleihung, 
162% + 382° 0, zu finden. 





, | | 
Man fege z = —..fo wird die Gleichung x — 


| I 
6X *480oder 1*— x * — xꝰ. Der et 
| 4 B.: 0. 


 at+bx + cx 
zeugende Bruch if — —— +4 : 


haͤlcnitſcale it o, — — — Nimmt man bie drey 


erſten Glieder der Reihe 1, 1, 1, fo iſt die Reihe 


5 > 11 > 23.64 44 a. 
8.7 8'302 '64' 128° 256 sı2' 1024 / 


in. 463 35 


— — , —— etc, ie lieder geben ir 
2048’ 096° g192' Di ſe G ver 9 fü 


neu und die Ber 
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die Wurzel Werthe, die abwechſelnd groͤßer und kleiner 
als ı find, Die Reihe nähert ſich alſo gar nicht. In der 
That iſt die abfolur größte Wurzel der vorgegesenen Gleis 
dung negativ, und — — sin 70° = — 0, 9356926, 
Soniometrie, 117. Ä j 


Man muß die erften Glieder der Reihe aleich fo 
nehmen, daß ihre Duotienten der gefuchten Wurzel eini« 
germaßen nahe fommen, zu welchem Ende man fie auf 
irgend eine Art vorher erforfchen muß. Man nehme die 
dreg erjten Glieder, + ı, — ı, + ı, fo wird die 


Reihe folgende; + 1; — 1. — 1. — *4 >, 


25 37 85 136. 292 493 
Be 0 Er — 5 
32: 64 128 256 512 1024 





eic 


Die beiden legten Brüche geben für die größte Wurzel x 
den genäherten Werth — 2 aljo für z den Werth 
493 _ 


— — — 0,844. ., welches von dem wahren 


584 J 

noch betraͤchtlich abweicht. Dieſes ruͤhrt theils von den 
erſten Gliedern der Reihe her, noch mehr daher, daß die 
mittlere Wurzel, naͤmlich sin 50°, oder 0,,766044. » 
der gefuchten zu nahe, und zugleich enrgegengefege üft. 


, 


Die Nechnung zu erleichtern, fege man z — 


fo wird die Gleichung dieſe, = y — 3x? + x3, und 
die Berhältniß: Scale jo, 3, — 1.. Man nehme vie 
drey erſten Glieder, +1, — 2; + 4, um durd ihre 

Quotienten dem wahren Werthe der Wurzel x fich zu naͤ⸗ 
dern, und die Reihe wird | Ä | 
T1,—- 2, + 40T 14 — 25, 49 
— 89, + 1772, — 316, + 605, — etc, 


632 


i 


10 60 | 
bier ift x — = und z — _ — 2.0,9570 
605 
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35. Man verwandle die Gleichung in eine andere, 
deren Wurzeln’alle poſitiv find, dadurch daß man ſetzt 
zZ —x—ı. Da alle drey Werthe von z Fleiner find 
als 1, fo wird dadurch jede der Wurzeln x poſitiv. "Die 
verwandelte Gleichung ift o = — ı + 18x — 24x 
— 8x3, oder 0 = 1 — ıgx + 24x? — 8x?. Um 
Diefe noch einfacher zu machen, fege man x — 3y, fo ill 
— — 1 — 9 4 6y — ys. Die Verpältniß: Scale 
it + 9, — 6, + 1. Die drey erſten Glieder der 
Reihe nehme man willkuͤrlich an, 1, ı, 1, fo iſt die 
Reihe der Coefficienten aus dem entwickelten Bruche 

2 
SENT. diefe: l 
u Leo er 
1, I, 1, 4, 31, 256, 2122, 17593, 145861, etc. 
27993. 
145861 - o, 120614833 
x = 0, 06030741, al z= — 0, 93969259, 
welches mit dem sin 70° in den Tafeln ganz überein 
ſtimmt. | e | 
Nimme man die erften drey Glieder x, 8, 64,1 
wird die Reihe, | 
1,8, 64, 529, 4385, 36355, etc. und es fonmt 
fhon der Bruch — oder ul, der Wurzel ſehr 
36355 17271 | 

nahe. Es iſt derſelbe = o, 1206161... 

36. Der Kal, wenn eine Gleihung zwey gleiche 
Wurzeln hat, macht Schwierigkeit. Der Eoefficienf von 


| - I 
2” ift, wenn bie Öleihung zwey gleihe Wurzeln, —* 





und y nahe = 


bat, BR 
M = (m +1) Ap" + ®p” + &q”, + ei“ 
und der folgende | 
N = (m + 2) Aprta + Bp”t? + Eg"t' + etc. 
Iſt p größer als die andern reciprolen Wurzeln g, x, elc. 


Reihe. | 847 


fo ift zwar für ein unenbliches m ber Duotient & — 


P 
allein die Annäherung zu diefem Werthe gefchieht langſam, 
da ma beträchtlich größer als B werden muß. Iſt p 
eine mittlere Wurzel, fo gefchieht die Annäherung immer 
langſam, wegen des Factors m zu A. 


57. Euler felbft giebt hier E.ine gehörige Auskunft, 
in ber Introd. in Anal, Infin. Cap. XVII, wo die Ans 
wendung ber rürcflaufenden Reihen auf die Auflöfung der 
Öleihungen ausführlich gezeigt wird. La Grange aber 
hat in der Resolution des équations numériques ge 
wiefen, wie man — ch hier leicht helfen kann. Die Zaͤh⸗ 
ler der Bruͤche > — muͤſſen 
— pz’ 1 — q2 1 — TZ 
alle gleich und = 1 genommen werben. Dadurch werden 
bie Coefficienten a, b, c, etc. in dem Zähler des erzeugen⸗ 
den Bruches beſtimmt. Allein dieſe Brüche auf einer⸗ 
ley Benennung gebracht, erhalten einen quadratifchen 
oder höhern potenzirten Nenner, wenn zwey oder mehrere 
der Größen p, 9: r, etc. ſich gleich find. Es muß, 
wenn in dieſem Kalle die Zerlegung in die einfachen Bruͤ⸗ 
de Statt finden foll, der Zähler der gebrochenen Func⸗ 
tion mic dem Menner derielben einem oder mehrere Facto⸗ 
ren gemein haben. Das ift dann auc) der Fall ben dem 
Zähler verfelben, wenn diefer zufolge der Annagme, daß 
die Zähler der einfachen Brühe == ı ſeyn, beitimmt 
wird, Die potenzirren Ractoren des Nenners werden 
durch die Divifion des Zählers und Neuners mit Dem gez 
meinfchaftlichen Factor auf einfache gebracht, und die 
Auflöfung in eine Reihe gefchieht wie in dem Kalle, da 
die Kaetoren des Nenners alle verfchieden find. — Diefe 
* hat La Grange at nicht nörhig ges 

Dden, 


| 
\ . 








Es ſey — — — 


— Pa 1 — pz 
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| — | | 
+ Do ſo daß a=p+ q, und 6 pg il. 
erden die beiden einfachen Brüche auf einerley Menner 
he fo ift a — 3; b=—(pr = — a. 
aybto 1 





— mat re” — 
ı 
a ee — 7 ſe daß 494r 


F 6 z=pg + pr + yrz y=paqgr if. Die drey Bruͤche 


auf gieiche Nenner gebracht, geben — 3; b= — 2 
(p+q — — pr + gr; das iſta — 3; 


bach 











— Es fen - — 42 4 Bz?—yz' + — = 
— — ſo iſt 
1 —pz. a eg 


a gleich der Summe der p, g, 7, s; B glei de 
Summe ihrer Binionen; y der Summe ihrer Ternionen, 
© dem Product aller. Bringt man bie einzelnen Bruͤche 
auf einen Menner, fo giebe die Vergleichung bes Zaͤh⸗ 
on mit demjenigen der en Sunction Mu 
— 50; c= + 2ß; d a — Y 

41. Hieraus erhellt fchon das Geſetz für Die Corfs 

ficienten a, b, c, d, etc. hinlaͤnglich. Man fegez = 


n, fo werden die jegt eingerichteten Brüche, wie folget, 
| ax — & — 1 \ I 
x —-oax + xp "x—g 
ax? — 24x + 8 — 1 1 1 
ax +ßk—yT x —p x—-qg x. 
a — zart 4 26x — X 1 


— —— — 


— —— — 














Reihe. 34349 


+ —— + Bey dieſen Bruͤchen bemerke man, 


daß der ——— Factor des Zaͤhlers der Differen⸗ 
til: Factor des Nenners iſt. Enthaͤlt ver Dienner einen 
qunbratifchen Factor (x — PD fo iſt indem af er der 
Factor x — p vorhanden; ift in jenem der Factor 
x — pY enthalten, fo ſteckt in diefem ’der Factor 
(x — p)*; und auf glesche Are ben Brücken höherer 
Drdnungen fuͤr jede Porenz pon (x — p), Glei— 
dung, 202 


42. Das allgemeine Glied der Neihe; bie bey die⸗ 
fer Einrichtung aus dem Bruce entipeinge, ift nun . 
pP" +g"+ r” + s” + etc.) x". Die größfe 
Wurzel ſey ps fo ift die Graͤnze des Quotienten 


N ' 
weyer Coefficienten u = P auch in dem Falle, 


wenn die otößre Wurzel mehrfach iſt. Der Erponent ni 
iſt Hier Fein Faetor der Potenzen. 


43. Erempel, Die größte Wurzel ver Gleichung 
— 3: 4 0 zu finden. — Es iſt nicht nöthig, 


sit - zu RR ‚ um dem Nenner die Form 
1— 3x * + 4x3 gu geben. Der zu entwicfelnde 
ı __ en a 
Bruch ijt nun — - zo. und die Verhaͤltnißſcale, 
374 
iſt 3,0, — 4: Die drey erften Glieder. in der 
Riheder Eoefficienten ſind wie in (6.) 

A3; B 33 — 62 3 0=33 = 9 
Hieraus ergeben ſich zufolge der Scale die folgenden, 
15, 33,63, 129, 255, u. f. f welde ſich alle durch 
3 theilen laſſen, weil die drey erften dieſen Teiler haben, 


Ta es hier nur auf die Verhaͤltniſſe der Glieder an⸗ 
kemmt, fo kann man die Rethe 


1,1, 3, 5, Bl, 21, 43, 85, 171, 341, etc- 
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nehmen, Die Quotienten F nd wechſelsweiſe größer 


und Feiner ald 2, Wirflich ift 2 eine Wurzel des Prem 
ners — O gefeßt, zugleich aber auch des Zählers, wenn 
er = o feyn fol» Daher hat (Gleichung, 185.) dir 
Menner die Wurzel 2 zweymahl, und Zähler und Nen— 
ner haben den gemeinfchaftliden Factor x — 2, 


Euler finder für eben dieſes Erempel (346) die 
Reihe 1, 3, 9, 23, 57, 135, 313, 711, 1593, 
etc. Die Duotienten bleiben immer größer als 2, und 
nahern fich diefem Werthe viel langfamer, 


44. Die Einrichtung, daß die Zähler der einfa: 
chen Brüche jeder = ı genommen werden, gewährt ih: 
äwifchen nicht die fehnelle Annäherung, welche man erhält, 
wenn die Quotienten der Anfangsglieder ſchon der ge: 
ſuchten Wurzel ziemlich nahe kommen. In dem Erem: 
pel 35. iſt nach jener Einrichtung, der zu entwickelnde 
Bud — 18y ze 

| 1—|o9yt+oy—y 
ber find dadurch 3,/9, 15, wofür man, wegen bes ge 
meinfchaftlichen Theilers ı, 3, 5 nehmen Fann. Die 
Neihe wird num | | 
1, 3, 5, 28, 225, 1862, 154365 etc. 
2 
I 


7 und die Anfangsglie⸗ 


Bier ift der Quotient * = 0, 1208., nicht fo ges 
nau als der gleichilellige in der zweyten Reihe dafelbſt. 
Der folgende Quotient ift o, 120627. | 


435. Durch die Annahme, daß die Zähler A, B, 
C, etc. = ı feyn, wird der Theil des allgemeinen Glie⸗ 
des, welcher aus dem möglichen Producte zweyer uns 
‚möglichen Tactoren in den Menner der zu entwickelnden 
Function entſteht, = 2 f" cos mo, (17.). Sit f 
oder das Produet der beiden unmdglichen zuſammengehoͤ⸗ 
rigen reciproken Wurzeln nicht größer als das Quadrat 


\ -. 


jeder möglichen Wurzel, fo ift die bisher gezeigte Me- 
thode auch auf Gleichungen mie unmögfichen Wurzeln 
anwendbar, 


46, Was vorher von der Form des Zählers einer 
pebrochenen Function gezeigt ift, wenn fie in einfache 
Brühe mit dem Zähler — 1 zerlegt werden foll, vers 
dient allgemein gezeigt zu werden, , | 


Es fen die gegebene Gleichung, 

x" — ax" > Br — x"? Het —o, 
ihre Wurzeln ſeyn p, q, x, s, etc, fo ift für jedes x, 
x ax”? 4 BRUT ya 4 0x7 + etc 
= x—p) @—g) (x—r) (x— 3), etc (I) 
wo die Anzahl der Kactoren — m tjt (Gleichung, 165 
— 167). Dan bezeichne durh-x + u irgend einen 
andern Werth der veränderlihen Größe, fo bleibe 

+ m)" al + u)" + Bl + un 
—y(x+ um 3+ etc. = («+ u—p) (<+u—g) 
xFu—r) + (x +u—s) + etc. (II). 
Beide Theile diefer Gleichung enrwicfelte man nach den 
Potenzen von u. Was fein u enthält, ift die Gleis 
hung (J.). Was in die erite Poren; von u multiplieirt 
it, it in dem erften Theile der Gleichung 

m" — (m — 1) ax"? + (m— 2) Px"-3 
— (m 3) n—4 - etc, 
In dem andern Theile der Gleichung (11.) nehme man 
aus je einem der Factoren nad) der, Reihe das Glied u, 
nd laſſe u im den übrigen Facroren weg, fo wırd das 
Aggregat allee Producte, die in u zu multiplicıren find, 
=a— ar x —s) + etc. + (x—p) 
x—r (x —s) et. + (x —p) (x — q) 
(X—s) etc. + (X —p) (x — g)(x—tr)-+ etc. 
+ etc, 
Die Producte aus u, u3, etc. in die zugehörigen Fune⸗ 
fionen von x brauchen bier niche entwickelt zu werden, 

au don x ganz unabhängig ift, fo muſſen ın der ent= 
wickelten Gleichung (II.) die Functionen von x, welche 
mdiefelbe Potenz von u multiplicirt find, ſich gleich ſeyn. 


352° Nücklanfende 


Domnach iſt 
a (mr) (m a) her 
— (m — 35) ya+ + etc. = 
“-ya—-nak—s)+ ec +(-] 
x — rn) (x —s)+et. + (x—p)(x—g 
Be A Lad Aue Tot Ad 
—- elic, ul.) 
Man dividire die Gleichung (III.) durch : Gleichung 
(IN, fo iſt 
ma — (m— r) axm-2 + er, 8x-3 m eic. 











xm — 0x 4 Bx“® — eic. 
1 | 
me 0... 


(IV.) 
Diefes ift die allgemeine Gleichung, wovor einige befon 
dere Faͤlle in (a1 .) fhon En find. 


47 Seht man x = = fo iſt 


 m-(m- EEE EN U DR Se 3) ya3 + et 
L—az + 622 — . etc. 








— — etc. 
1 — p⸗ r— 92 I—TZ 1 — 82 


48. Das allgemeine Glied der entwickelten Tune 
tion in (46.) ift = (p" + q" + r" + s" + etc) 
x" 5 von der Function in (47.) iſt ed — 
(p" +’ +" + st + eic)zm | 
49. Ränge man das Polnnomium xv m ax"" 

+ Bxnme etc, mit dem letzten Gliede an, und nimmt 
zum Renner der gebrochenen Function dieſe auf ieigende 
Reihe, | 
a—bx + ot — dx’ + ext — etc. fo iſt 

— b -+ 20x — 3dx? 4 gex? — etc, 
a—bx + cx!— dx? + ext — etc, 


Reihe. 0888 








Tr I 

— — — — t . 
tt + ete 
wenn die hüchfte Potenz von x immer das ori + 
behält, Alm eine ſteigende Reihe nach x zu erhalten, 


muß man die Menner negativ nehmen, und daher auch 
die Brüche ſelbſt. — ift das Auen: Glieb = — 


— — — + at +) zo, 


Hier — ſich Reihe der Coefficienten einer abnefs . 
menden geometrifchen Reihe, fo wie in (45.) eıner wach⸗ 


N 
ſenden. Dort naͤhert ſich der Quotient 7 ber größten 


Burjel, hier der Fleinften. Die Scale der Relation ift 
fr + b, —c, + d,— e, et. | 

so. Der Newtoniſche Gab von dem Verhalten . 
der Coefficienten in eıner Gleichung zu den Summen der 
Potenzen ihrer Wurzeln (Sombination, 43 ) findet auf 
diefem Wege einen leichten Erweis. Der erite Theil der 
Gleichung (IV.) werde durch die Divifion nach den fals 
Ienden an entwickelt, ‚A daß ae Bruch fey 


+ — ++ ec. 


Diefe Heiße nukeiplicire die — fr Menner des 
Bruchs, und fege die Evefficienten der gleichnamigen 
Potenzen von x auf beiden Geiten gleich, fo ift 

2 

— a4P — 2B. 

R=.a0 BP + 3y. 

5 = EB u. ſ. f. 
Die Coefficienten a, ß, Y, ö, etc. find vie Summen 
der Ulnionen, Binionen, und folgenpen Combinarionen 
der Sleihung, xr — ax! + Bxm? — etc, Die 
Werthe von P. Q, KR... ergeben ſich aus (48), wie fie 
Indem Are. Combın. 43. angenommen find. 

51. Der Bruch in (49.) entwickelt gebe die Reihe 

— P — Qx— Rx! — Sy — etc. 
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Dieſe —— man mit dem Nenner des Brrches, 
und fee die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen in 
Ä dieſem Producte und dem Zaͤhler einander gleich, ſo iſt 
apf' b. 
a0 — bP’ — ac. 

aR’—= bQ’— cP/ + 3d. 

as’ — bR' — cQ! + dP! — ge 


F 
Die einfachen Bruͤche entwickelt geben die Heiße, 
| I I 1 1 I 
u atır ) (Ft 
2. ©; | 
u +=+F etc.) x 
Ä I 1 J—— — 
— — 77 etc. ) x — 
Folglich iſt 
I I 1 1 
-— + - +--+ et. =P' 
p q IT ,8s 
I I I I 
EIRFET ETW 
1 I ı. 01 | 
Ptgtmt, AI ⁊ eic. ⸗ R. 
5 L 
DET as +5 +: 54 etc. Z S', 
uf. 

Es iſt a das —— aller Wurjeln ‚b die Sums 
men aller Combinationen von je m — ı berfelben, c die 
Summe ber Combinationen von je m — 2; d von je 
m — 3, U. ſ. f. 


— a4 
Alſo ift z die Summe der reriprofen, tie m 


1 ce, 
% etc. die Summe der reciproken Binionen, wie 


1,1 


d =" 
—, 0, etc.; — bie Summe der reciprofen Ternios 
mg qr . | 


Bo: ı .ı | 
nen, wie —, — , —, etc. u. fi fl 
| pgr prs qrs 


Doppelte zuruͤcklaufende Reihen. 


52. Eine veränderliche Größe fen eine Sunefion 
weyer beränderlichen x, y, und werde mittelſt einer 
Reihe durch Diefe folgendergeftalt ausgedrückt: 

A+ Bx + Cx! + Dx3 + etc. | 
+B'y+Cxy-+ D’x’y + E’xöy + etc. 
+ Cıy? + D’'xy® + Rxcye 4 FAxsy⸗ + etc, 
+ D’ ys 4 Exys FAxys + G''x3y3 + etc, 
Fetc, + etc. + etc. 
Die Reihe kann nach drey Gegenden forfgefest werben, 
nachdem man die Erponenten von x allein, oder von y 
allein, oder von beiden negativ nimmt, 


53. Man bezeichne irgend ein Glied diefer Reihe 
dur) Am,n, wo A einen ber Eoeffcienten, m den Ers 
ponenfen bon x, und m den von y bedeuten. in andes 
ts Glied, worin die Erponenten von x und y find 
m-t und n, oder m-ı und n-ı werde auf ähnliche 
Weiſe bezeichner durch Am-ı,n, und durch Am-sın««. 
Es ſey nun für irgend welche Glieder die Gleichung der 
Relation diefe, 2 | 

oZ “Am, n 4 B An-rs,n + YAm«s, n 

ö + ß' Am, n-ı + Y'Am»z, n°x 

0 | 4 Am,n-s* 

wa, B,B’, Y, Y', y'' gegebene Größen find, fo 
die Reihe, in welcher jedes Glied von dem vorher: 
Abenden auf Die in der Gleichung ausgefprochene Art abs 
haͤngt, eine doppelte rücklaufende Reihe, oder eine se- 
8 recurro-recurrens, u 


Man bemerfe, daß im jeder Verticalreihe die 
Cumme ver Erponenten von x und y diefelbe if, und - 


356 Sagitta. 


daß diefe Bus von dem erften Stiche a an, je umt 
abnimmt. Die Reihe kann allerdings weiter Re 
‚als hier angegeben iſt. 


Diefe Reihen Fommen bey fehwereren gällen ih der 
Wahrſcheinlichkeitsrechnung vor. Man ſehe die oben 
(29. 30.) angeführten Abhandlungen von In Plare und 
la Grange. Umſtaͤndlich handelt auch davon Arbogaft 
in dem Caleul des derivations p, 183 — 229: wo 
neun Beyſpiele zugefügt werben. | 


54. Eine dreyfadhe ruͤcklaufende Reihe iſt, wenn 
die Stelle jedes Gliedes durch dreyerley Stellenzahlen an 
gegeben, und jedes Glied aus gewiſſen vorhergehenden 
durch eine Gleichung mic denjelben Eoefficienten beftinmt | 
wird, wie in dieſer: 
o==&äAm,n, : + B An. -Ii,n,rT + YAn-ı, ne“,r 

—+P' Am,n-r, + Y Am. Ir A,Te 
— 0 Ann, ee n-I,r-1 
öA Am. 1,0-.1I,ru 
Die Glieder einer doppelten tücklaufenden Reihe legen 
in ben Quadrat» Fächern eines Rechtecks von unbeftimm: 
ter Länge und Breite, die Glieder einer dreyfachen rd | 
laufenden Reihe in den gleichen Zellen eines Parallelep— 
pedum von unbeftimmten Dimenfionen; jene wie dieſe 
werden nach demſelben Geſetze aus Gliedern zufammengt 
fest, die immer einerley vage 9 gegen bie daraus aufan 
mengefegten haben. 


i * 
S 
6 


Sagitta iſt das Stuͤck des Durchmeſſers ein 
Kreiſes von der Mitte eines Bogens bis an die Chordebel 
felben, von der Aehnlichkeit mit einem Pfeile fo genannt, 
Der übrige Theil des Durchmeſſers ift die Sagirta der Er: 


gaͤnzung jenes Bogens zumlimfange. Die halbe en ei 


nes Bogenk ift die mittlere geonerrifche Proportionale 
ſchen den beiden Sagitten. Die Chorde des halben * 


e &): 


Sendrechmung des Archimedes, 357° 


gend iſt bie mittlere Proportionale zwifchen der Sagitta 
des ganzen und dem Durchmeſſer. — Die Benennung 
kommt von den Yrabern her, zufolge Otho än der Vorrede 
ju dem Canon des Rhaͤticus. 


Die Sagitta heißt auch der Sinus verfus des 
halben Bogens, die Sage diefes Abfchnittes eines Halb⸗ 
meſſers gegen den Sinus deffelben Bogens anzudeuten. 
Als Sagitta bezieht fich der Abſchnitt auf den ganzen Bor 
gen, als Sinus yerſus auf den halben, Ä 


Man Fann Aberhaupe die Abciffe eines Durchmeffers 
einer Frummen Linie, von deffen Endpuncte an, die Sa: _ 
gitta des Bogens zwifchen den Endpuncten der beiden 
gleichen, entgegengefessten, zugehörigen Drdinaten nennen, 
auch wenn der Ordinatens Winfel ein fchiefer ift. Ä 


Sandrechnung des Archimedes ift die von 
biefem Geometer angeftellte Berechnung einer Zahl, wels 
de größer ift als die Anzahl aller Sandförner, welche 
der Weltraum nach feiner Annahme der Größe faffen 
fan Er bat darüber eine Eleine Schrift aufgeſetzt; 
Yanırys, arenarius, betitelt. Die Veranlaſſung 
war, daß einige Leute geäußert hatten, der Sand fey 
nicht zählbar. Archimedes widerlegt dieſes, und zeigt, 
daß man duch Hilfe einer geometrifchen Progreffion 
über jede noch fo große Zahl hinausgehen, und eine grös 
bere auf eine faßliche Weife darftellen koͤnne. ©. Arithe 
metik, Th. J. ©, 183. Die Fleine Schrift ift auch zur 
Geſchichte der alten Aſtronomie brauchbar, 


Saͤulenzahl, Columnarzahl iſt das Pros 
dit aus einer Polygonalzahl in ihre Seite. 3.2. die 
Triangularzahlen find 1, 3, 6, 10, 15, etc. fo find die 

ingehörigen Gäulenzahlen 1, 6, 18, 40, 75, etc, 
Diefe Formen von Zahlen heißen nach ver Anzahl der 
Dinkel in dem gleichnamigen Vielecke, dreyfeitige, vier— 
 feitige, u. ſ.f. Saͤulenzahl. Die allgemeinen Formen er: 
hält man aus den Kormeln für die Polygonalzahlen (Th. 
HI, 6, 824.) in die Geite oder Wurzel r. Gegenwärtig 


358.  , Scalenum triangulum. 


macht man feinen Gebrauch von dieſen Formen der Fahr | 
len. Man fchreibt fie dem Maurolyceus zu. 


Scala relationis, ſ. rücklaufende Reihe. 


Scalenum triangulumz ugngleichſei— 
tiges Dreyeck, von anaAyvos, ſchief, ungerabe, mas 
ungleiche Schenfel hat. | 


Scenographia ift die perfpectivifche Abbil 
dung eines Körpers auf einer ebenen Flaͤche, nad) Pi: 
trub, L. I. c. 2. frontis et laterum abscedentium 
adumbratio, ad circiniqle centrum onmium Iıne- 
arum responsus, im Öegenfage gegen Ichriographia, 
Grundriß, und Orthographia, Äufriß. Der Herlei— 
tung zufolge bedeurer Scenographie die Abbildung eines 
Zeltes oder einer Hütte, daher dann auch theatraliſche 
Mahleren., Die aͤlteſten Theater waren nur eine Art 
von Hütten, a . 


Scenographum catholicum nennt Miceron In fei 
nem Thaumaturgo optico, p. 191. ein Inſtrument, 
womit fich alle Arten perfpectivifcher Zeichnungen bewer: 
fteiligen laſſen. Es ift vom einem Slorentinifchen Mah⸗ 
fer, Lodovieo Cigolo, erfunden, 


Scheitelpunet (vertex) an einer geometriſchen 
Linie iſt der Endpunet eines Durchmeſſers. — An einem 
Dreyheck die Winkelſpitze, welche einer als Grundlinie bu 
trachteten Seite gegenüber liegt — an einem Kegel bet 
fire Punct, durch welchen die die Kegelfläche beſchreibende 
gerade geht — am einem Konoide der Endpunct des 
Durchmeffers, um welchen die daſſelbe beſchreibende Fi⸗ 
gur herum gedreht wird. | 


Schema irgend. eine geometrifche "oder mathe⸗ 
matiſche Zeichnung. Sonſt auch Diagramma. 

Schenkel eines Dreyecks (ebenen geradlinichten 

oder ſphaͤriſchen) find die beiden Seiten, welche von det 
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sur Geundlinie angenommenen Geife nach dem gegenüber 
liegenden Winfelpuncte gezogen find. | 


Man gebraucht den Ausdruck auch von zwey Zwei 
gen einer. Erummen Linie, die neben einem Durchmeſſer 
hinlaufen. | 


Schief iſt eine gerade Linie gegen eine andere, 
wenn fie mit derfelben feinen rechten Winfel macht, das 
entgegengefeste von fenfredht. ' ’ 


Ein ſchiefer Winfel ift ein Winkel, der Fein rechter 
Al, der fpiße oder der ſtumpfe. 


Schlangenpunct, f. Wendungspunct. 
Schneckenlinie, f. Spirale. 


Scholium, Anmerkung, iſt ein Zuſatz zu einer 
Erklaͤrung, einem Lehrſatze oder der Aufloͤſung einer Auf— 
gabe, worin etwas zur Erlaͤuterung vorgetragen wird, 
es beſtehe in der Beſeitigung einer Schwierigkeit, oder 
der Anzeige, wie man auf den Beweis oder die Anflö- 
fung gefommen fen, oder es abändern fünne, oder der 
Mittheilung einer literarifchen Nachricht, oder der Aus 
gabe des Gebrauchs, und der Verbindung einer Ichre 
mit andern. Wolf hat dergleichen Anmerküngen, die er 
durch die Benennung, Scholium, unterfcheidet, in feie 
nen tehrbüchern viele. In der That find vergleichen An⸗ 
merfungen, befonders für einen Anfänger, fehr nüglich 
md gewähren zugleich eine angenehine Abwechslung. 


Scholien heißen auch in der alten Literatur die Anz 
merfungen, welche uͤber einige claffifhe Schriftiteller 
bon den Commentatoren gemacht find. 


Schwerpunet in geomefrifchem Ginne ift für 
mehrere in einer Ebene liegende Puncte derjenige Punk, 
befien Abftand von einer in ber Ebene willkürlich gezoge⸗ 
nen geraden Linie das arichmerifche Mittel der Abitände 
der gegebenen Puncte yon eben der Linie iſt. „Liegen die 
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gegebenen Puncte nicht alle in derfelben. Ebene, fo wer: 
den ſtatt der Abftände von irgend einer geraden Linie die 
Abſtaͤnde von irgend einer Ebene genommen. Betrach⸗ 
tet man die geaebenen Puncte als vielfache, umd legt 
ihnen in diefer Ruͤckſicht einen numerifchen Werth bey, 
fo wird, um das arirhmerifche Mittel der Abftände zu 
finden, der Abitand jedes Puncts in den ihm zufom 
menden numerifchen Werth multiplicirt, und die Summe 
(die algebraifche namlich) diefer Producte mit der 
Gumme ver numerifchen Sactoren dividirt. 


‚in fo fern es nun (nach der Merhode des Lin 
“ theilbaren) verftarter ift, Linien, Klächen und Körper 
als aus Puncten, Linien und Flaͤchen zuſammengeſetzt 
anzufehn, Fann man auch den Linien, Flaͤchen und Kür: 
pern einen Gchwerpuncr in geometrifhem Sinne zu— 
ſchreiben. | | 


Da dem Schwerpunete im flatifhen Sinne meh: 
rere merkwürdige tein geometrifche Kigenfchaften zu: 
kommen, worunfer die in ber obigen Erflärung aufge 
führte eine der vorzuͤglichſten iſt und ſich zuerſt darbie 
tet, fo ift die Betrachtung und der Gebrauch defjelben 
in der Geometrie nicht nur nicht zuläffig, fondern vie 
mehr noͤthig. Man würde fonft die Säge, welche 
jene Eigenfchaften ausfagen, nur auf eine hoͤchſt weit: 
fehweifige, beichwerliche und dunfle Art. vortragen mil 
fen. Carnot und Y’Huilier haben daher, jener in ber 
Geometrie de Position, biefer in den .Elemens d’4- 
nalyse Geometrique et d'Analyse algebrigque, 
Paris 1809. den Schwerpunct unter dem Mamen 
des Mittelpuñcts der mittleren. Entfernungen in Die 
Geometrie eingeführt, Ka | 


Um das Gefagte über die Aufnahme des Schwer 
punets in die Geomerrie zu rechtfertigen, bemerke ib 
nur, daß der Mittelpunet des Kreifes, welcher der 9% 
ometriſche Ort der Puncte ift, für melde die Summe 
der Quadrate der Abftände irgend eines derfelben ven 
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fo viel gegebenen Puncten Cin einer Ebene) als man 
will, eine beftimmte Größe hat, der Schwerpunct der 
gegebenen Puncte iſt. Auch in dem Kalle, wo bie 
Summe der Raͤume, welche zu den Duadraten der Ab— 
fände gegebene Verhaͤltniſſe haben, eine beftimmre Groͤ— 
fe hat, ift der Schwerpunct der gegebenen Puncte für 
die Zahlwerthe, welche den Exponenten der gegebenen 
Verhaͤltniſſe nleich find, der Mittelpunct des Kreifes, 
wilher der gefuchte Dre iſt. 2 

Andere Säge, welche leicht aus der geometrifchen 
Betrachtung des Schwerpuncts fließen, in den Artis 
keln; Vieleck und Vieleckiger Körper. 


Sciagraphie iſt daſſelbe, was Gnomonik. Die— 
ſen Ausdruck, oder den, Sciographie, finder man auch 
in einigen Ausgaben des Vitruv, ſtatt Scenographie, 
aber unrichfig. Gesnerus-in Thesauro schol, s. voce 
Sciagraphia. Perrault in feiner Lieberfegung des Vi⸗ 
mb,p ın | 


Secante ift erftlich eine gerade Linie, welche 
eine frumme Linie in zwey oder mehrern Puncten trifft, 
Dur die Drehung um einen beftimmten Puner, oder 
durch paralleles Fortruͤcken wird aus der ſchneidenden 
häufig eine beruͤhrende oder eine Aſymptote, die auch 
als berührende an einem unendlich entfernten Puncte 
angefehen: werden kann. | 


Wem die Frumme Sinie ein Kreis iff, und bie 
Setanten durch einen firen Punct gegogen werden, fo 
it das Rechteck von den Abſchnitten zwifchen dem 
Puncte und dem Kreife unveränderlich, und gleich dem 
Duadrate der berührenden, (Kreis, 35. 37.) — Der 
Winkel zweyer Secanten hat zum Maße ben balben 
Unterfhied der zwifchen ihnen enthaltenen beiden Moe. 
gen, (Kreis, 33, 19.) 


Secante als trigonometrifche, zu einem Kreis: 
bogen gehörige gerade Linie, iſt die aus dem. Mittels. 
puncte eines Kreifes durch den einen Endpunct des 
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Bogens bis an die berührende an dem andern Eid: 
puncte gejogene gerade, wie CT (Fig. 56. Tab. XII. 
Th. II.) in Beziehung auf den Vogen AF. Die Gu 
cante durch den Halbmeſſer dividirt iſt die eigentliche, 
numerifche, Secante. |. Goniometrie, 10. 12: Es iſt 


az vu + tangA?®). 


Die — kommen zuerft in des Rhaͤticue 
und Otho großem frigoniometrifhen Kanon vor. Hut— 
ton. fage in der Vorrede zu feinen trigonometriſchen 
Tafeln, daß Maurolycus, aus Meſſina, die Secanten 
eingefuͤhrt, und die Tafel derſelben⸗die Tabula bene- 
fica genannt habe, Lansberg, fügt er Hinzu, habe 
die Berechnung. der Gecanten irrig dem Rhaͤticus zus 
gefehrieben. Das fahr, in welden jene Tafel ver 
Gecanten erfchienen ift, weiß er nicht anzugeben, Als 
lein Otho, der in der Morrede zu vem Opere Pala- 
tino die Gefchichte der von Rhaͤticus unternommenen 
Berechnung eines großen frigonometrifchen Canons ers 
zahle, berichtee Hier ganz beftimme, daß Rhaͤticus zu: 
erit die beiden Katheten eines rechtwinfligen. Dreyeds 
für die Hypotenuſe 10060000 berechnet habe, bann 
die Katheren, wenn eine derſelben 10000000 genoms: 
men wird, d. i. die Tangenten oder die von ihm ge: 
nannte Tabula foecunda; darauf habe derſelbe es 
noch fuͤr nuͤtzlich gehalten, die Hypotenuſe fuͤr eine der 
Katheten = 10000000 geſetzt, zu berechnen. Man 
fiehe, Rhaͤticus ift nicht von einen Kreiſe, fondern 
"bon einem rechtwinkligen Dreyerfe ausgegangen , für 
welches er drey Sanones lieferte, die er Series nannte, 
f. 26.1. ©, 671. . Er hat von des Maurolgeus Ars 
. beit nichts gewußt. 

Bon der Eurve der Gecanten ſ. abbildende Linie, 

Ih. III. 480. 

Sech s eck, f. Viele. _ 

Sechzigtheilige Sruͤche und Rechnums 
ſ. Seragefi imale. 
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Sectio, f. Durchſchnitt, Th. J. ©. 940, 
Dazu fee man noch den Durchſchnitt zweyer Körper, 
welchen man auch als den Durchſchnitt der fie begraͤn— 
zenden Oberflächen befvachten Fann, wovon in den Als 
tifel, Frumme Flaͤche, 120 — 125 gehandele it. Von 
den Durchſchnitten der Konoiden und der Klächen des 
zweyten Grades f, Konoid und Frumme Tläche, 101 
— III. | 

Sectio bedeutet auch Kinrheilung einer aeraden 
Linie, oder auch Abſchneidung eines Stückes anf zwey 
gegebenen nach gewiffen DVerhältniffen, worüber die 
Alten mehrerley Gattungen von Aufgaben vorgetragen 
haben, nämlich Sectio determinata, beſtimmter Schnitt, 
(th. I, ©. 293.); sectio rationis; Sectio spatii, 
(IL ©. 113. 115.) Die Aufgabe ben Euflives 
U. 11. over VI: 30, iſt fonft auch bisweilen sectio 


divina genannt, f. Th, I. ©. 109. 


Sector iſt ein Theil einer Kreisfläche zwiſchen 
zwey Halbmeſſern und dem von dieſen eingeſchloſſenen 
Dogen. Wenn der Halbmeſſer — a, und der Wins 
Rl der beiden Halbmeffer — © ift (180° — 3, 141 
K* geſetzt), fo iſt der Inhalt des Sectors — 
ad. Es iſt naͤmlich P der Bogen zu dem Winkel 
für den Halbmeſſer — 1; a® für den Halbmeſſer — 
a, des Kreifes Flaͤche — aa (Quadratur, 13,), der 
Sector = £ aad (Kris, 10.). 


Secunde, der fechzigfte Theil einer Minute, 
welche der fechzigfte Theil eines Grades oder, einer 
Stunde ift, eigentlich minutum secundum, fo wie 
die Minuten eigentlid) minuta prima heißen, indem 
Minute nur einen Fleinen Theil eines ganzen anzeigt. 
Man Kat gegenwärtig auh Decimal:Gecunden 
Oder vielmehr Centeſimal⸗Secunden, deren 100 
auf eine Minute gehen, fd wie 100 Minuten auf einen 
Grad, den 100 Theil des Quadranten oder auf eine. 

Stunde, den zoten Theil eines Tages gehen S. 
Maß, Th. TIL, 594: 599.) 5 


N 
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Die Bezeichnung für eine fechzigeheilige Secunde 
geſchieht durch zwey Strichelchen, z. B. 16“. Für 
die Senrefimalfeennden iſt Feine Bezeichnung noͤthig, da 
ſie durch die Stelle der Ziffern ſich kenntlich machen. 


Segment, Abſchnitt einer Curve zwiſchen ci 
nem Bogen und deſſen Chorde, auch wohl zwiſchen 


zwey parallelen Chorden. 


Sehne, Chorde, eine gerade von einem Puncte 
einer krummen Linie zu einem andern. 


Seite (latus) einer Figur ift die Begraͤnzung 
derſelben zwiſchen zwey naͤchſten Puncten. 


Seite einer Polygonalzahl, oder ihre Wurjel 
iſt die Anzahl der Glieder aus der zugehörigen Reihe, 
wovon fie das ſummatoriſche Glied iſt. — 


Seite einer Potenz iſt ihre Grundzahl oder Wur⸗ 
zel. Bey den Duadratın und Eubis ſieht man gleich, 
woher die Benennung für die Grundzahl entftanden if, 


Semiordinate wird jest Ordinate genannt, 
Die Alten nannten die parallelen Chorden, welche von 
einem Durchmefjer halbirt werden, Ordinaten zu dem 
Durchmeſſer. S. Ordinate. 


| Semiparabola ift von einigen eine pa 
rabolifche Linie genannt, deren Gleichung ift ax"? = 
y®, wo der. Erponent ‚der Abfeiffe um x Fleiner if 
als der Erponent der Ordinate. Die Benennung if 
nicht mehr gewöhnlich, auch nicht ſchicklich. 


Senfrecht ift eine gerade Linie auf eine an— 
dere, wenn fie mit derſelben einen rechten Winkel 
macht. Auch eine Frumme Linie ift auf eine gerade 
ſenkrecht, wenn ihre berührende in den Durchſchnitts⸗ 
puncte mit der geraden einen rechten Winkel macht. 
S. Winkel. | | 
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Senkſtrich, eine gerade, auf eine andere ſenk⸗ 
recht gezogene, Linie. 


Series, f. Reihe. 


Sesqui, ein lateiniſches Wort, weiches nur 
in Zufammenfegungen gebraucht wird, Verhaͤleniſſ e an⸗ 
zugeben, als ratio sesquialtera das von ı : ı& oder 
2:3; sesquitertia das von ı 3 14 oder 3:4; ses- 
quiquarta das von ı : 14 oder 4:5, u. ſ. f- Im 
Griechiſchen Aoyos YuoAıos — 2: 3; Auyos EritOi= 
2063 :4;5 Aoyos Emoy0aos — = 8:0 Dergleichen 
Denennungen kommen in der Theorie der Mufif bey 
den Griechen vor, Die hier angegebenen Verhaͤltniſſe 
find die der Quinte, der Quarte und des größern gan⸗ 
jen Tons. 


Sexageſimal⸗ oder Beine Bruch, 
iſt in Bruch, deſſen Nenner 60, oder eine Potenz 
von 60 iſt. Der Gebrauch dieſer Bruͤche iſt in der - 
Aftronomie, da bisher der Brad in 60 Minuten, dies 
fer in 60 Secunden, diefe in 60 Tertien gerheile find, 
Die Nechnung mit denfelben ift unbequem, befonders 
bey dee Muletiplicarion und Divifion. Zur Erleichtes 
rung derfelben hat man eine Multiplicarionstafel be— 
rechnet, wovon ein Stu hier zur . bergefügt iſt. 


23] 8..49| 


244 9, ı2| 9. 36 

25| 9. 35/10. 0]10, 25 | 

261 9. 58110. 24110. 5011. 16 

27,10, 21|10, 481r7. 15111. 42112. 9 | 
2$lıo, 44lıı. 12111. 40112. 8|12, 36lı3. 
2g9lıı. 7lıı. 36112. 5112. 34113. 3413. 32] 


zolıı, 30Jı2. eolı2. 30113. 0l13. 30lı4. 
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Die Zahlen in dieſer Tafel find die Quotienten der 
Producte aus den Ordnungszahlen der beiden Meiben, 
deren Winfelfach fie einnehmen, durch den Divifor 60, 
wo ber Mejt, durch einen Punct abgefonderf ift. So ift 
28,260 128 

60 — 60 
(herabgehende Reihe) fängt mit dem Quadrate [ihrer 
Ordnungszahl, durch 60 dividirt, an, weil Fleinere Di 
ducte in der Columne " dem Den Factor vorkommen; 





8 
ae = 12 — ede Columne 
8 * Jede Colum 


4x2 
z. B. das Prodiiet — hat man in der Columne 


24 und ber Reihe 27 von In - gezablt, zu 
ſuchen. 


Eine ſolche Tafel m in dem — Wolf genannten 
mathematiſchen Lexikon, IL Ih. zu ©. 485, anzutreffen. 
Ein Einmahl Eins für die Seragefimalbrüche, worin je 

„bes Product zweymahl vorfomme, findet mar in Wu 
"herers Beytraͤgen zum allgemeinen Gebrauch der Der 
cimalbruͤche, Garlsruhe, 1795. Die Vertheilung auf 
Deravblärter iſt bequem, und brachte die Wiederholung 


mit ſich. 


Bedeutet der Zeiger der Reihen, nach der einen 
„der der andern Pichtung, (von oben oder don der Seite 
ber), genommen, Minuten (Gecunden), nad) der ans 
dern Nichtung eine abitracte Zahl, fo giebt ihr Winkel⸗ 
fach die Grade und Minuten (Minuten und Gecunden) 
in dem Produrte an Z.B. 26 x 28’ = 12°. J ſo 
wie 26 x 28 = ın'. g", | 


MWenn beide Sartoren benannte S Seragefimalgeöfen 
find, fo muß man den einen Factor als einen abftracten 
Bruch anfehen, da zwey benannte Zahlen, als folde, 
nicht mic einander multiplicire werden fönnen. Man hat 
nur das Product, welches die Tafel zu dem Zähler dieſes 
Factors angiebt, eben ſo zu erniedrigen, als ed mit dem 
Facor gefchehen iſt. 3. B. 261 28 *228, 
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oder a6! x ng — 12" y", Einer der Factoren bee 
zieht fih immer auf eine gleichartige Größe, welche das 
erfte Glied einer Proportion ift, worin die beiden Facto— 
ren das zweyte und dritte auemachen, daher man jene 
und den darauf fich beziehenden Faetor als bloße Zahlen 
anfehen darf, Mache man jene zur Einheit, fo wird 
diefe ein bloßer Bruch. : | 


Seragefimal: Rechnung iſt das befondere 
Verfahren mit Seragefimalbrüchen zu rechnen. Bars 
laam (ein Mönch aus Calabrien im ı ten Jahrh.) hat 
fie in feiner Logiſtik, einer theoretiſchen Arithmetik, vors 
getragen. Er nannte fie Die aftronomifche Logiſtik, we— 
gen ihres großen Gebrauchs in der Aftronomie, Lazarus 
Schoner har feiner Ausgabe von der Arichmerif und 
Algebra des Ramus, Frankfurt 1586, eine Abhand⸗ 
lung über die Loogistisa sexagenaria bepgefügt. 


Diefe Rechnungsart ift der gemeinen Deeimalrech: 
nung ganz ähnlich. So wie hier zehn Einer einer Ord« 
nung einen Einer der nächft höhern Ordnung ausmachen, 
fo geben in der Sexageſimalrechnung fechzig Einer einer 
Otdnung einen Einer der näcyft hoͤhern. Die Ausfühe 
rung der letztern ift nur oft befchwerlicher,, wegen diefer 
* son Theilen, welche jede Gattung von Einern 
enthaͤlt. 


Exempel der Multiplication. Es ſoll die vierte 
Proportionale zu 60° 0; 46123 und. 8 7“ gefun— 
den werden. Das Product des zweyten und dritten Ölies 
des beſteht aus 


u x 

12" x ed = I. 36 

46 x 7“ —* 5. 22 

13 x a 1. 24“ 
Product == Br 59 zg 


Diefes Produce if zugleich das gefuchte vierte Glied 
der Proportion, da die Multiplisaroren 46° und 12 
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| 16 12 es — 
drden Brüche, * und — bezeichnen, indem das 
| lied, 601, der Ei 2 LOG, ee ae 
erſte Glied, 60, der Einheit, — gleich iſt. Die Ein⸗ 


heit fuͤhrt hier den Namen Grad. 

Die logiſtiſchen Logarithmen (Th. II. E, 
5889 dienen noch mehr als die Tafel zur Erleichterung 
der Nechnung: Das hier berechnete Exempel ift a. g.O. 
das erſte. Jenes trifft mit dieſem fo nahe zuſammen, 
als es bey der Rechnung mit abgekuͤrzten Logarithmen 
nur zu erwarten iſt. | | 


Don den Rech enſtaͤbchen zur Serageſimal⸗ 
Rechnung ſ. Th. II. S. 741. | 


Wenn das erfte Glied der Proportion Minuten und 
Secunden enthält, das zweyte 60° ijt, fo bringe man je 
nes auf Ganze und Gechzigtheile, diefes auf 60 Einer 
oder Ganze, und verfahre auf ähnliche Arc wie bey der 
Divifion durch Einer mit anhängenden Zehntheilchen. So 
auch in ähnlichen Fällen, Hier find die logiftifchen dogas 
rithmen vortheilhaft zu gebrauchen, | 


Siebened, f. Vieleck. 


Sinus eines Kreisbogens, ober dee zugehörigen 
Winkels am Mictelpuncte, ift die Hälfte der Chorde dei 
verboppelten Bogens. Diefe Erklärung ift in der Form 
von ber in Goniometrie, 5, gegebenen verfchieden. Sie 
giebt die Anficht, wodurch diejenigen, welche die Sinus 
anſtatt der Chorden in die Trigonometrie einführten, ba 
zu veranlaßt wurden, In der alten Trigonometrie dk 
diente man fich der Chorden, wo wir die Sinus gebrau: 
chen, mußte aber deswegen die Winfel verdoppeln, um 
die Chorden zu ihnen zu fuchen. Dieſes erforderte Tas 
feln durch den ganzen Halbkreis. Kürzer war es, unmits 
telbar für die Winkel oder Bogen die zuachörigen halben 
Chorden ihres Doppelten anzuzeichnen, deren Tafel ſich 

auf 
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aufden Quadranten befchränfte, und auch Dndurch bequee 
mer ward. Dieſe Abanderung it von arabiſchen Aſtro⸗ 
nomen vorgenommen.worden, man weiß nur nicht nds 
ber, wann und von, wen. In Kaͤſtners geometrischen 
Abhandlungen, eriier Sammlung, © 530. ift aus 
der lateinifchen Überfegung einer Schrift des vorzuͤgli⸗ 
den arabifchen- Aftronomen, Albaregniys oder Als 
Barani (9. Jahrh.), eine Stelle angeführt, worin dıefer 
fagt, die Araber gebrauchten die. Hälfte von der Chorde 
des Doppelten eines Bogens, welche fie in ver Tafel ne= 
ben diefem Bogen festen, Dadurch erfpare man fich die 
Verdoppelung des Bogens. Ein befonderes Kunſtwort 
gebraucht er nicht, 

"Die Herleitung des lateinifchen Kunſtwortes, Si- 
nus, ift fehrbierig.: Godin hat eine wisige Murhmas 
fung darüber vorgetragen. - Da die Ehorden der Bo— 
gen im Sateinifchen auch Inscriptae heißen, fo babe man 
ihte Hälften , die Sinus, Semisses inscriptarum ges _ 
nannt, und. diefes abgefürgt S. ins. gefchrieben, morand 
dann das WortSinus entitanden fey. Die Benennungen 
anderer Honiometrifchen ‚Linien, Coſinus, Cotangens, Co⸗ 
fans, find wirflib Ziſammenziehungen von Co. Sinus 
d,i, Complemienti Sinus, u. ſ. f. 


Hutton führt in der Vorrede zu feiner Ausgabe 
der trigonometrifchen Tafeln mancherlen E-flärungen 
anderer, auch einige Muthmaßungen von ihm felbıt an, 
ſchüeßt aber mir der Bemerkung, daß das Wort Si- 
nus im Lateiniſchen demjenigen Worte entiprechen 
möge, welches die Araber für Die dazu bezeichnete Liz 
nie eingeführt härten, wie dann auch eine ſolche Übers 
sung wirklich bey’ dem Worte 'Sagittä Start gefuns 
den habe, welches und Sinus versus, nad) der Angabe 
des Drho in der Vorrede zu dem Kanon des —_. 
von den Arabern herruͤhren. 


Das arabifche Kunſtwort giebt Hallen an, in 
einem Echolion zu dem erften Satze des III. Buches 
der Sphaerkorum des Menelaus, wovon ee 

u Ka 
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der orienfalifchen Literatur der Mlarheinatik: fehe ver⸗ 
traute Gelehrte eine Ausgabe geliefert hat, bey welcher 

ebräifche und arabifhe Manuſcripte verglichen find *), 
Er fagt, er habe das Kunftwort des hebraͤiſchen Uber 
fegers für die Chorde eines doppelt genommenen Bogens 
immer durch Ginus gegeben, zur Übereinftimmung mit 
den neuern Mathematikern, wie es auch der arabiſche 
Überſetzer gerban habe, deffen Kunftwort er dabey an 
führe. Mit tateinifhen Buchſtaben gefchrieben, lautet 
es dschaib, Diefem legt Golius in feinem arabifchen 
Woͤrterbuche, (nach der Angabe eines gelehrten Rreundes), 
pag. 560, die Bedeutungen: bey: sinus indu-ii- ves- 
tisgue, seu collare ad jugulum patens. Et'smus 
apud Geomietras, i. e. senissis rectae circulo in- 
sScriptae, a diametro per medium seotae, Radix 


est dschaba **), secuit, in... 1 7 ame 


PEN 4. tel... 

Man ſieht, daß der. arabifche Geometer fein Kunfl: 
ort von. einer Nehnlichfeit des Kreis-Einſchnittes mit 
dem Einfchnirte eines Hemdes hergenommen hat; allein 
eine Herleitung des lateiniſchen Kunftwortes-erhalten wir 
hieraus noch nicht. Der Einfchnitt eines Hemdes heißt 
im Lareinifchen nicht sinus, wie Golius hier das Wort 
gebrauchen will, Bey einem Kleide angewandte bedeutet 
es die Höhlung, die man mit dem einen untern Ende «is 
nes meiten, vorn offenen Kleides (einer Toga) vor der 
Bruſt machen kann, um darin etwas zu verbergen, da— 
ber auch die Bedeutung, Meerbufen, entftanden ill, 
Derjenige, der das arabifche Kunſtwort lateinifch hat ger 
ben wollen, fand etwa Feinen, ihm gefallenden Ausdrud, 
der das Eingeſchnittene barftellte, und feste das, was 
hinter dem Einſchnitte des Hemdes iſt, den Buſen des 
Körpers, Sinus, für den Ausdruck des Arabers. Mit 
der zweyten Bedeutung des Worts, Sinus, ift es in der 
That eben fo gezangen. . | 
« *) Mleidererd ebene Treigonometrie, Tübingen , 1802. ©. 16. 


*7) Der Buchjtab der Araber, der ‚bier durch dsch ausgedruͤckt if 
entſpricht genauer dem franzöfifthen g vor e umd i. 8 
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5 
Wenn auch diefe Etymologiſirung fehlen follte, fo 
iſt das Beſte, daß die Frage nur eine literarifche Erdoͤtz⸗ 
lichkeit betrifft. Was Käftner in feiner Gefchichre der 
Mathematik, Bd. I. ©. 523, nur angedeutet bar, ift 
bier weiter ausgeführt worden. Ä 


Sinus naturalis ift die durch den Halbmeſſer als 
Einheit in der Geftalt einer gebredinen Zahl dargeſtellte 
fine; sinus artificialis iſt der Logarithmus diefer Zahls 
größe. So erfcheinen die Sinus in unfern rrigonomerris 
fhen Tafeln mit ihren Logarithmen verbunden, Mehre⸗ 
tes in dem Artifel, Trigonomerrie, | 


Sinus rectus ift eine Benennung dieſer Linie in 
Beziehung auf den Abfchnirt des einen Halbmeſſers zwi⸗ 
fhen dem Sinus und dem Kreisbogen, welcher Sinus 
versus beißt, . —— 

Sinus versus, Querſinus, als der Abſchnitt, wel⸗ 
chen der Sinus eines Kreisbogens auf dem einen Salbe 
meffer von dem Endpunete defjelben an macht, ift der 
Interfchied zwifchen dem Halbmeſſer und dem Coſinus, 
oder sin. vers A = ı — cos A, Tin einigen tris 
gonometriſchen Tafeln ift ein Canon der Querſinus ent⸗ 
balten. Ä | 

Auch iffsin. vers. A = 3 (sin 2 A)?. —, Denn 
die Chorde eines Bogens A ift die mittlere geometrifche 
Proportionale jwifchen dem Durchmeſſer und dem Sinus 
verfus (Sagitta). Auch it fie = 2 sin ZA. Mar 
nehme den Halbmeſſer zur Einheit, ſo iſt 2:2 sin # 
=2sin #A: sin. vers A, ne 

Wie die Sinus aus den Bogen, (ober den Wine 
keln als Bogen für ven Halbıneffer = ı),. gefunden were 
den, iſtin dem Artikel, Eyflomerrie, 9, angegeben. Doch 
jeigt dieſe Reihe, und die ihr entfprechende, in 1, nicht, 
wie das Verhaͤltniß zweyer Bogen, oder ihrer Winfel, 
von dem Derhältniffe der zugehörigen Sinus verfchies 
ben iff. . ' 


f 


872. Sinufside, 
Es ſeyn zwey Winfel & und ® + a, fo ill 


sin-P: sin (ö +a)=ı cos a + — 





da das 
Verhaltniß der Winkel ft rs + — 


Ä Das nachfolgende Glied ın jenem Verhaͤltniſſe if 
‚immer Fleiner als in dem der Winfel: oder das Verhaͤlt⸗ 
— niß der Sinus zweyer Winfel ift immer Fleiner als das: 
jenige ihrer Winfel, und zwar in dem erften Quadranten, 
den größern Winfel zum nachfolgenden Gliede genommen. 


Dennm es ift sin (® +a) = sin®. cosa + 
cos®, sin a, Goniomerrie, 24, woraus Das angegebene 
Verhaͤltniß fogleich folgt. | 


Den demfelben Winfel «x entfernt fich das Verhält 
niß der Sinus mehr von denjenigen der Winfel, wann 9 
dem Duadranten näher genommen wird, und kommt für 
Fleine Winfel. © demfelben nahe, dejto mehr, je Fleiner 
auch der Unterſchied der Winkel ift. 


Sinuſoide iſt eine Frumme Linie, auf welder 
ein Gewicht, das. mitrelft eines Geiles oder einer Kette, 
welche über eine Molle an einem Pfeiler gezogen iſt, ‚mit 
einem fchmweren Hebel in jeder Lage beider im Gleichge⸗ 
wichte fich befinde, Belidor, der in Der Sciencedes 
Ingenieurs.. L. IV. ch. 6. die Unmwendung auf die 
Erhebung der Zugbrücfen zeigt, bat ihr diefen Mamen 
gegeben, weil er zu ihrer Conftruction die Sinus der Ev 
bebungswinfel der beweglichen Brücke gebraucht. Es be 
durfte Feines neuen Namens , da die Frumme Linie eine 
EpienFloide iſt wie Koh. Bernoulli fchon lange vor 
ber in den Actis Erud. 1695 gezeigt harte. Der Mar: 
quis L'Hopital hatte in diefe gelehrte Monarsfchrift 
die Nuflöfung der gedachten Aufgabe einrücken laſſen 
(Febr. 1495). Sie war ihm von einem gelehrten Geo: 
meter (Sauveur) vorgelegt worden, ber fie fehr ſchwie⸗ 
tig gefunden hatte, da er 27 Proportionen dazu ge 
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brauchte. L'Hopital fand die Gleichung für die Frumme 
tinie leicht; fie ift eine algebraifche vom vierten Grade, 
und har brenerley, aber verwandte Korınen, oh. Bers 
noulli fügte einen Auffas bey, worin er, mie gefagr, 
jeigte, daß die Curve zu den Epicyfloiden gehört, und 
durch die Wälzung eines Kreifes über einem ihm gleichen 
befchrieben wird, wobey der befchreibende Punct entwe⸗ 
der auf dem Umfange des fich wälzenden Kreifes, oder 
außerhalb oder innerhalb feyn mag. Er nannte fie die 
Guryam aequilibrationis, die Gleichgewichts Linie, und 
trug die. Aufgabe noch allgemeıner vor. ©. auch Joh. 
Bernoullii Opera, T. I. nr. 23. Bon Jac. Ber: 
noulli ıft a. a. D. auch eine Aufldfung diefer Mufga: 
be in feinen Werfen T. IL nr. 63. befindlih. Von 
Leibnitz iff auch eine Bemerkung über diefe Unterſu⸗ 
dung in den A. Er, 1695. Apr. eingerüdt. 
Belidor, der dieſes ben der Ausarbeitung feines 
Werks über die Ingenieur-Wiſſenſchaft (jweyte Ausg. 
Haag, 1734) nicht wußte, zeigt es in ſeinem Diction- 
naire portatif de PIngénieur, à Paris 1755, an. 


In der zweyten Abtheilung dieſes Werks wird die 
GleichgewichtsLinie vorkommen. Be 
Situs und Analysis: situs, f. in dem As 
el, tage. ae a 

Societätd: Rechnung fr Geſellſchafts⸗Rech⸗ 
nung, | 


Solidum, das förperliche Ausgedehnte, ſ. Aus* 
dehnung. Man mag es dadurd) von dem geometrifchen 
Körper amterfcheiden, daß diefer mit einer gewiflen 
Jorm gedacht werde, das Solidum nicht. 

Solidus Angulus ift ein Winfel, der durch drey 
ober mehrere Ebenen gebildet wird, welche einen Punct 
gemeinſchaftlich haben, f. Winkel, koͤrperlicher. 


Solidus locus,, eine Linie vom zweyten Grade, 
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fo fern fie zur Aufloͤſung einer unbeſtimmten Aufgabe 
gebraucht wird, f. Ort. | 


Solidus numerus, eine Zahl, welche das Pros 
Duck drever Zahlen iſt, eine veraltete Benennung, 
Solidum problema, eine Aufgabe, die durd eine 
Linie vom zweyten Grade aufgelöfet wird. — Theore- 
ma, ein Lehrſatz, der durch Hülfe einer folchen. Linie 
bewiefen wird. | 


Species in der Arithmetik find Verwandlungen 
einer Form einer Zahlgröße in eme andere. ine Zahl, 
die aus mehrern gegebenen Theilen zufammen geſetzt if, 
wird durch die Addition in eine eben fo große, deka⸗ 
diſch, etwa auch dodekadiſch oder dyadiſch, georbnett, 
verwandelt. — ine Zahl, die als der Theil eined ger 
gebenen Ganzen zu dem andern gegebenen Theile deijch 
ben gedacht wird, wird durch die Subtraction um 
abhängig, gleichfalls auf vorige Art geordnet, darge⸗ 
fell, — Cine Zahl, von welcher gefordert wird, daß 
fie ein gemwifjes Vielfaches einer gegebenen Zahl fen, wird 
in eine auf glriche Weife geordnete durch die Multis 
plication verwandelt; fo auch durch die Divifion 
‚eine Zahl, von welcher gefage wird, daß fie ein gewiſſer 
Theil, einer. gegebenen Zahl feyn ſoll. nn ® 


Zu ben gewößnlichen vier Speciebus der gemeiten 
Rechenkunſt Fann man noch füglich die Erhebung einer 
Zahl auf eine gegebene Potenz, und die Zerfällung eine 
Zahl in eine gegebene Anzahl gleicher Sactoren fegen. 
jene ift eine Fünftlihere Multiplicarion, dieſe eine 
Fünftlid,ere Divifion, fo wie die Multiplicarion eine ab» 
ze Addition, die Divifion eine abgefürzte Subttac 
tion iſt. Ä | 

Species in der Geometrie bedeutet eine Überein— 
ſtimmung der Figuren in Abficht auf Anzahl und Größe 
ihrer Winfel, und die Verhaͤltniſſe der Seiten. So 
heiße triangulum specie datum ein Dreheck, das in 
Abſicht auf die Winkel und dadurch auch im Abſicht det 
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Verhaͤltniſſe der Seiten gegeben wird, :mwoben-bie Größe | 
undeftimme bleibt, Bei einer Figur von mehr als 
drep Seiten müffen die VBerhältniffe der Geiten befons 
ders gegeben werden, u. ar 

Sphaera, griech. oGaıpa, iſt Kugel. | 

Sphaetica, ift der Inbegriff von $ehrfägen die 
Kugel betreffend, insbefondere über die Rreife, die auf 


ihrer Oberfläche gezogen werden. Die Berechnung der 
Irpärifchen Dreyecke gehört in die Trigonometrie. 


In dem Artikel, Kugel, find die Lehren der Sphaͤ— 
tif vollſtaͤndig genug vorgetragen, 


Theodoſius, ein. griechifcher Mathematiker, der 
ein Zeirgenoffe von Eicero gewefen ſeyn mag, bat ein ſehr 
‘gutes Werk über die Sphaͤtik hinterlaffen, worin fein 
befonderer Zweck war, die ſphaͤriſche Aftronomie geomes 
triſch zu begründen, und Die dazu gehörigen Gäste ſyſte⸗ 
matisch zu fammeln. Das dritte Buch enchält Ps 
te merfwürdige Saͤtze, die ſchon ſchwer genug find, daß 
Pappus darüber Erläuterungen aufſetzte. Barrow hat 
eine lateinische Ausgabe dieſes Werfs 1675 geliefert, wor⸗ 
in er neue und kuͤrzere Beweiſe gegeben hat. Eine 
griehifhe und lateiniſche Ausgabe ift von Hunt, Oys 
ford 1707 veranftalter, | J 


Sphaͤriſches Dreyeck, ſ. Trigonometrie: 
Sphaͤriſche Släde, f. Kugel, 35—46i 


Sphaͤroid, *) ift ein Körper, begränze von ei⸗ 
ner krummen Oberfläche, deren Durchfchniet mit jeder 
Ebene, die durch eine von drey auf einander fenfrechten 
Iren gelegt wird, eine Ellipſe ift. | 

) Der Ausdrud, Sphaͤroid, iſt ſprachrichtig, nicht der von ef- 
rigen gebraudte, auch in diefent Werke einigemal aufgenome 
mene Ellipfoid oder Elliptoid. So auch paraboliihes 


und hyperboliſches Konoid, nicht boloi 
perboloid. * nicht Paraboloid und Qype 
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Wem die durch eine der Aren gelegfen: Euiplen alle 
einander gleich ſind, ſo entſteht das Sphaͤtoid durch die 
Umdrehung einer Ellppſe um die eine Are,’ und ber 
Schnitt durch die beiden andern Axen iſt ein Kies, 
Archimedes. der die Geſtalt der Durchſchnitte der Kor 
noiden und den Förperlichen Inhalt ıhrer Abſchnitte be⸗ 
ſtimmt bar, ſ. Konoid und Cubirung), hat daſſelbe auch 
fuͤr dieſe Gattung von Sphaͤroiden geleiſtet. 


ı. Es iſt in Fig, 31. A,der Mittelpunct der ge 
- genfeiria ſenkrichten Koordinaten: Aren AX, AX., AZ, 
eines Sphaͤroids, weldyes Da mit. zwey halben auf eins 
ander-fenfrechren ellptiſchen Durchſchnitten, BCE, BDE, 
und einem Quadranten, CAD, durch je jwen der Axen 
gezeichner it. Diefe Ellipſen haben den Punct A zum 
gemeinſchaftlichen Mittelpunete. Die halben Aren der: 
ſelben ſeyn AB=a; AC=b; AD=c. Durch die Are 
BE und einen Diner F des elliptifehen Duadranten 
CD fen die halbe Ellipſe BFE gejogen ‚ deren Ebene 
mit der Ellipſe BCE den Winkel FAC==3 —— 


Ei 5 
(b? sind? + c® cos$*) AF— bt c® 

Denn man fälle son F auf die halbe Are AC die 
fenfrechte FG, fo giebt die durch AC und AD gelegte 
Ellipſe die Gleichung, 

AC® GF + AD? x AG! —= AC# x AD", 

DaGF = AF X sind,und AG=AF x cos? il, 
fo verwandele fich diefe Gleichung unmittelbar in die an 
gegebene, 

2. Bon irgend einem Puncte R' der Ellipſe BFE 
fälle man auf die Ebene BCE die ſenkrechte RQ; von 
dem Puncre Q ziehe man auf AB die fenfrechte OP, 
und feße AP—x; PQ=y; QR=z, fo ift die Öle 
. bung zwiſchen diefen drey zu dem Puncte R gehörigen 
Coordindten, 

b c’x® + a®tc’y’ + ab’z? — a:b?c:, 

Man ziehe PR, fo ift die bene des Dreyecks RPQ 

fenfreche auf die Ebene der Ellipfe BCE, und die auf 


Sphaͤroid. 377 


: PQ fenfrechte AP iſt fenfrecht auf PR, fo wie es EA 
auf AF in dem ellıptifhen Quadranten 'CFD it. Das 
her find AF und PR parallel. Folglich ift aus der Mar 
tur der Ellipſe, | 
AB! x PR? +AF® x APEZABEXAF 
oder, wenn PR=—u gefetst wird, 
aru® — (a? — x?) AF®, 

gi it diefer Gleichung verbinde man die in ee gefundene, 
(b’ sind? + c* 082°) AP=b’c 
fo ift 

(b? sind® + c® cos) a’ u? = be cr (a? — x) 
Da der Winkel RPQO S iſt, fo it u sin$ — 
und u,cosO — y. ie e Subftitution diefer Werthe ie 
fert, nebſt der Verſetzung des Gliedes b’c’x’, bie an 
gegebene Die Dunp: 


‚3. Für eine Ellipſe, die durch die Axe AY ober 
AC gelegt wird,. wird diefelbe Gleichung gefunden, ins 
dem nur a und b, x und y vertauſcht zu werden draus 
den. Go wird erhatten 

Ay + bectxt + bt.a: ze — branch, 

Eben fo ift fir eine Ellipſe, die durch die Are AZ 
oder AD gelegt wird, — a und c, x und 2 ver 
taufcht werden, . ge 

b*+a® z* + c® a’y e 4 —* pe — — c? 6* a®, 

Derjelbe Punct ei der Oberfläche eines Sphaͤroids 
gehoͤrt alfo dren Eilipfen zu, die durch die, Dres Axen 
deſſelben gelegt ſind. 


4. Die Gleichung fuͤr das Sphaͤroid wird auch aus 
der Form hergeleitet, welche ſie haben muß, damit ſie, 
wenn eine ter Coordinaten, x, y, zZ, Null geſetzt wird, 
in die Gleichung fuͤr eine der gegebenen Ellipſen uͤbergehe, 
fo, wenn 20 genommen wird, in die Gleichung zwi⸗ 
ſchen AP und PM, den Coorbinaten an ber Eitipfe BCE, 
Diefe F Form iſt die, F 

Ax® + By° cz M. 

Sie liefert auch für diefelben Werthe, (pofitive oder 

negatiwe), zweyer per Koordinaten, zwey gleiche und ents 
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gegengeſetzte Werte der dritten, wie es ſeyn — 
das Sphaͤroid durch jede der drey Ellipſen, welche gleich⸗ 
ſam die Grundlage davon ausmachen, in zwey gleiche 
und aͤhnliche Haͤlften und durch alle drey Ellipſen in acht 
gleiche Ausſchnitte getheilt wird, welche den gemeinſchaft⸗ 
lichen Scheitelpunct A’haben, und wovon je zwey an eis 
nerley Geite einer der drey Ellipſen und einander ge 
genuͤberliegende auch ahnlich find und aͤhnlich liegen. 


Die Coefficienten und das unveraͤnderliche Glied in 
der Gleichung werden durch Die gegebenen Axen der Jun: 
damental⸗Ellipſen beſtimmt. Wenn yund z, jede So 
genommen werden, jo it x. —a und A—M, Eben 
ſo iſt Bb’—=M, und Co? —M. Daher ind in A,B ni 
nad) der Ordnung, bie Factoren b* c?; at ct; a® 
Alſo iſt A=b’c; BZzatc'; Cha b®, Eile 
A noch einen Factor enthalten ‚ fo wäre diefer auch in 
M vorpanden, daher aud in B und C, wäre alfo kin 
ganz uͤberfluͤſſiger Factor der ganzen Gleichung. Die 
Öleihung für das Sphäroid iſt alfo 

be c xt L a ce yr + at bizt'— a8 bi ch, 
Die Form diefer Gleichung zeige unmirrelbar, daß der 
Dadurch beſtimmte Körper in endliche Gränzen —— 
fen iſt. Wenn x größer als a, ober y größer als b 
pder zZ größer ald c genommen wird, fr erhalten die 
beiden andern, jede oder eine, unmögliche Werthe. 


Es iſt nun noch zu zeigen, daß jeder Durchſchnitt 
dieſes Körpers, der durch eine der Axen der drey Funs 
damencal, Eilipfen gefuͤhrt wird, eine Eillipfe iſt. 


5. Der Schnitt werde durch die Are BE und ben 
u R ber Oberfläche geführt, Die Coordinaten des 
Punctes R find, wie vorher, AP=x;PQ= 

— z. Man ziehe die gerade PR, fo ift RPOQ ber Eins 
Fel, welchen die Ebene bes Schnittes mit der Ebene ber 
Ellipfe eg macht. Es fy RP u, und der W. 
RPO= — 0, ſo iſt PQ=u cos®; und OR = u sind, 
Fur ——— werde geſetzt, sin® — — cos9 =n, 
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Aus der Gleichung für den Punet R, auf der Oberfläche 
bes Sphäroids, entſteht nun die Gleichung für denfelben 
Punct, in der durch den W. RPQ beftimmten Ebene, 
zwiſchen den Coordinaten AP(=x) und PR (= u), 

b? c? x? + (m! b® + n? c’) a? u? — a® b® c’, 
oder | 


be ce ar be ce 
I; traum — — 
m°’b®+n!c m*?b’-+-n*c® 


Diefes ift eine Gleichung für eine Ellipſe, deren eine 
Are, auf welcher Die x genommen werden, 2a iſt, und 
die conjugirte — J — Be 

abe ae — — 
Yarbrmey Die halbe conjugirte re ift AF, 
die gerade von dem Mittelpunete A zu dem Puncte F, 
worin die Ellipſe BRE die durch die Endpunete C, D 
ber halben Axen AC, AD gezogene. Ellipſe trifft. 


j 6. In der Bleichung für die Oberfläche des Sphaͤ⸗ 
wi, | 


box tatcy? + arbrzt —ar bt, 
werde x unveränderlich genommen, fo wird die Gleichung 
für ven Schnitt durch MPN erhalten, ber parallel mit. 
dem durch AC und AD, in dem Abſtande AP—x, ges 
führe ift. Sin der Form, 

ty’ 4 a* b 2 — bac (e — ı), 


giebt fie eine Ellipſe, in welcher die halbe Are in der Rich— 
tung der y, nämlich PM = n V(a—x’), und bie 
halbe Are in der Richtung der z, nämlich ; 
PN= Vv@—xy if. Bu 
a, Der Schnitt eines Sphäroibs, ber parallel mit 
einer der Coordinaten Ebenen, YAZ. geführt wird, ift 


dem Schnitte in diefer Ebene. CFD, ähnlih.— Denn 
iu dem Schnitte durch MPN, wo PM mit AC, und 
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PN mit AD yaraflel iſt, if PM: PN =.b:c, 
oder PM :PN = AC: AD, Ellipfen, deren * 
daſſelbe Verhaltmiß Haben, find aͤhnliche Figuren, f 
Aehnlichkeit. — Indem Artikel, krumme Slähe, iſt 
"der Satz allgemein erwieſen. 


Wenn der Schnitt durch CAD ein Kreis iſt, ſo 
ſind alle mit Demielben. parallelen Schnitte auch Kreife, 


8 Jeder S Schnitt eines Sohaͤroide iſt eine Ellipſe. 
— Denn die Oberfläche‘ dieſes Körpers iſt eine krumme 
Fie vom zweyten Grade, deren Schnitte immer Kö 
gelfchnitte find, f. Frumme Fläche, 63. Kür das Sphaͤ— 
roid, als einen endlich begränzten Körper, bleibt nur die 
Ellipſe zur Durchſchnittslinie übrig. Sie begreift au 
- Kreis. 


Archimedes heweiten bieſe Eäenſhafr der Sphärk 
_ für die von ihm ——— Gattung, in feiner Abs 
handlung). ©. 15. 


9. Jeder endliche , von” einer frummen Flache des 
ae Grades begrängte Körper enthält. einen Punkt, 
welcher der, Mittelpunct aller dadurch gelegten efliptir 
ſchen Durchſchnitte iſt, oder, — Körper üft-ein Sphi 
roid. 

Denn man — irgend einen Punet O, inner: 
Halb oder auſſerhalb eines Sphaͤroids, um MM BTEIDIIMER 
Der Soordinaten » Uren, und beitimme defjen Sage, in 
Beziehung auf den Mifrelpunet des Sphaͤroids, durch 
‘Die Coordinaten a,) B, Y nah der Richtung der x;y; 
z, die für das Sphaͤroid gebraucht find. Die Aren 
der neuen Coordinaten fern ebenfalls fenfrecht auf eine 
ander, wie fie es auch in ber allgemeinften Gleihung 
genommen werden. Die Lage einer von ihnen wird bes 
ſtimmt durch den Punet, in welchem fie eine der dren 
Coordinaten Ebenen für das Sphaͤroid treffen ſoll, das 
iſt, durch die beiden zu dieſem Puncte gehörigen Coor⸗ 
dinaten, Ö, &, in dieſer Ebene. Fuͤr die Lage Der zwey⸗ 
ten Goordinäten: Are, die fenfrecht auf die erſte feyn fol, 


Spharoid. 381 


bleibt nur eine Beſtimmung, durch. eine einzelne Coor—⸗ 
dinate, 4, willkuͤrlich. Die Lage der dritten Are iſt durch 
die Lage jener beiden gegeben. Zu den drey Beſtimmun⸗ 
gen, a, b, c, in der einfachſten Gleichung fuͤr ein Sphäs 
wid, kommen alfo noch ſechs willfürliche. Fuͤhrt man 
diefe in die Gleichung ein, ſo entſteht eine Gleichung 
vom zweyten Grade, in welcher zu den Coefficienten, 
das underänderliche Glied mit gerechner, neun. Größen 
nah Willfür angenommen werden koͤnnen. In der 
allgemeiniten Gleichung des zweyten Grades find jehn 
Coefficienten mit, Einfchluß., des unveränderlichen Glier 
des vorhanden. Diefe zu beftimmen reichen neun gea 
gebene Brößen hin, da mittelſt der Divifion aller Coef⸗ 
fiienten durch einen derſelben, bey der Zufammenftel: 
lung der allgemeinen. Öleihung mit der berwandelten, 
nicht mehr als neun Gleichungen hervorgehen. — So 
wie nun die einfachſte Gleichung für eim Sphäroid fich 
in ‚die allgemeinfte verwandeln läßt, fo muß fi jede 
Gleichung Für eine Fläche vom zweyten Grade, wofern 
fie nur einem begrängten Körper zugehört, in die eins 
fahfte für ein Sphäroid, verwandeln laffen, Der Körz 
Mr oder -defjen Dberfläche hat aljo einen Mittelpuncr.' 


ı0. Zur Erläuferung des hier, -von der Ber 
fimmung der Corfficienten in einer allgemeinen’ Glei— 
Hung, ‚angeführten bemerfe man, daß die einfachſte 
Gleichuug für ein Sphäroid, 
best +acey" Hatbziabeo,n.. 
bier Glieder hat, deren Coefficienten durch dien. Groͤ— 
ben, die Aren dreyer Ellipſen beftimme werden. Die 
Divifion der Glieder dur den Coeffiienten von x? 
giebt ihr die Form, 
ee 
x 7 b» 7 Tr er — 
Die Multiplication aller Glieder mit einer gegebenen 


Groͤße, als b’c*, ändere die Gleichung nicht, 
Zu vergleichen Euleri Introd, in Anal, Infin, 
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T. Il. Append. de Superficiebüs secundi ordinis, 
113 f. Auch in diefem Wörterbuche,. Artik. Krumme 
Flaͤche, 74 —90. or | 

11..Den Inhalt eines Sphaͤroide zu finden. — 
Mon fege das jwifchen den ganzen Ellipſen, wovon in 
(Fig. 31) nur die Qugdranfen DAC, NPM aegeidiitet 
find, enrhalsene Segment des Gphärods — Z, fo ill 
dZ = 4NPM. dx (M. f. die Anm. in dem Art. Huß 
förmiger Abſchnitt. Th. IL. ©. 701) | Eu 


be. 
d. i. ** x (aa —xx). (6) und daraus 


——— ai 
ohne Conſtans, weil Z und x zugleich verſchwinden. 
Fuͤr x Sa wird Z dem halben Sphaͤroid gleich. 
Dieſes iſt alſo abc, folglich das ganze * z rabe 


12. Eine Eilipfe, deren größere Are = 2a, klei— 
nere — 2b, drehe fich einmahl ganz um Diefe Fleingre 
Are herum, fo entſteht ein gedrucktes oder abge 
plattetes Gphäroid (sphaeroides compressum. % 


latum), deffen Inhalt =e - raab, Geſchieht die Die 


hung um die groͤßere Are, fo entſteht ein länglichtes 
oder ablanges. Sphäwid (sphaer. oblongum), deſ⸗ 


fen Inhalt =: mabb, 


13. Das gedruckte Sphäroid verhält ſich zu dem 
ablangen wie. a : b, | 
14. Um jüe Sphaͤroid laͤßt fih ein gerader Ew 
Yinder (diefes Wort in weiterem Sinne genommen) DE 
ſchreiben, deſſen Grunpflächen einem_der Hauptdurch⸗ 
ſchnitte des Sphaͤroids gleich find, Die Höhe aber der auf 
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diefem Durchfchnirte fenfrechte Durchmeffer des Sphaͤ⸗ 
roids iſt. Dieſes erhellt daraus, daß die berührenden 
aller Eilipfen wıe EFB in den Scheitelpuncten F der EB 
parallel find, die-berührenden aber an den Echeiteln E und 
B diefer Ellipſen in eıner mir DCA parallelen Ebene 
liegen, Da der Inhalt eines folchen umfchriebenen Ey: 


2 | 2 
linders — 2 abc, fo ift das Sphäroid z deſſelben. 


15. Der Halbmeſſer einer Kugel r, melde mie 


dem Ephäroid gleichen Anhalt hat, ift — V abe. Iſt 
ac, alfo das Sphaͤroid durch Drehung um die Are 


ab entftanden „ſo iſt x — Vaab oder = 
b 
a V 2 folglich die erfle zweyer Mittelproportionas 


[en mifhen dem Halbmeffer des Äquators des Spobaͤ⸗ | 
roids und der halben Are vefjelben. 


16, Die Oberfläche eines Sphaͤroids zu finden. — 
In dem Viertel des Sphaͤroids ABCD, welches (Fig, 
32.) darftelle, feyn- BED, und BeD jmen einander uns 
endlich nahe Schnitre durch die Mre.BD, HGL .und hgl 
aber ein Paar dem durch dic Axen AO, OC gehenden 
Hauptſchnitte AOG parallele, einander gleichfalls une 
endlich nahe Schnitte, fo entfteht, indem die durch die 
Xre BD gelegten Ellipfen BED, BeD die dem Haupt 
ſchnitte AOC parollelen GNL, gnlin N,R,n,r 
durchſchneiden, auf der Oberfläche des Sphäreide das 
Vieret NnrR,.welhes, infpfern man die Kläche des 
GSphaͤrords von B und dem Quadranten BLA aus ent⸗ 
ſlehen laͤßt, das Differential des Sectors BNn iſt, wele 
cher ſelbſt wiederum das Differential des Sectors BNL 
it, Es iſt alſo hier, wie ben Erfindung des Inhaits 
eines ſphaͤriſchen Dreyecks durch Rechnung in dem Art. 
Kugel, 37. eine doppelte integration noͤthig. 

Man ziehe an N die berührende der Ellipfe BED, 


welche der berlängerten OB in T begegne, und den 
fe jih nun durd alle Punce dir Ellipſe GNL 
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ſolche Ellivſen wie BED gelegt und an ihre Durdi 
ſchnitte mit GNL Berührungslinien gezogen’: dieſe wers 
‚ den fämmtlich der verlängerten OB in T begeanen, 
weil OH: OB= OB: OT (Ellipfe, 30) und OH 
die gemeinfchaftliche Abſeiſſe der Beruͤhrungspuncte aller 
jener Ellipfen ill. Das Vieref NarR it alfo als em 
unendlich Fleines Stücf einer unendlich fehmalen Zone 
der Geitenfläche eines Kegels, deſſen Spitze in T, Axe 
TO, und wovon die Ellipſe GNL ein auf die Are fenk: 
rechter Schnitt ift, anzufehen, folglich ein Trapez mit 
zwey parallelen Seiten Nn, Rr, das fich aber, wel 

„der Alnterfchied von Ar und Nn gegen Nn unendlid 
flein ift, mit einem Parallelogramm vermechfeln laͤßt 
Sein Inhalt iſt alfo = RN>x<NnxeinRNn ° 


Um diefen Anhalt auf die für die Integration ber 
aquemfte Weife auszudrucken, erinnere man fi, daß die 
Reerificarion der Ellipſe fehr vereinfacht wird, wenn man 
den Bogen, deffen Sinus in dem uͤber der großen Are 
befchriebenen Kreife die mit der Ordinate der Ellipſe 
zu einerley Abſciſſſe gehörige Ordinate des Kreifes iſt 
(M. f. Mectification, 12.) als die veränderliche Größe 
einfuͤhrt. Diefe NR En Be We gutt 
Dienſte. | 


Es ſey OA-a, OB=b, OC—ec 2onN 
fen NM auf die Ebene AOC ſenkrecht, io J— Mm 
den Durchſchnitt OE ber auf AOB fenfrechten Ebene 
BED mit diefer. Won M fen MP in ber Ebene 
AOC fenfreht auf OA und NQ ihr in ber Ebene 
GHL parallel, fo ift auch HON ein rechter Winkel. 
Man fe OP = HO=x, PM=N —yımd 
MN=OH=z, fo daß X, * z die drey rechtwink⸗ 
ligen Coordinaten des Punctes N ſind. Ferner nenne 
man noch die in den Ellipſen AOC, LHG an die Punc⸗ 
teE, N gezogenen halben Durchmeſſer OE,t, HN,s, 
und denke fih nün in der Ebene des Schnitts BED über 
Bd als Durchmeffer an derfelben Seite mit der Ellipfe 
BED einen Halbfreis -befehrieben, die Ordinate HN der 


1b 
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Ellipfe BED bis an ben Halbkreis verlängert, und an 
den Endpunct der Ordinate des Kreifes einen Halbmefjer 
deffelben gejogen. Heiß’ nun O der Winfel diefes Halbs 
meſſers mıt dem OB, fo HOH—= 2 bcosQ, HN—s 
—tsind, wobey man bebenfen muß, daß OE dıe ans 
dere Halbare der Elinfe BED if, Man wird fich die 
ſes durch Fig. 5. Tab. IX, des zweyten Theile deurlich 
machen können. Denn wenn dor CA—CO —=b, CD— 
CR=trACQ—=P X CRN foilt-CP (2) = CQ. cosPCQ 
=bceosß, und CN=PM(s)=CR sintRN— 
t sind. Da wegen der gleichen Winfel NHL, EOA 
die Duschmefjer HN, OE, aͤhnlich liegende Linien in 
den ähnlichen Ellivſen GNL, CEA find, fo it OR: 
HN=AO: HL=CO: GH, folglih HL =asinG, 
ud GH=c sind. Man rvenfe fich nun innerhalb des 
tehren Winkels GHL mit HL den Quadranten eines 
Kreifes befehrieben, und die Ordinate deflelben zu der 
Abeiſſe HQ durch Verlaͤngerung der QN gejogen, und 
fe den Winfelam Mittelpuncte H, welchem diefe Or— 
dinate als Sinus enrfpricht, W, ſo iſt HQ = x = OP 
=asındcosy, QN=y=PM =csin® siny, 
und —HN = sin®y (a? cosy" + c* siny®), t 
oder OR aber = Y (a? cos? + c* sinY®), | 


Es iſt nun in ber Ellipſe BED das Bogenelement 
NR=y (02: + 9s?), wo die Differentiale von z und 
s bloß in Beziehung auf O zu nehmen find, weil für eis 
ne beftunmte Ellipſe BED der Winfel W verfelbe bleibe, 
indem foldyer bloß den Winkel AOE over LHN (defjen 


tung, = - tangv) beſtimmt. Man erhaͤlt hiernach 


N==50yY (b’sin®® + (atcos\* + c:sin\®) cosQ?)» 
Das Differential iſt poſitw, weil der Bogen BN mıt 6) 
jagleich waͤchſt. 


Ferner it in der Ellipſe GNL das Bogenelement 
Nn= y (dx* + dy?), mo aber ben der Differentiirung 
on x und y bloß als veränderlich zu er ift, weil 

= b 
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! 
© für eine beftimmte Ellipſe GNL ſich nicht ändert, in: 
dem es bloß den Abſtand derfelben OH von O nebft ben 
ren 2HL, 2HG beſtimmt. Hiernach wird Nn = 
or sinpy (a? siny® an c*? cos), pofitiv, weil der Bo: 
gen LN und Winfel Y zugleich Nachſen. 


Roch iſt sin RNn durch O und Y ausjubruden 
übrig. An N werde eine Beruͤhrungslinie der Ellipſt 
GNL , welche der verlängerten HL in X begegne, gejo⸗ 
gen, fo ift der Winfel RNn dem Winfel TNX der bis 
den Beriärenden TN, NX gleich. MWenninun nohHS 
aufimX fenfredt gezogen und TS verbunden wird, fo it 
as TS auf NX fenfredht, und sinANn = sin TNX 


= sın INS — 2 
= sin IN‘ 

Da OH:OB = OB : OT (Fllipfe, 30) und auf 
gleiche Weiſe HQ : HL = HL: HX, fo wird OT = 
bsec$, HX =;a sin® secW, Alſo it HT <= 
b (sec$ — cos) == bsin® tangd, QX — 

N ! 
asin® sinytangy und tang HXS =r = = 
Hieraus ergiebt ſich | 


sin HXS und HS — 
V (a? siny* + c* cos?) = 
HX. sin HXS — ale — 
— — VG sind? + c} cosy’) * 
iſt T5 = —VCG(T A ya = 
—— :c?cosQ? 4 b? (a? sinu 4 c cos’) s sinG* 
——— a’ sinve + c: cosıp?, 
IN=-V(HT + HN) = 
tangP V (b’ sin?* + (a’cosıy? +Ic? sin’) cosf”), 
mithin 
sinRNn=y(M:N), wo M— 
a2 c? cos®? + b: (aꝰ Sinv + c’ cosy:) sin®’, ud NZ 
(ale + c’clyr) (lb? [9° + (archl‘ * — lo‘) 
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Dadurch wird endlib RN x Nn x [RNn— 
NEOGLpYy (arc2clü® +bua [Vi + cclv’)[o') 
Diefed Differential giebt in Beziehung auf Hiſo integrirr, 
daß das Tintegral für O 0 verſchwindet, den unendlich 
Heinen Sector BNn. Integrirt man alsdanmden für Dies‘ 
fen erhaltenen Ausdruck noch einmal in Beziehung auf W 
fo, daß das integral für W = 0 verfchminder, fo erbäle 
man den Sector BNL, Die Größen ® und Y find hierbey 
von einander ganz unabhängig, fo daß man nach der 
erften integration, um das Gegment der Oberfläche 
BEDeB ju erhalten, nur @ =", nicht etwa einer 
Function von WW gleich zu fegen hat. Um das Dops 
pelintegral alsdann über die ganze Oberfläche zu erſtrek⸗ 
fen, darf man nur W 2 feßen, Gest man in dem 
Ausdrucke für den Eector BNL Or. fo erhält man 
das Segment BEDAB, jest man darın aber W— 2. fo 
befommt man die Flaͤche der von Der ganzen Ellipſe GNL, 
begränzten Haube oder Kuppel, deren Spitze B ilt ; fege 
man zugleih P= x, y= 2m, fo befomme man die 
ganze Oberfläche als Sphaͤroids. 


17. DMimme man das vorige Differential negatis, 
und integrirt alsdann nach © fo, Daß das Tintegral für 
O= Ir verfchwinder, fo erhält man das unendlich Fleine . 
Zonenſtuͤck ENne. Dies nimmt naͤmlich ab, wenn © 
wählt. Cine zweyte Apıtegranon. nah W, mwobey das 
fntegral von = o bis W = 27 genommen wird, 
giebt alsdann die zwiſchen dem Hauptſchnitte AOC und 
dem ihn paralleie Schnitte LHG (um das ganze Öphäs 
roid herumgehende) ſphaͤroidiiche Zone. Es iſt demnach, 
wenn das Zonenſtuͤck ALNE S gefegt wird, 

82— — sinp V (a! c* cusQ’ + b? (at sin ⸗ 
0? cosıl*) sinp?). 


18. Slna-c, alſo das Sphaͤroid durch Dre⸗ 
hung einer Ellpſe, deren Achſen 2a = 240 und 2b 
= BD find, um die Are BD entſtanden, fo wird | 


085 = —aoıuy/op sinpy (c* cosp’ + b: sinP’) 
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wo um ber größern Allgemeinheit und um des folgenden 
willen c unter vem Wurzelzeichen beybehalten, und nicht 
durch das ihm gleiche a erfegt iſt. 


Man ſetze tos$ — w, fo iſt sinGe6 — — öw, 
V Ce cos®® + b? sin?) = Y (dw? + b’(1—w‘) 
=y(b+(e-b)wW)=bya+tnvw) 
ca — Be — 

b: DO b> —n’ ge⸗ 
fest wird, wo alſo zur Nealität von nn erforderlich if, 
daß a > db, alfodas Sphäroid durch Umdrehung det 
Eilipfe BAD um ihre Fleinere Are BD entſtanden odet 
ein gedruckte fey. 





wenn zur Abkürzung - 


Es wird nun nach (Integralformel, 57. 50.) 
en — [öp sin® V. (c* cos? + b* sin®?) = 
vſow Ya +nw)=dbwyY(+nw) 


b 
+ — lg(va+aw) tan 


Da dies Integral für w = od. i. für 9 = it 
verſchwindet, fo fomme feine Eonftante hinzu, und 
man hat J 
Zu Ss —-tabwb Vo + mw) + 

abo , 
— log VG +mw’) + now) 

Hiervon ift das integral nach M und fo genommen, 
daß es für ) = 0 berfhwindee — 

S = Zabwu Y (1 + n’w:) 
abıb 
„r—keevüur® w’) + aw) 


1 


‚19 Dav taw) FHawSz Ta w)-on 
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et anen un. Vlataw)+nw 
aſo (VG +an’w’) How) Seeger. 
ſo iſ los (V (t-+n? w®) + nw) 
4... V G+n?w?) Hnw 
= 3 leg ——— 
© VGu+n®w*)—now 
um | 
S=abwp Y+n2w?) 
‚ieh | 2 
A Vhatwe te, 
an "VCıirn?w?’)—aw 
20. Kür die ganze zwifchen dem Kreife vom Halbe 
meer AO (dem Aequator in Bezug auf das Erdſphaͤroid) 
und dem ihm parallelen Kreife vom Halbmefjer LH — 
asınd enthaltene Zone Z ift W — 2, daher 
LZrabwy (1+ n?w?) 
wab, V (t+n®w?) +nw 
— "5a + n2w2) —aw 


auch iſt st. E 








Der zum Eofinus w gehörige Winfel © ift das Com⸗ 
plement desjenigen, den Di Sejour die verbefferte 
Vreite nenit. | 

nw 

21, ie 

| RE Varn®w?) 


a1—u2' ı—u? 


VYuı+n2w)= ! — Durch dieſe Sub⸗ 

n(1—u?) | 

——— mab u ı tu 

fitutionen wird © — — — * log —- =) 
(a? — b?) cosP? 

b? + (a? — b2) cosp2' 


= u, fo wird 


’ 2 








‚und w 





muy und wenn die 
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Abeiſſe OH auf der kleinen Are der erzeugenden Ellipſe 

vom Mittelpuncte O an genommen wieder x genannt 

EN x f (a? —b?)x? 
wir ! fo ift cos® = b’ a vu VEIT + (a? —b?)xt, 

22, Da — ZutW+uitwWte 


md —E— u+ just Jus+ zu’ tet 
— ee fo wird 


z="- +3W+3u +4wW+ el) 


23. Wenn b— a genommen toirb, fo vermanhelt 
fih das Sphaͤroid in eine Kugel vom Halbmefjer a, und 


es wirdn =o, u=o; aber- — 5 
= w, und bie von LA fin Kugeljone — 2raaw 
— zrax (Complanacıon, 2. I « ©.515.) | 


24. Fuͤr die halbe Oberfläche des gedruckten Spha 
reis it P = 0, alo w = ee 


a2, vVAı er wr) * nr und die ganjt 
Dberfiäge = — 
rabꝰ a+ (a2— b? 
ur Tan Bay 
u: now 
‚ 25» Da — Fur, (1 + n?w‘) 


— log tang (45° 43x), wenn mw = ung % 
— wird, ſo iſt die Flaͤche der eliptiſchen Zone 


22 — T (tangx .secxX -+ log tang, 45449) 
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26. Es iſt MAm (Fig. 33) die Hälfte einer Hy⸗ 
perbel, deren Mittelpunct C, halbe Zwerdare CA. 
Durch den Mittelpunet C ift DD fenfrecht._ auf CA, 
ne Hyperbel MAmı mache .eine volle Umdrehung um 

‚ fo enrftebt ein cnlinderartiger Köper, Wren’s 
= Parent 8 Cylindroid, deffen äußere Släche Hohl iſt. 
Man fucht die Oberfläche diefes Ki Rörpert, 


Wenn die Kbeiffen x vom Mittelpuncre Can auf 
ber DD genommen werben, und ein unbeftimmtes Stück 
dee Flaͤche, nämlich dasjenige, welches der Bogen 
AM s bey der Drehung befchreibe Z heißt, fo iſt 
— 


2 | | 2 
Nun ift y? — = z 4 bey alfoydy — — xox, 





axꝰ ox? (b4y2 — 
— —E 48 —— 
42 (fa? 2932 4 oe 
Ei, ((a er aan. — 
6b42 | 
_ az V ((a® + b2)x2 +bN) 
b?y 
Dadurch wird | | 
= 
32 = —— V (a? + be) x? + bi), 


a? +b2 
Get man Gier > J =w, und Ä n -—=n?,f 


0Z = araböwy (r + n? w?) | 
ao A amabfow V(ı pn?w2) 
10 das integral fo zu nehmen ift, daß es frw=o 
verſchwindet. Dieſes führt auf denfelben Ausdruck, wie 
in (19) fuͤr die fphäroiwifche Zone. Man fehe den Ars 
tilel Cylindroid. 





$ 
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27. Wird die Oberfläche des Tänglichten Sphaͤ⸗ 
roids verlangt, fo muß man, wöfern man nicht unter b 
‚in (18) die halbe größere Are der erzeugenden Elhpſe 
verfteben will, dafelbıt a und b gegenfeirig vertauſchen. 


‚Dadurch wird das bertige n? = . Will man 


b2 a8. 





2 


— F 
alfo - — * ne ſeten, wie es die Realitat bon n 


‚erfordert, fo kommt — n2 ſtatt ne in (1 9° ober ny—ı 

ſtatten, und es wird | 

Ss = zabwy V(r—n®w*)- = 

b | — 
+ logiya —n? w?) +nw.Y-ı) 

Da die togarıc.men unmoͤglicher Größen ſich auf mögliche 

Kreisbogen zurückführen laffen, indem 

log (cos v + Vv Ver sinv). _ 

‚wie fih leicht aus Goniometr. 155 — laßt, ſo 

wird, wenn man sin vnw nimmt, 

A a eh, — Aög, sinn 
Vaı 
und dadurch 


=4abwyyvG—n’wd)+ = Ang.innr 
. zabw V(i—n? w2) + = Ang. sin nw. 
98.1 Für die halbe Oberfläche des Sphäroibe iſ 


w=ı, Yı—n?’w®)= 7 alſo die Oberflaͤche dei 


ablangen Sphäroids — | 

2r42b Ang; än ve _b2) 

— i 

VG —b°) 

N ara®b An b 
- 7 @2—_b2) g.c08 — 
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29 Wenn b — a genommen wird, ſo iſt — 
In dem Ausdruce "2 Ang, sin nw wird alfo der 


erfte Faetor unendlich , — zweyte iſt o. Um den Werth 
des Products zu haben braucht man die Reihe fuͤr den 
Bogen aus dem Sinus. Da naͤmlich Ang. sin nw 


I 3 | 
znawtrzu®w 2 n?’ w3 + etc, fo if 
En Oo » > 


I 1 3 
Ang. {uw=w+zn w3+ — weg 


welches, fien=o, — w ift. Daher ift die Hähe e 


der von LA (Fig. 31) — Kugeljone = ra? w 
= 2rax, wie in (22). | 


30, Setzt mannw —sinc, fo wird in (27) 


ab ab 
Lu = — —— — 
n n 


= zab (sin 20 4 20) 
on 


>. 00s$ VY(aa— bb) xY(aa— bb) 
wo sınco — re — — ze 


31. Um die Oberflaͤchen des gedruckten und laͤng⸗ 
lichten Sphaͤroids mit einander zu vergleichen, ſetze man 
a2 b2—a?2e?, fo daß e-dre Excentricitaͤt der erjeus 
genden Eilipfe iſt, ſo wird die Oberfläche des gedrudien 
Sphaͤroids — 


— 6% 
2raa ‘ + —— log - — = ‚ die des ablangen, 
V e — 20) 


== amaa — 4 — 








Ang sin | ‚ jene 


verhaͤlt ſich alfo zu diefer wie (1 —e?) — 
[6: _— e?)2 


ı-e 
——— 


26 





— pe? 
= u (a es 
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AuB iſt. Wird dieſer alſo ZW genannt, fo daß W bas 
Gegmmt BADEB bezeichnet, fo ift 
I abe Poy  c+ Vle—berr) 
oW Zach > ——  _— log 
2 —— (e—b?Y?) & — 


Das Integral des zweyten Theils dieſer Formel 
laͤßt ſich durch keinen endlichen Ausdruck angebea. In 
dem Falle, wo a und C wenig bon einander verſchieden 
find, laßt es fih durch Naͤherung folgendergeftalt 
erhalten, 








Da | 
v. a* sin - a cos V — aroosıy? + c cos ⸗ 
c? — ar 
= 1 + — cos vp 
a i 
= ı +icoyt 
— — — 
wenn — i gemacht wird, fo wird 
ab? yo) c+ Ver—btrr) 





2 V (ce —b’ Y®) °5 Cm V (C’ — b: Y*) u: 
a(b?-+ b’jcosyt) on) — + V (c?-b?-b*icosW*) 
2 y (0 -b*-bricosip?) ° c-,Y (c-b°-bricosW‘)' 
Nimmt man nun = 
ab? a + V(e? —b?) 
av (e®—b2) ® c—ye—b?) 
fo wird | Y J 
a(b?.+ bꝛ ĩ cosy — c+V (c?-b2-b2 icos) 
av @r-be-bri.osp2) 8 Lyor-be-bricng) 
| = oy.f(b?,+ b?icos 2) 
alfo nach dem Taylorfchen Lehrfage 
ln. abay c+ V(@—b) 
wr "2V@-b) c—_ye—b) 








= fb%) 





x 
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+ f'(b’)b? icosyr ob + Z ft (bv) Brit cos O 
r! | 
+ ft). Bi ap + ee. 


wo f’ 9), f"(b%, fr (62) u. ſ. w. die ſucceſſiben 

°.,fib’) 9%. Fb) Di (by 
0. b ’ (be ’ br 
u. ſ. w., b* als a a genommen, ‚anzeigen, 


Hiernach wird 
bu e + V(e®—'b’) 
Er Ter en 


+fb).beifonbcosib: A - (by, bri’fonycos y# 


Tifferentialquotienten ——— 


— Cb). bs is / övcosY6 + 5 oo. 


wo bie. EUER Say cosvw’, fov cosy+ u. ſ. w. 
fo zu nehmen find, daß fie für v — o verfchwinden. 


34. Am die Oberfläche des Sphaͤroids zu haben, 
muß man Y — 2” ſetzen. Nun ift (Integralformel, 


114, 62) R 
AN t. 3. 5..... 25x — 1 
Od —— — — 
Pr 2,46... . 2, a 
wenn das Integral von Y = 0, bis V— dr genonte 
men wird, daber ijt die Oberfläche des Sphaͤroids — 
— b? 
:2# Jab — — log ——— 
—— — 
‚I 1.3. aA — 
TE TE (A) (b?), bir 
2X, = er a 2 a 
mt 3 3.5. 00 2A 
ol 1%, 2°, 3% 
Complerus der Glieder welche entffehen, wenn 
in dem unter dem Zeichen & jtehenden Ausdrucke A nach 
undnah — 1, 2, 3, 4... U, ſ. 10, gefegt wird, | 


— 


— %(b*), beaãa den ganzen 


400 Sphaͤroid. 
2uene[ (ion tin red 


— — - an r zu’ Eu + etc. ji zw 


ee. 
= ER Zn - nc.)ain 
+ 20 10 + Io : 3 
— In- In eic)si ' 
(7 112 * — 
+ 5 n? - etc inga 
44 | 


—— ec. ] 


| 27: Die Eorfficienten zu den Sinus der Vielfo 
chen von  laffen ſich auch durch aaa Ausdrücfe fol 
gendergeſtalt darftellen. 


Es ijt wenn zur Abkuͤrzung — bi —e?2 gefeßt 
wird F 
22 — oma‘ b2- d. sin w 
(a? —e? sinw2)2' 
Man feße noch sinw=u, fo ift 
32 =naratb?, 


Es ift (Opntegralformel, 21.) 


ou 


tor 


ou I u.a ou 
ee ha al Frarn 
(a?-e?u?2)? 2a? a?-e?u? 2a? a?-e 
Dadurch wird ſtatt u und * ihre Werthe wiederhet⸗ 
geſtellt 


832 — ma?b?2 x 
| | sin w ET. cos m Ow | 
a? — (a? —b?)sınw2 ' "a! — (a?— b®)sinw? 


— 
— 
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\ 


=arambe; | — 
Ze a? + b? + (a? a 
% coswdw. 
r a® i- b? 7 ‚a2 —b2) co8 2 w 
zma?b? sınw coswdw Y% 
= el +/ ren 
er ı + ncos2w» "1 + ncos2w 


1 
— — A — Bcos2w C cos 4w 
I + ncos2u 7 4 





Es fen 
— Dcos 6w + etc, 


fo wird 
28 
an —_ Asinw — Bcos2 wsinw 
a? -r b? 
+ Ccos4wusinw—Dcos6wsinw 
+ etc, 
+ [dw (Acosw — Bcos2w cosw 
+ C cos 4w cosw — D cos bw Cosw 
+ er | 
und 
_gratbe 
2Asinw— — C-+2B)sin3w 
R — + a2 + b2 ( a5 ı ? 


+ ZeD+ 3C) sin su— (8 +4D)sin7w 


‚+ ar. 
woldas Geſetz bes Fortgangs in dem EINSAMEN 
Factor klar ift, 

In dem Artikel Integralformel, 126. iſt bemerkt, 
daß | | 
BED ERSTER. — 
VCECTCAD) RVCGCNnA, 


DE — = 
ur, (a — b)? 








Man ſetze al 2 — — — b. i. — soder 

a—b ‚ 2m 

— =ım, fp wird. n = — V (t!= nn) 
rm? 1.4 m? 


Ferner ift nach den dort gefundenen —— 


————— —0)⸗ (a —— 


2C. 
am?A—=mB, — — B 6 +m)B- | 


B— m? B— mE, = _c —=(I +m?)C- | 


C=m?C=mD u few. Die EoefficientenB, C, 
D,B u. Rw, bilden- alfo eine geomerrifche Neihe mit 
dem Erponenten m, und e8 iſt ber erſte unter ihnen das 





sm fache des erſten Gliedes A in der für - =; — 
entwickelten — | | | 

1 2_p2 
F Da nun au Th ==n = mi 
abe. _ km)? ird nad 
a2 + b2 DIET rm'’ und es wird MM 


gehöriger Reduction 
2 2ra® (i Fl —-m(2+ m) einge 


1 


rom + am)sin su nt (4 + am) in7e 


— ar, 
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# . — ⸗ 
wo ſtatt rl z 2 ) auch geſetzt werden kann 


1m 

arab und das allgemeine Glied ber kingefchloffenen 
u L A , = 

Reihe ar, (— m) 046 Am) sın(2A+ı)e - 

it, o für die Stellenzapf des erften Gliedes genommen, 


Henrn bat diefen Ausdruck für eine ſphaͤroidiſche 
Zene gegeben. in dem Memoire sur la projection des 
cartes. geographiques adoptee au depöt general 
delaguerre, Paris 1810. | | 





F = b 
38: Exempel. Für Er er ugs it m= 


im 310 
I. 1239 1859 | 
—— — — mn — — u. ſ. w. 
Tr ad — 34 TE u. ſ. w. und 


, Z= ara? [0,99677419355 sinw 
% - — 0,001707439886sin 3w 
tr 0,00000156255 sin5w 
— 0,00000000240$in7w'- 


4 eic,] 


Für w — 90° erhält man hierang bie halbe 
Oberfläche des Sphaͤroids. Die ganie ıf — 4raz 
x 0,99785015736, überflimmig mit dem, ws man 
ad) (32) dafür finder. Diele Oberfläche iſt fo groß, als 
de einer Kugel vom Halbmeſſer a > 0,9989245. 


39. Ein andrer Parallelfreig habe die Breite oder 
en Abſtand w vom Äquator, dem Kreife vom Halbe 
fer CB (Fig. 33*), fo ilt die Zone zwiſchen dieſem 
'reife.und dem in dem Abſtande w, der Unterſchled der 
Verthe von Z für und w. Da sinwo‘ — sinw — 
SINE (w — w) cos J (w + w) iji, (Goniometrie, 28.), 
— in den Formeln für Z (36 und 37) nur. 
1 jegen | \ | 


B 
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denen und on demfefßen ihm mirgerfeilten Siäßen be⸗ 
kannt, in einem Briefe an Huygens, welcher f'inem Trac⸗ 
tat von der Cycloide angehängt ıfl, Wallisii OrR- 
Tum. L pa — et 55% 


Loxodromiſche Linie * einem Spharoide 
43. Es ſtelle Fig. 34. einen Sector auf der Ober⸗ 
flaͤche eines gedruckten Sphaͤrords vorz A fey der 
eine Pol; CB eitt Bogen des Äquators, oder des von 
der großen Are beichriebenen Kreilesr ; AMB und“ AND 
zwey ellipriihe Quadranten; CMm eine auf der Obers 
fläche, gesogene Eurvr, welche alle elliprifche Meridiane, 
mie wir die durch A laufenden Eilpfen Fueynenhen wols 
len, unter vemfelben Winkel ſchneidet. Es iſt eine Glei⸗ 
dung für diefe Curve zu finden, und zwar eine wifchen 
dem WB nfel, welchen der Meridian AMB mit einem ges 
gebenen AC macht und dem Winkel ver Durch einen 
Punet M gehenden Normale mit dem Äquator, das uf, 
der geographiſchen Vreite des Punctes M. 


un 


44. Die halbe groͤßere Yre ber befehreißenben Els 
‚lipfe ſey = a; die halbe kleinere — b; der Winfel der 
Normale in M mit der Ebene des Äquatars — w; der 
Winkel der beiden Meridiane oder der Quadranten 'AC, 
AB fen = 9, der Winkel, unter welchem die Curve jer 
den Meridian ſchneidet, oder CMB — a; ber elliptifche 
Bogen BM = s. Man lege durch M "eirfe mit dem 
Aquator parallele Ebene, welche die Kläche des Sectors 
ABD jwifchen den beiden Quadranten AB, AD in MN 
ſchneidet. Diefer Bögen MN iſt ein reisbogen, wel⸗ 
chen der Punct M bey der Drehung ber Ellipſe beſchreibt. 
Der Halbinefjer diefes, Bogens ift die auf die Drehungs⸗ 
are „fenfrechse ju M gehörige Ordinate, wie QM in Fig. 
33*, daher DN = BM ift. Die Eurve ſchneide den 
Duadranten AD in m, fo iſt Nm die zu der Veraͤnde⸗ 
rung des Winkels w gehörige Veränderung des Vogens 
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BM oder DN. Die Ordinate zu dem Puncte M, ſey 
—y, ſo iſt MN=yA9, un yo = tanga, ds, 
Nun ift er x in (35) war, alſo 
BE Ta? cosw 
F var cosw? + b? sin w?) 
‚ld? cosw .. 


Vv@:- Zug Br - b2)sinw2)’ 


2i 


! 


oder y = 





eo a: 
oder, wenn — = = e⸗ geſetzt —* 


| ö acosw 
ya mei 


. a(1—e?) dsinw | 
Os m ln 0 — ificafion, 2C 
cosw(I — eg? sın w2)3: — as 20.). 
Dadurch iſt A Eu a * Ber 
((— e?) — w 
DREHEN, 
cos w? (1 — e? sin w®) 
"Man feße sur Abkürzung sino— z, fo iſt 
(1—e2)9z 
(1— 22) (1 —e?z?) 
Diefe gebrochne Function werde in zwey, mit den 
Nennen 1 — 22 und ĩ — e? 22 zerlegt (Funetion, 9 


ſo iſt 


| oz eeda N 
— FÜGTE 
„PP *tansg ⸗ (- —2° met 2 
und daraus (epntegralformel, 12) 
| stange( Joe —- She re elog Ha). + c, 
das iſt | 


———— Eile te) R ui 


‚Pj—esinw 


59 = tang’a 





od = tanga, 











408 Sphaͤroid. 


cDie Conſtante iſt Null, wenn man bie lorodromi⸗ 
ſche Linie im Tauator bey € anfangen laͤßt. 





u.+sinw ri... f I 
45. Cs ne 5 = ung | 45 +2° )" 
J in Be S 1 ö 
und — — 
1 — esınw 9— ER 


r DER, 2 
+ : e3 sinws + ec. ) nad Logarithmus (57.), 
alſo — | * E 1.4 
| - t | 
O = tanga Ing:tang( 45° * — 
tanga (Ean--- * etoinas + tn) 
46. Sir die Kugel fte=o, und "i 


o6= rang a. log. tang (% 5 na =); wie ın 


dem Artikel, krumme Linien von gedoppelter Kruͤmmung, 
17. gefunden iſt. Der zweyte Theil von P giebt das 
ber die Abweichung diefes Winfeld von dem a ber 
auf der Kugel gefunden werden würde 


47: Die tänge der lorodromifchen Linie hängt 
von der Nectification der Ellipſe ab, Das Differens 


O 
tial Rn ift —. 


’ 48. Die lorodromifche Sinie auf einem Sphäs 
roid haben unterſucht: Murdoch, der dazu Tafeln 
berechnet hatz Walz in den Actis Ernd. Maj. 17415 
Mauperruis in den Mem. del’Acad. desSc. 1744. 
Calufo in den Mem. de Turin, pour 1788. 89. 
Vol. IV, 


49. Wie an einerh durch Umdrehung entftans 
denen Sphäroid der — der Kruͤmmung 
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an jedem Puncte eines Schnittes gefunden wirb, ift 
in dem Artıfel, Krümmungsfreis, 85. angegeben‘, daf. 
89. auch, wie der größte und Fleinfte Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſer in einem Puncte beſtimmt wird. 


Die kuͤrzeſte Linie auf einem Sphaͤroid zu 
finden, wird in dem Artikel, Variationsrechnung, 
gezeigt. | Ä 


Sphenifche Zahl ift ein. Product aus: drey 
ungleichen Zahl, eine veralterte Benennung. "Das grie— 
chiſche Wort aOyv bedeutet einen Keil. . 

Spinnenlinie ift.cine aus geraden und Frum« 
men Linien zufammengefegte Linie, die einige Ähnlich— 
keit mit einem Spinnengewebe hat. Albrecht Dürer 
zeigt ihre Eonftruction in feiner Unterweifung, der Meſ— 
fung mit dem Zirfel und Nichtiheid; aud Schwenter 
in jeiner Geometrie. Sie ijt ganz entbehrlich, und iſt 
Dazu Feine echt geometrifche Linie. | 


Spirale (Spiralis, Helix, Schneckenlinie) iſt 
eine. frumme Linie, welche in einer Ebene unendlich 
viele, fih immer vergrößerude Almläufe um einen fe⸗ 
ſten Punct macht, es ſey daß ſie in dieſem ihren An— 
fang nimmt, oder dieſem ſich in unendlich vielen, ſich 
immer verengernden, Limläufen immer mehr naͤhert. 


Spoiralen koͤnnen auch auf einer Kegelflaͤche oder 
der Fläche eines Konoids beſchrieben werden, wo der 
Scheitelpunct der fire Puner iſt. Auch aut Kugelflaͤ— 
chen und Sphaͤroiden laſſen ſich Spiralen ziehen, wo 
aber der Abſtand von dem Pole des Koͤrpers oder von 
deſſen Mittelpuncte befchränfe if. 


Man beſchreibe mit einem willkuͤrlichen Halbmeſ—⸗ 
ſer einen Kreis, und nehme auf dieſem von einem 
Puncte aus Bogen, welche quch den ganzen Umfang 
unbeſtimmt oft enthalten mögen, als Abſciſſen für eine 
krumme Linie an. Auf die durch den andern, veraͤn⸗ 
derlichen Endpunct aus dem Mittelpuncte gezogenen ges 


/ 


— 
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raden frage man die nach irgend einem Geſetze aus je: 
nen. beſtimmten Ord naten, fo wird die Beſchaffenheit 
der Epirale durdy die. Gleichung zwifchen dieſen Coor—⸗ 
Dinaren dargeftellt, auf diefelbe Art wie- für. geradlinige 
Abſciſſen und die darauf unter einem gewiſſen Winfel 
geſetzten Dfdinaten. Solchergeſtalt Taffen fich alle ana: 
ihtiſche Linien, welche aus Gleichungen zwiſchen gerads 
linigen Coordinaten verzeichnet werden, umbilden, we 
durch bisweilen. fonderbare Geſtalten entſtehen mögen, 
Allein für Spiralen iſt die Einfhränfung zu machen, 
daß zu jeder Abſciſſe nur eine einzige Ordinate gehörg, 
mit der nähern Beſtimmung, daß für unendlich Kar 
Abfeiffen eine mögliche Ordinate, fen fie auch unendlich 
Hein, Statt babe. Daher haben die Gleichungen für 
Spiralen die Korn, ax by, ober at — by?, um 
allgemeiner, ax" — by", wo a und b gegebene rk 
Gen von den gehörigen Dimenfionen bedeuten; ferne 
aa xy; und die beionders merfwürdige, ea 'y. 


Man kann, au die Ordinaren bon. dem Kreids 
umfange aus, es fey von dem Mirtelpuncte ab hinaus 
waͤrts, oder nach demfelben Kinwärts nehmen. Doh 
iſt das erfiere Verfahren bey weitem das’ gewoͤhnlichffe. 


Anſtatt der Kreisbogen werden in der folgenden 
Abhandlung die zugehörigen Winfel, das iſt, die Quo⸗ 
sienten des Bogens duch den Halbmeſſer, gebraudt 
werden, oder, wenn die $inien als Zahlen in Bejie— 
hung auf eine Einheit gedacht. werden ‚der zur Abſtiſ⸗ 
fenlinie genommene Kreis hat zum Halbmcſſer die Eins 
heit. — Übrigens verdient diefe Gattung von Frum 
men Sinien, wegen ihrer Eigenfchaften umd der An 
wendungen der Analyfis, eine etwas ausführliche Dr 
Handlung. | | Ms 


Die arhimebifhe Spirale 


» ° 3 Die einfahite Spirale wird auf folgende 
Art. gezeichnet... Es iſt APBQA (Fig. 35.) ein 


Spirale, eo 


Kreis mit dem Halbmeſſer CA - befchrieben. Indem 
diefer um den unbewegten Mirtelpunct C -iherume 
geführt wird, bewege ſich auf demſelben ein Punck : 
von C aus. nah dem Almfange hin, fo daß die 
beſchriebenen Wege immer den von dem Halbmeſſer 
befchriebenen Winfeln - proportional feyn, und daß 
berielbe in die Peripherie in A treffe, wenn der Halb: 
mejler CA feinen ganzen Umlauf vollendet har, Lim 
alſo einen Punct dieſer Spirale, M, auf dem Halbmeſſer vP 
anzugeben, ſuche man die vierte Proportionale zu dem 
Umfange, dem Bogen AP, und dem Halbmefler CP. 


Nach dem erſten Umlaufe muß der Halbmeffer ims 
mer mehrere machen, indem ber die Spirale befchreibende 
Punct auf jenem, fa wie, bey dem erſten Umlaufe, forts 
tut, daß die Wege den befshriebenen Winkeln pros 
gortional find. Go iſt AND der zmwenre Llinlauf nad 
dem erſten CMA, und ein Punct N defjelben wird ger 
funden, wenn man zu den Kreisumfange, der Summe 
des Ilmfanges und des Bogens AP, und zu AC de 
vierte Proporfionale CN fucht, welche auf dem vers, 
längerten Halbmeſſer CP des Kreifes APBA nah N 
hin getragen wird, — J 


"Eonon, ein Zeitgenoſſe des Archimedes, der ihn 
fehr rühme, hat dieſe Spirale erdacht, allein Archi⸗— 
medes hat ihre Figenichaften erforfcht. Seine Schrift 
über diefe Curve gehört unter die ſcharfſinnigſten des 
Alterthums. Er quadrirte den Klächenraum zwifchen 
zwey Radiis der Spirale. Er bat gezeigt, wie groß 
die Eubrangente an derfelben ıft, das ift diejenige 
Yänge, welche auf der, in dem Anfangepuncte der Spi⸗ 
tale auf dens Radius Vector fenfrecht gezogenen, von 
der berührenden abgefchnitten wird. Dieſes Letztere bes ' 
fonders erregte die Dewunderung der Geometer vor der 
Erfindung der neuen Analyfis. Bouillaud (Bulli- 
aldus), der felbft über die Gpirallimien eine Schrift 
(Barıs, 1658) herausgegeben hat, geiteht in der. Vors 
rede, daß er mit aller Anſtrengung den Beweis des 
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Archimedes von bem Verhäleniſſe ber Subtangente zu 
dem Kreisumfange nicht völlig gefaßt habe, und unbe 
friedige "geblieben fey.. In der That fcheint dabey eine 
Schwierigkeit zu fepn, da Archimedes ein paarmahl 
“etwas als möglich annimmt, wo er, wie es fonft 
gewoͤhnlich ift, harte zeigen follen, wie Die gegebene Li⸗ 
nie zwiſchen dem Kreife und einer geraden zu legen il, 
Don Bouillaud ſagt Montuͤcla, daß feine Beweiſe, 
Die einfacher ſeyn ſollten als die von Archimedes gege 
benen, febr verworren und ſchwerer als diefe find, (Hi 
-stoire des -Mathemätiques, T. 1. p. 226.). Die 
Analyſis ver Meuern — an der one — 
ſehr leicht. — 


Die Alten gebrauchten dieſe Spirale als ein 
geometriſches Mittel, einen Winkel oder Kreisbogen 
nach einem gegebenen Verhaͤltniſſe einzutheilen. Pap- 
pus in Collect, mathem. L. IV. prop. 35. Da bie 
Spirale nicht durch eine zufammenhangende Bewegung 
befchrieben werden kann, fondern nur durd) eine Folge 
einzelner Puncte angegeben wird, fo ift biefe Auflöfung 
unvollkommen, nur eine praftifche. 


Es fiy der Radius des angenommenen Kris 
ſes Ac— — ä; der. Radius der Spirale CM = y; ber 
befchriebene Winkel ACM = 9, und vier Rechte Sar, 
wo 2 und 9 auch als der Kreisumfang. und, ein Kreids 
bogen für. einen Halbmefjer — ı angefehen werden füns 
nen. Es ift nun a:yz 2m:0Q, und die Gleichung 
‚für die achimedifche Spirale, aß = any. De 
‚Winkl 9 kann vier — oder 27 ua oft 
„enthalten. 


3, Mit jedem: — nimmt ber Radius Des 
tor, wenn er — in dieſelbe Lage gekommen iſt, um 
die Jänge"a Denn es feyn y und y’ zwey Nabii, 
"von welchen * einen Umlauf mehr gemacht bat, als 
Y, ſo it ap 2ry um a(ar +9) = = asy', alſo 
27a 2y— yY), das iſt, a Sy— 


\ 

4 Die Sleihung für diefe Spirale ift diefelbe 
wie für die gerade finie, ax — y, (Liniegerade, 13.), 
wenn bey dieſer die Abfciffen von ihrem Durchſchnitte 
mit der Abfeiffenlinie an genommen werden, In jener 


find die Kreisbogen a9 und der Quorient — ‚, kon 
Ä 2 


die Abfeiffen x und der Eoefficient a in dieſer. — 
So wie die Eoordinaten, x, y, auch negativ genoms 
men werben, für den Theil der geraden Linie, der auf der 
enrgegengefegten Seite der Abfeiffenlinie liege, fo muß 
auch bey der Spirale der Winfel O neaativ, d. i. ın 
der Nichtung von A nah Q hin, genommen werden, 
wodurch der Radius y negatıv wird, oder eine der für 
‚ pofitive y enfgegengefeßte Lage erhält, und von C aus, 
in einer umgefehrten Lage, diefelbe Spirale entſteht. 
Diefe Hälfte der vollftändigen Spirale fcheint man 
nicht beachree zu haben. Keine Erumme Linie hat eis 
nen beftimmten Punct, bey dem fie fi) anfinge oder. 
endigte, = 


5. Es wahfe y um das Stuͤck Ay, und der zus 
gehörige Winfel © um AO, fo ift yAP = HAy, 
Aus den Gleichungen für die Spirale, aP = 2ry, 
und a9 + AQ) = 2r(y + Ay), folgt aAP—2r7Ay, 
und durdy Divifion der Glieder diefer und der erſten, 


AO‘ Ay 
=. se — das iſt ya0 = OAy, 


6. Auf diefelde Art wird die Differentialgleis 
dung für die Spirale erhalten, nämlich yo — YOy. 
Diefe kommt mit der Gleichung für die endlichen Diffe 
tenzen ter Koordinaten gänzlich überein. Es ift auch 
add = aray. 


7. In M feyg MT die berührende, welche vie 
in dein Anfangspunete der Spirale C auf’den Radius 
CM fenfrechte CT in T fehneidet; es iſt tang CMT 
= 9,und die Subtangente CT = Py, dem mie 
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CM als Radins innerhalb des Winkels 40M bef krie⸗ 
benen K reisbogen. — Denn es iſt tang cMT 


-Z = Cberührende Linie, 27.), daB ift, aus (5), 


tans u — 9. Die trigonometriſchen Sinien bes 
‚ziehen fich, als bloße Zahlen, auf die Einheit als Halbe 
meffer, wie die Kreistogen. Die Länge CT ſelbſt if 
— Oy, wo y em linearifcher Radius in der pe 
rale it, 


8 Auch iECT= . 


H9. Mach dem erſten Umlaufe in A iſt die Sub⸗ 
tangente — ı. 2ma; nach dem zweyten in D= 
4. 2ra; nach dem dritten — 9, ara; nad) dem biets 
ten = 16, 2ra, u. ſ. w. | 


100. Die Rlädie eines‘ ſpiraliſchen Ge: 
tors LCN, zwiſchen den Nadiis z und y, ee 35.) 


A =—- I 23). 


Der Sector LCN fen — Z, mb CL = z; 
 cNzy. Es iſt, (Quadratur, 11.), an einer Curve, 
welche durch Ordinaten oder Radios y aus einem 
Puncte, und die Wirkel B derfelben mit einer geger 
benen Ordinate ,„ beftimmt wird, das Differential eıned 
Sectors — 3 yyd®. Da in der Spirale, wenn e 
größer als vier Rechte wird, die innern Sectoren in 
den folgenden Umlaͤufen wiederholt werden, fo müjlen 
wir die Winfel der beiden Radiorum "Fleiner als vier 
Mechte nehmen, oder ihn O. — w ſetzen, wo w .de 
zu Anem gegebenen, doch wıillfürlicken, Radius z ge 
börige Winfel in der Epirale ift, fo daß au = 272 
it, wıe ap = 2ry. Übrigens mögen 9 und = ge 
gen bier Rechte jedes Verhaͤltniß haben. — In der 

Differentialgleichung, 24400, feße man nun 
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für 89 deſſen Werth, = dy, pi 22 — ” y 


nn ı ry? 1 7 — 
— — — C — — — 52 z3 
Daraus iſt Z ee. + er (y3- z3), 
welhes mit y = z,anfängt, wie angenommen wird; 
11. Day—23=(y—2) (2 + y2 +22) if, 


2=3(d—o)(y?+y2 + 2°) 
= 3(P—w) (332 + Y—2z)2). 
12. Der Kreisſector mit dem Halbmeſſer y 
innerhalb des Winkels 0 — « beſchrieben, iſt — 
20 — ) v⸗. Der ſpiraliſche Sector verhaͤlt ſich zu 
dieſem Kreisſector wie yz + I( -2)232. Archime⸗ 
des im 26. Gase a = Ä 


13. Dan fee wo, fo wie z=o, und 
nehme © Fleiner als vier Mechte, fo ift in dem erften 
Umlaufe die fpiralifhe Fläche — 4 Hy? — dem drits 
ten Theile des Kreisfertors mie dem Radius y für. den 
Winkel ©, | | 

14. Die Slähe des erften Almlaufes ift — 
$.2raa — 4 aa, das ift dem dritten Theile des mie 
dem Halbmeffer a befchricbenen Kreifes, Archimedes 
im 24. Gate, | 


— 15. Durch die nach dem erfien Umlaufe des 
Nadins folgenden Almläufe entitehen ringförmige Flaͤ— 
hen. Ein Sector eines ſolchen Ringes zwifchen zwey 
naͤchſten Umlaͤufen, wie KLMN in dem erften, ift 
=r(y—z)(y+ 2 — a) wo yund z Die aus dem 
Mirtelpuncte durch die Endpuncte des Sectors gejos 
genen Radii, CN, CL, ſind. | 


ſo iſt 


Den es iſt der Secetor LEN = X. — (5 — 23) 
(10). Eben fo ift der Sector KLM in dem mächjt vorhers 
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gehenden Umfaufe FJ. 6 a) —- — ae) 


da hier die Radii von jenen um a unterſchieden ſind 
(2). Der Linterfchied :beider Geeforen iſt ber Sec—⸗ 
tor des Minges —= (y — 2* — ay + az) — 
a(y—z)ytrz—a). | 


16. Die Ninsflähe gehöre zu dem nfen Um⸗ 
laufe, und e8 ſey z — (n — ı)a, oder der Sector 
fange mit dem Limlaufe-an, ſo iſt der Sector des 
Ringes = r(y(y— 4) —(n— ı) (n— 2)aa). 


- 47 Die Släche des ganzen Ringes, zreifchen 
dem (n — ı)ten und nten Umlaufe, und den beiden 
geraden a, jwifchen den Endpuncten des (n —.v)ten 
und nen Umlaufes, iſt = 2(n— ı)raa. Für den 
erjten Ring ift n—2, Archimedes, 27. Gas. 


! 18. Die ganze ‚fpiralifche Flaͤche, welche die 
bey dem erſten Umlaufe befchriebene " ($ aa), und 
(n— ı) Nınge enthält, iſt — Jraa + 2raa + gras 
+....+2(n—ı)Jmazyraa + (m—ı)nraa, . 


19. In der Formel (10) für einen jeden fpiralifchen 
| Sector ECN=}3. — (yF— z°), fege man y=na, 


und z—= (n—ı)a, fo erhält man die Fläche zwiſchen 
dem nten Umlaufe und der geraden a zwiſchen dem 
Endpuncten dieſes Umlaufes = (nn —n + zZ) aa, 
wie in (18). Diefe begreift naͤmlich die Flaͤche des 
erften Umlaufs nebft (n — 1) Ningen. Archimedes, 
25. Gab. | 


20, Es fen LCN (Fig. 35.) ein Sector der 
Spirale in irgend einem Lmlaufe, mit einem Winfel 
unter vier Mechren am Mittelpuncte. DieRadii ON, CL 
feyn y, 2; die zugehörigen Winfel @, @. Die Feache 
des Sectors iſt — 3 (0 — u) (yy+y=z + zz) 
bermöge (11), 

Ein 
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- Ein Kreisſeetor mit dem Radius y innerhalb des 
Winkels 0 — w beichrieben iſt = I ( — w)y°; mit 
dem Radius z ift der Kreisſector u 31(0 — «) 2.. 
Die Unterſchiede dieſer Kreisſectoren von dem fpiralis 
fhen verhalten fih wie ay+- z:y-+ 2z, weil ihre 
Werthe den gememfchaftlichen Factor y— z haben, 
oder wie z + 3 y—2): 2 + 4(y—z). Auf die 
legte Art giebt Archimedes das Verhaͤltniß an, im 
28. Gage, | e 


21. Die Nectifieation ber archimedifchen 
Spirale wird durch diefelbe Sormel bewerfftelligt, wie 
für die Parabel, Die Gleichung für jene it ap = army; 
ihre Differentialgleihung iſt ap = aroy. Der Bos 
gen der Spirale, von dem Mirtelpuncte an, fen =$5 
ſo it 98 — VG: 09 + Es (Rectification, 5b.), 


das iſt 2 m Ye; 1), oder aud 


= — ey (9° + 1). Der Parameter einer Pas 


rabel ae — p, ifre Sleihung, px = yy, ber zu 
den Eoprdinaten gehörige Bogen vom Scheitel an 


=s, fo ift 98 = verT Nav (+ 2). 


Dan nehme p = =. d. i. der vierten Proportionale 


zu dem halben —— eines Kreiſes, deſſen Halb⸗ 
meſſer und zu a, ſo iſt der paraboliſche Bogen dem 
ſpiraliſchen gleich, wenn die Ordinaten y an beiden 
Ainien gleich find. 


Eine zweyte Differentialformel für bie Parabel 
if, = Br y (ı + ) für die -— 05 = 


95 
ve +5). Set man =, =, fo iſt 
—* 
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2dx, 1650 
99p= — ‚und = 





adz ._ 
— —. —, Nimmt man 
"pp, 


p=— 7 wie vorher, f wird ber fpiralifche Bogen 


dem eboliſchen gleich. — Die Orneegrale beider 
Kormeln find in dem- Artikel, —— 31. 3% 


angegeben. 


Fermats Spirale 


22. Anſtatt die Radios der Spirale den bes 
fhriebenen Winfeln proportional zu nehmen, fann man 
fie auch wie Potenzen oder Wurzeln der den Winfeln 
gleichmäßigen Zahlen ſich verbalten laſſen. Fermat 
bat eime folche betrachtet, ‚worin die Winfel füch wie 
Die Duadrate der Radiorum verhalten. Ihre Gleis 
hung iſt, 9 — 2ry*. Die Differentialgleihung 
iſt, a9 = 4ryOy. 

23. Die Quadrate der Radiorum gleichfoͤr⸗ 
mig zu, wenn die Winkel gleichfoͤrmig wachſen, die Radii 
ſelbſtimmer weniger. Z. B. wenn die Werthe von y? find 
10; 20; 303 403 50, u. ſ. f find die von y folgende: 
3), 16.54 27+.+5 57 477 ».35 6 ı 32.5 7, 07... Die 
fpiralifchen Ringe verengerm fich immer meht. Mit jedem 
Amlaufe, in jeder Lage, nimmt das Quadrat des Ra— 
dius um aa zu. 


24. Die innerite von dem Mittelpuncte auf, 
in dem erften Umlaufe, befchriebene muſchelfoͤrmige 
Släche it = Zraa, halb fo groß als die Kreisfläde 


mic dem Halvumefler a. | 
Denn es fen ein unbeflimmter- Sertor — Z, fo 
iſt 022 —= Fyy09 = * 989, und Z = = 


#Py*, wenn bie — im Mittelpuncte — Fuͤr 
den erſten Umlauf iſt O = 27, und die Area = I maa, 
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25, Der Sector einer ringförmigen Flaͤche zwi⸗ 
fchen den Bogen zweyer nächiten Umlaͤufe, innerhalb, 
des Centriwinkels OP —w, it — IO —w)aa, fo groß 
als ein Kreißfector mit dem Radius a für —— 
Winkel -æ6. 


Ein ſolcher Sector. ift ber Unterſchied smenee 
Gectoren der Spirale, Z, Z’, deren begränzende Mas 
dii zu den Winfeln © und w in dem größern Sector, 
und zu den Winkeln © — 27 und w— 2 ın' dem 
fleinern oder dem innern gehören. wie KLNM in Fig. 
35. bon den Gertoren LCN, gg! Re it 62 — 


— 029 (wie iR 24.), daraus Z = (02 — w*), da 
7 
ber Gector für den Winkel» anfaͤngt. Eben fo iſt 


ze = = (0 —2r7)* -— 2m! = 


— (DI — u? — 4r® + arw) Solid Z— Z' = 
gaa (P-w). 
Dber: Es iſt = — "989, und oz — 


nn - (9 _ 27) 00. Der —* beider Diffentae 


— — 2729, ift das Differential des Sectors 


ber ringfoͤrmigen Flaͤche, welcher alſo iſt 4 Oaa — 
Const. — 3 (P — uw) aa, da der Sector mit dem 
Winkel w anfängt. 

Auch ift der Sector eines Ringes = m(yy— zz), 
wenn y und z die Radii der Spirale zu den Wine 
feln © ünd w find. 

Zu. gleichen Eentriwinfeln gehören gleich große, 
Sectoren der Ninge, in allen Ringen fo groß .als ein. 
Kreisfector zu demſelben Winkel mit dem Radius a, 
Man erinnere fih, daß © und w Kreisbogen bedeuten, 
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deren Halbmefler bie Einheit ift, daher a und au 
‚ Keeisbogen mit dem Halbmeffer a. 


95, Die Flaͤche eines jeden ganzen Ringes bie: 
fer Spirale iſt — raa. Denn für einen ganzen Ning 
it Oo — wo Ar. Eine folhe Ringflaͤche ift fo groß 
als die Kläche eines mit dem Halbmeſſer a beſchriebe⸗ 
nen Kreiſes. Pe j | 
27. Die Flächenräuine dieſer Spirale zwiſchen 
den naͤchſten Almläufen, bon dem Radius a an, nehmen 
Hleichförmig zu, wenn bie zugehörinen Winkel am 
Mirrelpunere gleichförmig zunehmen, Diefes wird durd 
die (23) bemerkte Verengerung der Ringe begreifih, 


Vergleichung ber arhimedifhen Spirale 
mit der Parabel, 
| 28. Zwey gerade Linien Aa, Bb (Fig. 36.) 
find der Lage nach gegeben, ihr Durchſchnitt iſt C. 
Parallel mit Bb werde eine gerade Mm von A aus 
bewegt, da zugleidy eine andere gerade An von AC 
aus um den Punct A gedreht wird. Jene fen in 
Mm, wenn bdiefe in An if. Das Verhaͤltniß ber 
"bon jener auf AC und bet von diefer auf CB befcrie 
benen Wege, AL:CN,-fey ein gegebenes, AC: CD. 
Der Ort des Ducchfchnittspunctes beider, P, ift eine 
Darabeh a 
Denn es ift, zufolge der Annahme, AL: CN = 
AC:CD, oder AL:AC = CN: CD, und wegen 
der fich parallelen, ML, BC, it AL: AC=LP:CN; 
alfo durch Zufammenfesung ber Verhältniffe, AL*:AC! 
==LP:CD. Die !ängen LP verhalten ſich alfo wie 
die Quadrate der zugehörigen AL. Diefes ift eine 
Eigenfchaft der Parabel, an welcher Bb die Are oder 
derfelben parallel ift, und AC bie in A berührende 
(Parabel, 25... Der Punct D gehört zu der Par 
‚vabel, da LP. der CD’ gleich ift, wenn AL ber AC 
gleich genommen wird. 
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Die Sängen (oder Abſciſſen) AL find auch nes 
gativ (in einer enfgegengefegten Richtung)” zu nehmen, 
wobey die Längen (oder Drdinaten) LP pofitiv bleis 
ben, ober ihre Nichrung (herabwaͤrts) behalten. 


Diefe Erzeugung der Parabel iſt der Entſtehungs⸗ 
art "der Archimedifhen Spirale aͤhnlich. Anitart des 
Kreifes iſt Hier eine gerade Linie Bb, und ftatt des 
Punctes, der dort guf, der fich drehenden geraden fort 
tücft, bier eine gerade Linie, die ſich einer gegebenen: 
parallel bewegt, Das Verhältniß der gleichzeitigen 
Bewegungen ift beiderfeits ein gegebenes. An der Par _ 
rabel ift die Drehung ungleichförmig, für die Spirale 
gleichfoͤmig. 


Sollte das Verhaͤltniß AP: CN ein gegebenes 
ſeyn, fo wäre der Dre des Punctes P eine Linie vom 
bierten Grade. a 5 Un 


* 
29. Ein paraboliſches Segment APA (Fig. 36.) 
verhält fich wie der Cubus der zu P gehörigen Abſeiſſe 
AL, auf der in A berührenden AC. | 


Es fen BD die Are und AB barauf ſenkrecht. 
Die in A berüßrende AC fchneidet.auf der Bb ein Stüd 
BC = 2BD ab. Wan feige BD=a; AB=b; 
AC=c5AL=t; LP=u. Die Matur der Pas 
rabel giebt a: — co*:r?, oder die Gleichung at’ = c’u. 
Der parabolifhe Slächenraum ALP ſey Z, fo. if 
92 = uöt. sinC, da hier die Coordinaten den Winfel 
C mit einander machen. (Quadratur. 1o.). In dies . 
fer Formel fege man für u feinen Werth durch t, fo 

asinC asinG 
kird 9Z — 


or, und daraus ZZ 1’, - 








c* 30° 


Das geradlinige Dreyeck ALP ift = $ tu.sinC, da 
die Höhe deſſelben —= LP. sinC ift, wenn AL zur 
Örundlinie genommen wird, d. i. es iſt JALP = 
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asinC. 1. 


2, ‚Daher J das parabolifche Segment APA= 
asin u 
— 
60° .. | | 
30. Die Orbiharfe LP verlängert treffe bie AB 
inM, ſo iſt AM=#tsinC; aud it AB=b==csinG, 
Multiplitirt man in dem Werthe des: Segments Zäpe 


‚ ler und Denner dur (sin E)*, fo erhält man durch 
dieſe Subſtitutionen, AM= zZ 2 gefeßt, das Segment 


| APA = = 








, 5% Eine andere Chorde ſey AS: Die aus S 
auf die Chorde ABE fenfrechte SR fchneide auf ders 
felben das Stuͤck AR= = Er ab, fo ift das paraboliſche 


Segment ADSA — — —y, “ 


| 32. Shinberparatatige@enm Pas — 
naͤmlich als der — der beiden — — 
Man bemerke, daß — ber Parameter ber Parabel iſt. 

33. Dieſe Forum eines Ser an ber Parabel 
ift mit der für einen ſpiraliſchen (10) — 
Der Parameter der Parabel iſt was an der Spi⸗ 
tale iſt. Die Abfeiffen AM, AR zu * Endpuneten 


des paraboliſchen Sectors treten an die Stelle der be⸗ 
graͤnzenden Radiorum in der Spirale. | 


34. Durh den GSceitelpunet -D ber Parabel 
und einen Punct S ziehe man die Chorde DS, und 
durch S die fenfrechte 80 auf die Are, fo iſt das Seg⸗ 
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ment uͤber der Chorde = .- sos” Der Parameter 


| pe Ä 
ber Parabel ſey p = 7 ſo iſt pxDQ = QS®, 
alfo das Segment = 3 DE KO ADROS. 

35. In dem eriten Umlaufe der Spirale, von 


dem Anfangepunete bis zu dem Radius y fuͤr den Wins 
fel 9 ift die Area’ = ZQyy: Diefes ſtimmt mit dem 


Ausdrucke fir das parabolifche Segment überein, wenn 


fact des Bogens Py die Abſciſſe DO, und ſtatt des 
Radius y die Ordinate’ QS genommen wird, Das 
Dteyeck DQS kommt ſtatt des Kreisfectord. | 


Dieſes und’ die in (21) bemerfre Übereinftimmung 


in den Ausdrücken für die Länge der Bogen der Archi⸗ 


medifhen Spirale und der Parabel werden bie wich⸗ 
tigſten Stücke‘ bey ihrer analytiſchen Vergleichung 
ausmachen: Bl ee ee | 
Gregorius von St. Vincent hat die Ana⸗ 
logie zwiſchen beiden Linien. umftändlich ausgeführt in 
einer befondern. Abhandlung: Spiralis et, Parabolae 
symbolizatio, in dem Opere geometrico, p. 664 
— 702. Die Verworrenheit des Vortrags und der 
Figuren ermüder bald. Cavaleri gebraucht in feiner 
Geometria indivisibilium L. VI. die Verdleichung 
der Parabel mit der Spirale zu den Quadraturen an 
der legten. Es wird aber auch dazu nicht wenig Ger 
duld gehören. Gregorius fcheint zuerft auf dieſe Vers 
gleihung gekommen zu ſeyn. Tin Der Vorrede zu jes 
ner Abhandlung fagt er, daß er fie im Jahre 1625 
dem P. Grienberger mitgetheilt habe, um ihm das 
duch zu zeigen, wie Achimedes auf die fo ſchwer 
ju entdeckende Gleichheit der: zu. Dem Endpüncte des ers 
ſten Umlaufes gehörigen Subtangente und des Kreiss 
umfanges gefommen ſeyn möge. ‚„ Sein Ordensgenoſſe 
fand aber die Entdeckung fo fhön, daß er behauptere, 
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Archimedes würbe fie nicht zuruͤckgehalten haben, wenn 
er darauf gerathen waͤre. Gregorius I legt einen 
großen Werth darauf. 


Brendel, ehedem Profeſſor der Medicin in 
Goͤttingen, hat 1741 zu ſeinen mathematiſchen Vor⸗ 
leſungen ein Programm geſchrieben: de analogia 1i- 
neae spiralis et parabolae, welches auch wegen der 
darin eriwiefenen Eigenſchaften der. Parabel lehrreich 
A Einiger Abkuͤrzungen oder Verfeinerungen möchs 
ten bie Beweiſe inzwifchen noch bedürfen... Das dritte 
Theorem ift für die Parabel unrichtig, da am Ende 
der mühfamen Dergleihungen eine ſehr uͤbereilte Fol⸗ 
gerung gemacht iſt. 


Die Übereinſtimmung der ſpiraliſchen Bogen mit 
den parabolifhen haben Noberval und Hobbes ges 
funden. Beide haben ſich die Eutdeckung ſtreitig ge- 
macht, wie Wallis erzäßlt, Opp. T. L p. 560. Er 
giebt einen Beweis des Gates (21), der darauf bes 
ruht, daß die Chorden an der Epirale denen an der 
. Parabel unendlidy nahe kommen. 


Logarithmiſche Spirale, 


36. Die Radii einer Curve feyn geometrifch 
proportional, wenn die: zugehörigen Winkel, von einen 
gegebenen. Radius am genommen, arithmetiſch propors 
tional find, fo heißt die Eurve eine. logarithmiſche 
Spirale. Sie heißt bisweilen Loxodromica plana, 
ſ. unten (71). | 


Es fen nämlich an biefer Spirale (Fig. 37.) € 
ber Mirtelpunet, aus welchem die zunehmenden Radii, 
CA, CP, CQ, CR,CS, u. f. gezogen find, unter 
den fich gleichen Winfeln, ACP, BCQ, QCR, RCS; 

u. f. fo find AC:CP:CQ:CR:CS u. f. in geome⸗ 
erifcher Progreffion, fo weit man die Reihe der 
** Winkel, auch nach vollendeten einem oder meh⸗ 

rern Umlaͤufen des Radius um C, fortſetzt. — Die 


F 
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Reihe der Winfel und ber Radiorum kann auch ruͤckwaͤrte 
genommen werden, woben die Curve unendlich viele Um⸗ 
läufe-um C macht,. da die Glieder-einer abuehmenden 
geometrifchen Reihe nicht Mull werden koͤnnen. I 


37. Es fen die Anfangsordinate CA=a, det 
Erponent der geometrifchen Progreffion — e, alfo die 
a : ea: eta: eꝰa: eſa ...exa .... — 

Die arithmetiſche Reihe der zugehörigen Winkel ſey 
0,0, 20, 30, 40 ... xõ ... | 
Der Radius CM, welcher mit dem Anfangsradius CA 
den Winfel xd — O macht, worin auch mehrere Limläufe 
enthalten feyn moͤgen, werde durch y bezeichnet, fo iſt 


ea y, oder e* = = Nun iſt x log e = log * 


Durch die Einſchaltung in den beiden zu einander ge⸗ 
ordneten Reihen kann © zu Ö jedes Verhaͤltniß bekom⸗ 
men. — Die Logarithmen koͤnnen aus jedem Syſtem 
genommen werden, da die Logarithmen derſelben Zahl in 
vetſchiedenen Syſtemen ſich wie bie Moduli der Syſteme 


(logarithmus, 11.) das if, ieg⸗ * log 


verhalten. (Logarithmus, 27). 

38. Der Radius CB liege mit CA in gerader 
Linie, und ſey =b,fo if = loge = log. Aus dies 
fer Gleichung und der vorhergehenden folge die bei uemere 
Gleichung für die logarithmiſche Spirale, * . 
| *T log(b:a) 

I t, e . 
Zur Abkuͤrzung oe ben) =m, ſo iſt 


P==.m log (y a), — Man nehme in der & | 
dem Werthe von m ben Marien Fre i 


a6 Spirale, 


(6B a) fo wie den von (y:a)ı und. jebein — Ver⸗ 
Halt fe 

“ Diefe Foem · der Gleichung bringt mit ſich, daß die 
— y wie die poſitiven Winkel 9 zunehmen, da 

ein poſitiver Logarithme zu einer Zahl gehoͤrt, die groͤßer 
als die Einheit iſt. Rehmen die Ordinaten ab, wenn 
die poſitiven Winkel — fo. iſt m negativ ‚und 
P=—mlog(y:a)=mlog.(ary). 


+» Eine logarithmiſche Spirale wird au ben 
a des Factors m; dae — das Quotienten — -, bes 


ſtimmt. — 
40. Zu dem Winkel 9 +Bß, wo 8 ein beftändie 
ger Winfel iſt, gehöre der Radius z, ſo it + B 
= mlog (z:a., Da P=mlog (y:a) ift, fo iſt 
f= mlog (z:y). "Es ift alfo das Verhaͤltniß zweyer 
Radiorum, dieirgendeinen gegebenen Winfel miteinander 
machen, -an; der logarithmiſchen Spirale ein. beſtimmtes. 
er Solche Radii fteßen nämlich, in —2* auf die 
axithmetiſche Reihe der Winkel, gleich weit von einander 
ab, und haben daher gleiches geometriſches Verhaͤltniß. 


Daher ſind die Radii, welche in derſelben z. 

On nach ihrer Folge von C an, in geometrifcher 
Sreffien. Je weg naͤchſte machen einen Winkel Se 
vier Rechten. Ihr Verbaͤniß iſt das aa: bb, naͤmlich 
doppelt ſo groß als das der Linien CA: OB, “die einen 
a Winkel von zwey Rechten machen. 
Oder, man nehme 8 — 21, fo iſt ar =m log 
(z:y), das ifta log (b:a) = log (z:y), oder log 
(bb: aa) = log (z:y), folglich yız = aa:bb. — 
" Wird z an den nächften innern Umlauf genommen, fo 
iſt y1 z — bb;aa, 


Aus dem Beuhe von’. enfflcht die Diffes 
—8* m = —, , Oifferentilformeln, 14)» 
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42: Der Winkel CMT" eine Radius CM (=y) 
mie ter berühreniden MT iſt an der. ganzen Eurve derfelbe, 
und die Tangente diefes Winkels S m; Denn da über: 
haupt die Tangente des Winkels einer berührenden mit 
der- aus einem Mirtelpuncte ‚oder Pole einer Curve gezos 

ir 2 j 5 3 
genen geraden ift m (berübrende Linie, 27.), fo iſt 
diefe * .n = FETT (bia) — Diefer Bine 
fel werde immer Durch a bezeichnet, fo daß m —tang « 
m. | | | 
43. . Die Spirale, an welcher der Winkel der bes 
rührenden mie den Radius 45° hält, Heißt die n atuͤr⸗ 
liche, auch semirectangula. Fuͤr dieſe iſt log. nat. (b:a) 
S*— 3, 14159265.. Dieſer Logarithme mit dem 
Modulus des Briggiſchen Syſtems M == 0,43429448.. 
multiplieire, wird der log. Brigg, (b:a) > 1,3643763.. 


b — 
und 3* 23, 14069. ©, Logarithmus, 36. 


44. Alle Sectoren einer logarithmiſchen Spirale, 
die gleiche Winkel am Mittelpuncte enthalten, find ſich 
ähnlich. : Denn alle Radii, welche in diefen Gectoren 
diefelben Winfel. mit den äußerften gleichnamigen mas 
hen, haben daſſelbe Verhältniß zu diefen, (40.), und 
machen auch mit der Curve denfelben Winkel, Aller 
Unterfchied betrifft bloß die Größe, - 


45. Der Bogen AM fy = s, es its = 
y—=a) V (tr + m®). 

Denn es iſt ds (oy 4y00) =dyy(ı--m®). 
Daraus it s—=yY (ı + m®) + Const, Da der 
Bogen bey A, wo y —a ift, anfängt, fo ift Const, =: 
—-ay(i+ m’), 


Es iſt var + m‘) = sec, CMT = 
Goniometrie, 13» 


I’ 


cos CMT' 
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—46. Der Bogen AN, von A an ruͤckwaͤrts ges 
nommen, ift negativ, - Eines folhen Bogens Differen- 
tial iſt, fo mie das Differential feines Radii, negativ, 
dag ifl, = — 9: m —dy Y(ı-+ mt); daher — s— 
—yv.(r+ m’) + Const, oder —s 7 (a— y) 
V (ı-+-m'), wie es auch die Kormel in (45) ergiebt, 
Das Minuszeichen vor s zeigt bloß die Lage des Bogens 
an. Der ganze Bogen von A an bis in den Mirtelpuner 
* Es alle unendlich vielen Windungen iſt — a 
1 
Daß * unendlich vielen Windungen doch nur eine 
enbliche Laͤnge geben, ift nicht wunderbarer, als daß bie 
Summe aller Glieder einer abnehmenden geometrifchen 
— on eine endliche Groͤbe giebt, — 
Reihe f 5.). gr 
“47. Der ganze Bogen s von dem Mittelpuncte 
am bis zu einem Puncte M, defjen Ordinate CM =y 
iſt, iſts — y V (O + m’). Es iff ver Wert), den 
die Integration in (45). giebt, wenn ‚die .Const. Z 0 
en wird, . 


48: Man ziehe auf den. Radius CM in C bie 
fenftechte CT, welche die berührende MT in T ſchneidet, 
fit C(T=my MT=yYV(i+ m); und der 

ganze Bogen von dem er bis an den Punct 


— 
— — 


49. Der Flaͤchenraum des Sectors ACMA zwi⸗ 
ſchen dem Bogen AM und den Radiis CA, CM, iſt = 
m (y — a. — Dem bad Differential dieſes Flaͤ⸗ 
enraums it = $ y'99 (Quadratur, ı 1 ) Es ift alfo 

==imydy, Davoniftdas Spntegral=—= 4 my* + Const, 
= =; m (y’—a*), damit eöbeyy a anfange, 


50° Das Differential des Slächenraums ACN, 
wo der Bogen AN in Abficht auf den Bogen AM negas 
‚iv if, if — — Zmydy, und dieſer Slächenraum 
— &C — Iwye = im(e —y'), Sürymoif 
. ber Flachenraum⸗n der alle auf einander liegenden, uns 
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endlich vielen Windungen, bis in den Mittelpunet, 
begreift, = 4 mar, Bis an irgend eine Ordinate 
CM = yift der gefammte Flächenraum, von dem Mits 
telpumste aus, —= + my", Die Eonftante in (49) ift 
der Slächenraum von CA An bis in den Mirtelpunct, ſub⸗ 
tractiv genommen. 


51. Detr Flaͤchenraum eines ſpiralichen Ringes 
zwiſchen den naͤchſten Umlaͤufen AQBD und agNA, und 
den Segmenten AD, Aa der Radiorum CD, CA ift 
c — % 


a 
wo e der Radius CD iſt. 


* 





24m 
Der Anfangsradius des aͤußern Umlaufes fi =a, 
alſo der Schlußradius CD == a. DaCcD=cge . | 
keit, ſo iſt ac Z bb, Der Anfangerais Ca des 
innern Umlaufes ift = cn am =. Auf einem Radius | 
CQ = y des Auffern Umlaufes — man den Radius 
Q=z des innern, fo iſt dieſer = — == =y. Der 
Sertor ACQ des äuffern Limlaufes ift — 4m 5 2°); 
der Sector ACq des innern = 4 nf ** 


im.- — 6 — a, Der a Ange: bes a. 


it daher. — im.- Te —ac). Für den ganzen 





ing ͤwiſchen beiden Umlaͤufen iſt —— = c, alſo der Flaͤ⸗ 
— * * Ringes = — 4m (= * — — Es 





—F — = die bierte zu alen ju c;c-Haj5c-a 
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52. Der Halbmeffer der Krümmung, r, in einem 
PuncteM ber logarithmiſchen Spirale iſt =, 
‚oder, da der Winfel der Curve mit dem Radius CML=a 


» De — 

geſetzt it, ni — sine” | | 
Denn -es fen LMN (Fig. 38.) ein Bogen der 
Spirale, C ihr Mirtelpunde, CA ver Anfangsradiug, 
CM y, der Radius zu dem Winfel ACM oder 9; 
"TMt die berüßrende in M, und MR.der Halbmeſſer >“ 
Krümmung in M. Der Winfel CMT = a, ift unvers 
änderlich, fo wie deffen Ergänzung zum Rechten, CMR. 


! 4 2 Fr : Ds P 
Daher ift in der, Formel, æ — — Krüms 
mungskreis, 46.) ‚ mo 'w ‘hier der Winkel CMR iſt, 


| Ze Sen . — 5 
dw —o, und der Halbmeſſer der Krümmung r = — 


80°” 

| = | | re — 14 — 
Rufe =v rot) = 
Zu %X (1 + mm), alfo ber Radius der Krümmung 
r — VC(1 + mm), Ds m tang a iſt (43), ſo 


| —— scc 
iſt V(1 > mm) — seca, mdr=y.- == 





tanga 


—— 


sina 


534. Die gerade CR, von dem Mittelpuncte dee 
Spirale bid in den Mittelpunct der Krümmung, ftebe 
auf dem, zugehörigen Radius der Spirale, CM, fenfs 
sch. — Denn es if Cr = CM’ + MR— 
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2CMx MR! cos CMR. Teigonometrie). DaCcM= 
MR.sina, und W. CMR = R—a, alfo. cosCMR | 
= sina ift, fo it CR = MR.cosa, 


Ferner ift CM’ + CR’= MR’ (sin a® 4 cos 9 
— MR’, welches mır einem ·rechtwinkligen Dreyeck zu⸗ 
kommt. Euklides, J. 48. 


54. Alle Dreyecke, wie MCR, — dem 
Mittelpuncte der Spirale, einem Puncte derſelben und 
dem zugehörigen Mirtelpuncte der Krümmung, find fi 
ähnlich ; daher ift das Verhaͤltniß der zufammengehörigen. 
Nadiorum CM an der Spirale und CR an dem Orte 
PRp der Krümmungs » Mitrelpuncte ein gegebenes. Es 
it OM:CR=tangCRM: ı=tangCMT: ızm:ı, 


55. Der Ort der Mittelpuncte der Kruͤmmungs⸗ 
kreiſe an der logarithmiſchen Spirale iſt dieſelbe Spirale, 
um denſelben Mittelpunet, aber in einer andern Lage. 


Es fen PRp (Fig. 38.) ein Bogen bes Orts dieſer 
Mittelpuncte, und darauf R ein zu dem Puncte M der 
Spirale LMN geböriger Punct.. Dan nehme an ber 
Spirale eine Reihe von Radiis unter gleichen Winkeln 
neben einander. Diefe bilden eine geometrifche Progrefs 
fion. Die Nadii CR an PRp, dem Orte der Kruͤm⸗ 
mungss Mittelpunete, machen mit dem zugehörigen CM. 
an der Spirale einen rechten Winfel, alfo unter einane 
ber denſelben Winfel, welchen die zugehörigen Radii an 
der Spirale machen, Man nehme aus der Progreſſion 


der Radiorum CM zwey Glieder, y und y’, fo wie aus '. 


der Progrefiion der. CR jmweny zugehörige, z und z', fo 
iſt, da das Verhälmiß y: 2 überhaupt ein gegebenes iſt, 
y:z == y':z', und daraus yıy' =.ziz.. Die Radii 
CR (oder 2), welche unter denſelben Winkein auf einan⸗ 
der folgen wie die zugeh⸗ srigen y an der Spirale, bilder 
alfo eine geometrifche Proͤgreſſion. Diefes ift eine Eis 
genſchaft der logarirhmifchen Spirale, (36). Der Ort 
der Mittelpuncte dir Kruͤmmungskreiſe iſt auch dieſelbe 
Spirale, weil die logarithmiſche Spirale durch den Wins, 


432 _ — Zu Spirale, 
kel zweyer Radiorum und das Verhaͤltniß derfelben bes 


flimmt wird, (39), da diefe Stuͤcke den Factor m in 
ber Gleichung für die Spirale beſtimmen. | 


356. Die Sage der Spin PRp * —— 
— beftimmt. 


Da das Verhaͤltniß y22 ein gegebenes iſt, fo mar 
* die Radii y und z’an der Spirale LMN allenthal— 
ben denſelben Winfeln 8 mit einander, und es-ift = 


—J 


m log = ‚ae . (54). Berner it Pp—Amlog: 


— m Iog 7 = mlog - 7 das if, P=Bif ber Bin 


fel des Radius z ‚mit ber Anfangslinie ca. Hier iftz 
Feiner als y angenommen. Wäre. e6 größer, fo wuͤtde 


B negativ. und log > I auch, und in beiden Theilen der 


Gleichung iſt die — einer negativen Groͤße eine 
Vergroͤßerung. Oder man ſetze für dieſen Tall, um 


zn und Logarithmen — zu a, 6 — 
= fo wird ® + B=mlog * +mlog - - m log - 7 


⸗— vorher. Man drehe * gauje Spirale in im 
Ebene um ben Mictelpunct C, fo daß jeder Radius den 
Winkel y befchreibe, wobey die gerade CA ihre Lage ber 
bält, um von berfelben an die Winfel rechnen zu koͤnnen. 
Dadurch wird ber Winfel’des Radius y mit CA=9 
+Y; des Radius z mit CA, naͤmlich ACh = H—P 


+Y%. Man fee y = mlog-, fowidP—B+7= | 


mlog- + mlog - —=mlog =. Es ift num c der Ans 


fongsradius, welcher in die Linie CA fährt, mit — | 
| “ 


ben der. veränderten fage der Spirale der Nadius a den 
Winfely macht, welches auch die Gleichung, y— mlog- 
| Ä 98 


befagt: Der Winkel O — 34 iſt in dem gegenwaͤr⸗ 
tigen Falle ACR = O +37; da # zmen Rechte bedeu⸗ 
tet, indem alle Winkel durch Bogen eined Kreifes, defe 
fen Halbmeſſer die Einheit iſt, ausgedruckt werden. Alfo 
iſt — 6— FIer, und der Winfel p, um welchen die 
tage der Spirale verändert wird, ft = Er + PB. — 
An der narürlihen Spirale ft m=ı, alſo Bo, und 
y=3r, fo daß die Spirale um einen rechten Winfel 
gedreht werden muß, damit fie mit ihrer Evolure zu—⸗ 
fammenfalle. | | 

37. Der Drt der Mittelpunere der Kruͤmmungs⸗ 
freife zu einer logarichmifchen Spirale wird von den 
Haibmefjern der Krümmung an diefer berührt (Evolu— 
tion, 3.). Dun mache der Radius CR mir dem Kruͤm— 
mungshalbmefjer MR den beftändigen Wınfel a; die 
Curve PRp iſt alio eine fogarichmiiche Spirale, da es 
diefer ausfchließlich zufomme, daß die Nadii mit der 
Surve, d. 4. den fie berührenden geraten, einen unverärne 
berlihen Winfel machen ; und zwar ijt fie diefelbe mir der 
erzeugenden LMN, weil an diefer der Winfel der Radio—⸗ 
tum mit der Curve derſelbe a iſt. | 

58. Durch die Abwickelung der logarithmiſchen 
Spirale wird um ihren Mirtelpunet eine ihr gleiche Spi⸗ 
tale befchrieben. | RN U 
Denn man nehme (Fig. 37.) auf der in einem 
Puncte M die Spirale berührenden die fänge MT = 
yYct+ mm), wo m== tang CMT ilt, fo ut diefe 
gleich dem ganzen Ipiraliichen Bogen von dem Mittels 
puncte C an (47), und T it ein Punct der erjeugten 
VTv. Man ziehe CT, fo iſt, wegen des gegebenen 
Verhaͤltniſſes CM:MT, namlich des 1: VY (i -F min), 
und wegen Des eingeſchloſſenen unveränverlihen Winkels 
CMT das Dreyeck MCT der Art nach gegeben. Das 
ber ijt, mie in (56) erwiefen iſt, ni durch Abwicklung 
einer logarithmiſchen Spitale erzeugte er dieſelbe 
| e 
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Spirale mit dieſer, nur in einer andern Lage, um den: 
ſelben Mirtelpunct *). | | 
59. Der Winfel CMT der ſich jugeorbneten Ra: 
diorum ‚beider Curben ift ein Rechter. — Denn da 
tang CMT oder tang a — m iſt, fo ift sec CMT 
=—=V (1 + mm), un it MT=CMY (ı + mm), 
alfo it CM:MT = ı : sec CMT. Diefes Verpält 
niß findet nur an einem bey C rechtwinfligen Dreyeck 
Statt, | | 
60. Oder es wird auf diefelbe Art wie in (53) 
gezeigt, daß CT? + CM? = MT*, alſo das Dregd 
MCT bey C rechtwinklig iſt. | 
61. Die gerade MS (Fig, 38.) an der logarith 
mifchen Spirale LMN made mit der Normale MR 
in M den Winfel RMS = CMR, man fucht die Eurve 
Qsq, welche von diefer MS und jeder andern, auf äh 


liche Art an die LMN gezogenen, berührt wird, dad iſt, 


die Brennlinie oder Eat acauſt iea der logarithun⸗ 
ſchen Spirale. 


rz cos w 


In der Formel, u = —— , Catacau⸗ 


22 — TCOSW 


flica, 13. V) iſt z was fir CM = y iſt; r der He 


— al: RP: ; 
Dius der Krümmung, bier — ferner w, der Winkel 
& 


CMR hier 90° — a, daher cosw — sin a, und u 
hier MS. Die Subftitueion dieſer Werthe giebt 


MS = y, das if, MS —= CM. Man ziehe die gu 


rade CS, fo ift in dem gleichfchenfligen Dreyeck CMS, | 
worin der W. CMS=— 2 (90° —a) iſt, von den beiden 


andern jeder = a, und das Berhältniß CM : C5 = 


sina:sinza==ı:2cosa — seca ;2. Daher if | 
zufolge (57) die Brennlinie QSq diefelbe Spirale mit 
der vorgegebenen, um benfelben Mittelpunct C, nut in 


einer andern Lage. | | 
62. Der Winfel y, um welchen die Spirale ihre 


*) Diefemnah it die Einfhrinfung in Dem arlitel, Evolutien, 


17, aufzuheben. 
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Sage geändert Kat, it —=a -Hmlogfseca, — Denn 
es ift aus (56) Überhaupe der Winkel ACS=-P—B 
+7; und hir ACS=P-+a, alfo der Drehungsmwins 


. CM 
kly=a-+ ß. Serner fiß= mlog-—=mlag —— 


mlog$seca; folglib y=a + mlog #seca, 

63. Wenn a = 60° genommen wird, fo’ ift 
CM = CS, und 6 = o, weil der Logarithmus der 
Einheit =o iſt. Auch ift sec60°— 2, da cos60° — 
z if. Ä 

64. Es ſey LMN (Fig. 39.) ein Bogen einer lo⸗ 
garithmifchen Spirale, deren Mittelpunct C ift. An die 
Ordinate CM werde durch M die gerade MP unter .eis - 
nem gegebenen Winfel CMP gejogen, und daffelbe 
werde für jeden andern Puner gedacht: der Ort OPQ 
der Durchſchnittspunete jeder MP mit der an einen uns 
endlich nahen Prince m auf gleiche Art gezogenen mP ift 
eine der LMN gleiche Spirale, 


An den beiden Curven fern M, P zuſammengehoͤ⸗ 
rige Puncte; CM = y; CP =z; der Winfel, ACM 
=; ACP=w; alſo MCP=w—9, Die gerade 
CA iſt der Lage nach gegeben.. Der gegebene Winkel 
CMP fen = ß. Man verlängere CP nach p hin, fo 
it der WinfelMPpp—=B+w—9, In dem Dreys 
ke MCP iſt y: 2z = sind Fw—0):sinß. Man 
nehme auf LMN einen von M endlich entfernten Punct, 
fo it der Durchfchnittspunct der MP mit der durch m 
auf gleiche Art gelegten zwar Fein Punct des Ortes; als 
lin, was in diefem Kalle unveränderlich bleibt, bleibe es 
auch für unendlich nahe Puncte. Laͤßt man den Puner 
m immer näher den M rücken, fo bleiben CM und der 
Winkel MCP nebit der Lage der MP unveraͤnderk; laͤßt 
man den Punct M immer näher dem m rüden, fo blei« 
en Cm und der Winkel mCP nebit der age der mP une 
wrändert, Das legtere macht die Nechnung etwas leichs 
er. Es feyn alfo y und @ die veränderlichen Größen. 


— 
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Das Graͤnzverhaͤltniß ihrer Veraͤnderungen erhaͤlt man 
durch die Differentiation der Gleichung, 
sin (64 w— — 
sin B 


wenn baben die fonft bveränderlichen — z und ch, 
als conſtante behandelt werden. So iſt 


us 200 | | 
oy = er aa 
woraus in Verbindung mit jener Gleichung folgt 
—— NER. ‚ENEBE 
Tuue (d+w—9P) 


’ 


Die Differentialgleihung für die Spirale ift 69 = 


Si —_, alfo iſt m = —tang (d + © — 9), wo bi 


— nur anzeigt, daß dee Winkel ß3 w— 0, 
nämlich der W. MPp, ftumpf ift ‚, deſſen Tagente, bie 
negativ ift, negativ genommen einen pofitiven Werrh für 
m giebt. — Oder es iſt m tan T—B—wH+dO) 
wo der Winfel zu der Tangente der Mebenmwinfel ju 
B+w—pil 


Da der Rinfel B+ w— © einen gegebenen Werth 
hat, fo ift o — (= MCP) ein unveränderlicher Wins 
kel. Auch ift das Verhaͤltniß y:z für alle zuſammen⸗ 
gehörige Puncte, wie M und P, daſſelbe. Die Curve 
OPQ ift daher diefelde Spirale mir LMN, aus (56), 
aber in einer andern age, 


65. Man fege zur Abkuͤrzung, B+w—9 =, 
fo; _ sinö Diefen W | Er 
o iſt y — 5 a iefen | erth trage man in die 
Gleihung fir die gegebene Spirale, © = mlog, ſo 


„sind 2 


it @ = mlog F Tr Da 9 Zar 3-5 fi 


| 
| 
| 
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— + mlo 0: - 
Man verwandle den Winkel d — 6 in eine logarithmi⸗ 
ſche Groͤße, d — 6 = m log, ſo it v= 
sind z | f sin ß | 
| ae 7 Noch ſetze man re 
it w = m log =, die Gleihung für bie Eurbe 


OPQ, Die RER für die Winkel ift CA, der 
Nadius in derfelben ift c. Wegen des Factore m iſt die 
Curve diefelbe mit der vu LMN. Für dieſe iſt die 





Gleichung, = mlog ? = alfo der Winkel y des Nas | 


dus c mit dem Anfangsradius CA ift 7* —m log 
Um diefen hat die Spirale OPQ ihre fage geändert, 


66. Die unter dem beitändigen Winfel 3 an cM. 
gelegte gerade MP berührt die Curve OPQ. — Denn 
an der Spirale LMN ift m = tang.a, der Tangente 
des beftändigen Winfels CMT des Radius CM mit der 
Spirale oder ihrer berührenden MT, (43). Vorher iſt 
gefunden m = tang (* — B—w+ 09), alfo iſt « = 
r—ß—-w+p, das iſt, 8 it CMT=CPM. Die 
berührenden machen aber an der Spirale OPQ in jedem: 
Punete mit dem Radius denfelben Winkel, wie an der ' 
ihr gleichen LMN; folglid) Li MP bie in P an DER: 
beruͤhrende. 


67. Wird die gerade MP auf die andere Seite 
bon CM gelegt, fo iſt 6 negativ, und es iſt nun yız — 
sin (8 — w +0):sinß, wenn ß, wie und @, abs 
ſolut, bloß nad) der Quantität genommen wird. Es ift. 
num O größer ale cu, welcher Umſtand für die Rechnung 


gleichgültig iſt. Kür diefen Fall ft m = tang B—u 


+9). Auch iſt ö=ß—w-+ 9, un = mlog-, 
Die Verwandlungen werden ganz; klar, wenn die 
Rechnung auf diefen Fall befonders eingerichter wird, 


68. Die Curse OPQ ift die Diacauſtica der 
Spirale LMN, oder ihre Brennlinie durch Xrechung, 
wenn. bey dem ÜÜbergange der Lichtſtrahlen aus einem 
Mirtel in ein anderes die Curve LMN die begränzende 
Sinie der Mittel in der. Brechungs- Ebene, und ihr 
Mittelpunct C der ftrahlende Punct ift. In dem betrach⸗ 
- teten Falle gefchieht die Brechung nach dem Kinfallss 
lothe, der Normale MR, hin. Die tinie MP if 
der ruͤckwaͤrts verlängerte gebrochene Strahl. An der 
Spirale it der Einfallswinkel CMR ein gegebener, das 
ber auch der Brechungswinkel PMR und. ihr Unten 
fhied CMP. ©, Diacauftica, | 


. 69. Die logarirhmifche Spirale hat fhon Des 
eartes betrachtet, aber als eine Curve, welche mit 
den aus einem Mictelpuncte gezogenen "geraden einen 
unveraͤnderlichen Winfel macht. Er fam darauf bey 
der Bemerkung, daß die Flaͤche, auf welcher ein ſchwe⸗ 
ter Körper allenthalben daſſelbe relarive Gewicht be 
halten foll, gekruͤmmt ſeyn müffe, fo daß die nicht pa⸗ 
rallelen Richtungen der Schwere mit ihr immer gleiche 
Winkel machen. Die Linie, nach welcder fie gekruͤmmt 
ſeyn muß, fey eine Spirale, deren Mirtelpuncr derje— 
nige der Erde ift, (Cartesii epist. P.I, epist, 73.74). 
Er behauptete (Ep. gı. P. IL), daß fie bis zu dem 
Mittelpuncte der Erde reiche. Ob er dabep unendlich 
viele Windungen gedacht habe, erhellt nicht. Die Fir 
gur in dem 7aften Briefe zeigt nur eine Windung bon 
dem Mittelpuncte aus. Doch fagt- er dafelbft ganj 
richtig, daß die Bogen von dem Mittelpuncte an ſich 
wie die zugehörigen Radii durch die Endpuncte verhalten. 
Andere Geometer aber, welche von biefer Unterſuchung 


a8 
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benachrichtige wurden, fanden, daß die Curve unend⸗ 
lich viele Windungen um ihren Mitrelpunce macht, und 
daß die Radii in geometrifcher Progreffion find, wenn 
die Winfel in arichmerifcher ſtehen. Montuͤela rühme: 
wen Schriften eines Jeſuiten, Nicolas, de novis 
spiralibus exercitatio geometrica. Tolosae 16935 
de lineis spiralibus logarithmicis, ibid. 169... 
Etwas weniges über die logarithmiſche Spirale findet 
man bey Wallis, Opp. T. I, p. 560, und bey Bars 
row, Lectt. geometricae, p. 124. u 


70. Durch Hülfe der neuen Analyfis beftimmte 
Jakob Bernoulli die Längen der Bogen und bie 
Nlähenräume, zeigte auc den Zufammenhang diefer 
Eurbe mit der lopodromifchen Linie auf der Kugel, Opp. 
T.l. Nr. 42. Vorzuͤglich ift, was er bemerkt, daß 
die Evolute und die Eauftica diefer Spirale diefelben die 
nien mit. ihr find. Diefes harte auh Koh. Ber⸗ 
noulli für fich gefunden. (Jac. Bernoulli Opp. T. 
L Nr, 50.) Serner fand Jakob Bernoulli, daß bie 
logarithmiſche Spirale noch auf viererlen Arc fich ſelbſt 
erzeugt: wenn der Halbinefjer der Krümmung in enges 
gengeſetzter Richtung genommen wird, wenn eben diefes 
mit dem zuruͤckgeworfenen MS (Fig. 38.) gefchieht, wenn 
eben diefer in der Richtung von CM jenfeits M getragen 
wird, und viertens, wenn man die Spirale auf fich felbft 
fi wälzen laͤßt, fo daß die auf gleiche Art liegenden 
Puncte quf einander treffen, wobey der Mittelpunct der 
fi) wälzenden Spirale der befchreibende Punct ift. Diefe 
erzeugten Linien nannte er bie Ant-evoluta, die An- 
Ucaustica, Die Pericaustica und Eycloidalis. Die 
vierte fällt in die Anticaustica, (Acta Erud, 1692. 
Opp. T.I. Nr. 49.). Auch fand er, daß ihre Brenns 
linie durch Brechung fie felbft if. (Acta Erud, 1693, 
Opp. Nr. 56.). Bernoulli ergößte fich fehr über diefe 
berichiedenen Arten der Wiedererzeugung, fo daß er diefe 
öpira mirabilis, wie er fie nenne, zum Ginnbilde für 
mehrere Vorſtellungen und Verhaͤltniſſe vorſchlaͤgt, uns 


ter andern, doch mit Schüchternheit, zu einer Abbildung 
der ewigen Zeugung des göttlihen Sohnes vom Vater, 
am liebſten zum Denfmahl auf feinem Örabfteine, mit der 
Beyſchrift: Eadem mutata resurgo, 


21, Die logarichmifhe Spirale hat verſchiedene 
feine Anwendungen. — Sie ift die Projection der lo⸗ 
godromifchen Linie der Seefahrer auf die bene bes 
Aquators nach der. ftereographifchen Entwerfungsart, 
soobey auch der lorodromifche Winfel derjenige iſt, unter 
welchem vie Radii die Spirale fehneiden. Sie heißt da: 
y auch Loxodromica plana. Siehe ſtereographiſche 

rojection. Die Erde wird dabep für eine Kugel ger 
nommen. — | 


Sie ift im leeren Raum die Bahn eines Körpers, 
ber nach einem Mitrelpuncre der Kraft getrieben wird, die 
ſich umgekehrt wie der Cubus des Abftandes bon jenem 
Mirtelpuncte verhält. Das Verhaͤltniß der Geſchwin⸗ 
dDigfeiten nach der Richtung des Radius und der daratıf 
fenfrechten ift ein unveränderliches, da das Verhaͤltniß 
Oy:yoo ein beſtimmtes, 13m, iſt. 


Drururch welche Urſache aber auch ein Koͤrper eine lo: 
garithmiſche Spirale beſchreibt, ſo iſt jenes Verhaͤltniß 
unveraͤnderlich. Daher mag fie zu den Rinnen (Hau— 
fhlägen) auf den Muͤhlſteinen, befonders dem unterm, 
dienen. Hier nimmt die Geſchwindigkeit nach der auf 
den Nadius fenfrechren mit dem Radius (dem Abitand 
bon der Are) zu. Nimmt man a=45° fo ift die De: 
wegung in der Nichenng des Radius allenchalben fo grof 


als die Freisförmige, | 

Die Klügel (Schaufeln) eines Anfers werden zum 
Wideritande auf das vortheilhaftefte nach einer logarith? 
mifchen Spirale gekruͤmmt, fo daß der Meigungsminfel 
gegen die Linien aus dem Mirrelpuncte 674 Gr. berrägt: 
Chapman von. der tüchtigen Form der Gchiffsankr 
in Gilberts Annalen der Phyſik. "VE Bd. ©, 81. 
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Hyperboliſche oder reeiproke Spirale F 


72. Die Spirale, an welcher die nach einem gege— 
benen Puncte gezogenen Radii ſich umgekehrt verhalten 
wie die zugehoͤrigen Bogen eines um denſelben Punet be— 
ſchriebenen Kreiſes, beißt eineh yperbolifche oder res 
siprofe. Der Halbmefjer des Kreifes ſey = a, ein 
Bogen defjelben — x, die zugehörige Ordinate aus dem 
Mittelpuncte oder der Madius der Curve — y, fo iſt die 
Gleichung, aaxy, wie für die Hyperbel, woran die 
Apmptoten die Aren der Koordinaten find (Hyperbel, 
3.). Oder man fee x Pa, wo © der zum Bogen x 
gehörige Winkel ift, fo it Oy=a. Die Curve mag 
man die umgekehrte Archimedifche nennen, 


73. Sie macht unendlich viele Windungen um 
einen Mittelpuner zu ihm hin, da © unendlich groß ger 
nommen werben muß, wenn y==o fenn foll. Hingeyen 
ift y unendlich groß, für —o. Gie hat eine Afumpe 
tote parallel mic der Anfangslinte, von welcher an die Win⸗ 
fel © genommen werden, in dem Abſtande a. Denn der 
Abſtand eines Punctes der Curve von der Anfangslınie ijt 


= ysin® = a kleiner als a. Die Graͤnze bier 


ſes Werthes iſt = a, da die Graͤnze des Verhaͤltniſſes 
O:sin® das 13 1 iſt. Fuͤr dieſe Graͤnze iſt O unendlich 
klein und y unendlich groß, Die Curve ſchneidet jene 
Anfangslinie zum erſtenmahle, wenn ® = r, dem hal⸗ 

| a 
ben Kreidummfange iſt. Es ift dann y= = 


74 Zur Übung in der ntegralrechnung nehme 
man die Mectificatiomdiefer Curve, Aus ihrer Oleichung, 
Py= a, folge yõð = — Pöy, und das Differential 


des Bogens ds — V(y'9P* +y*) = = vet —2 


442 Spirale. 


An dem Artikel, Integralformel, 39. find ſtatt der dor⸗ 

tigen unbeſtimmten Größen, 

a, b, m, n, p, 

bier zu feßen 
a, I, 0, 2, ' 

und x iſt mit y zu vertaufhen. Durch die Kormel V. 

wird der involurorifche Theil auf die Formel, 53, dafelbit 

gebracht. Kolglich ift 


s=Varty)+alg III 
Pag Bogen fange bey einer gegebenen Ordinate b an, 
o iſt | | 


Const, Z V (a +bt) + a log. ver 


— Const, 


diefe Ordinate die urfprünglich gegebene a, 
o i | 
Const, =aY2-+talog.(Vv2— ı). 


75. Joh. Bernoulli hat diefe Curve zuerſt betrach—⸗ 
tet. Er fand, daß fie unter diejenigen Linien gehört, 
welche durch eine Kraft befchrieben werben, Die fich ume 
gefehre wie der Eubus des Abftandes von dem Mittels 
punete der Kraft verhält, und gebraucht fie als Beyſpiel 
zu zeigen, daß man von dem Geſetze ber Kraft nicht auf 
bie Natur der befchriebenen Linie fchließen dürfe, wie « 
Newton fcheine gethan zu haben in dem Kalle, da bie 
Kraft ſich umgekehrt wie das Quadrat des Abftandes ver: 
hält, Operum T. I, p. 480. 552. — Es mag nod 
als eine Eigenthuͤmlichkeit der hyperboliſchen Spirale ans 
gemerfe werden, daß fie eine unveränderliche Subtan⸗ 
gente bat, 


Parabolifche Spirale 


76. Kine andere Gattung von Spiralen, als bie 
bisher betrachtete, entiteht, wenn man den Umfang eis 
nes Kreifes zur Abfeiffenlinie nimmt, und auf diefen bie 
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Drdinaten fenfrecht feßt, vwoie font auf eine gerade Abfeifs 
fenlinne, das ift, fie nach dem Mictelpuncte des Kreifes 
laufen läßt. 


77. Don: diefer Gattung ift die parabolifche . 
Spirale, oder die Parabola helicoides, weldye Ja⸗ 
fob Bernoulli zu einem Beyſpiele der Leibnitziſchen Dif: 
ferentialrechnung in den Actis Erudit. 1691 (Opp. 
T. I, Nr, 4r.) genommen hat. ihre Gleichung iſt 
ax uu, wie für die gewöhnliche Parabel, nur daß an 
jener die Abfciffe ein Kreisbogen ift, oder daß die Are in 
einen folchen Bogen gefrümme wird. Bernoulli nimmt 
die Ordinaten nach dem Mittelpuncte des Kreifes hin; 
die Curve hat. aber auch enrgegengefegte Drdinaten, von 
dem Umfange des Kreifes auswärts hin. Dieſe ermähne 
Dernoufli nicht. Er läßt fie in der von ihm gezeichneten 
Figur fih nur bis zu dem Mirtelpuncte des Kreifes ers 
ſtrecken, bemerfe auch nicht, daß fie weiter fortlaufe; als 
lein fie mache unzäplig viele Limläufe, da der Bogen x 
niht auf den einfachen Umfang des Kreifes einges 
fhränft werben darf. Die Ordinate u waͤchſt dabey ohne 
Ende fort. | 


78. In Fig. 40. ift der Anfang einer parabolis 
fhen Spirale, AMBC, für pofitive Ordinaten, vorges 
fiel. Der dazu angenommene Kreis ift APDA, deſſen 
Mittelpunct C; auf demfelben ift AP eın Bogen als Abs 
kiffe, dazu die nach C gerichtete PM die Ordinate. Es 
fy AP=x; PM =u; ber Parameter =a, fo ift die 
Gleichung für die Curve, ax — uu. Oder beffer: man 
fege den Radius CA—r; den W. ACP oder ACM 
=9, fo ift ver Bogen AP—rP, und die Gleichung 
wird, ad —un. Auch wird es dienlich feyn, den Ra⸗ 
dius der Curve, CM = y, einzuführen. So ift die 
Skihung, ar = (r— y)*. Diefer Radius y wird 
negativ, wenn u groͤßer als genommen wird. — Wenn 

r 


=oif, ſo iſt 9= = ‚ und umgekehrt, wenn P = 
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genommen wird, geht die Kurve Durch den Mittelpunct, 
den Wert y = ar bey Geire geſetzt. Mimmt man 


& — or, fo geht die Curve nach einem Umlaufe des 
a u ne 


Radius dur den Mittelpunct, 


Bey biefer — iſt a ⸗ * u — . 


Man /nehme r = 10000, fü in Ah 
= 0, u — o yz10000 
10%; u 1667 y= ‚8333 
‚90°; u 2887 y= T1ı3 
90°; u — 5000 y= 5000 
120%; U — 5773 y= 4227 
180°; u= 7071 = 2929 
240°; u= 8ı65 y= 1835 
270°; u= 8660 y= 1340. 
330%; u — 9574 y=. 426 
360°; nm=ıoooy= .o 
370°%; u= 10138 y=—'ı38 
390°; U 10408 y=—408 etc. 


79. Ein Abſchnitt des Klächenraums AMPA 
(Fig, 40.) zwiſchen einem Bogen diefer Spirale, 
bem zugehörigen Kreisbogen und der Ordinate u iſt * 


NN 


2 u 
— UX — — ux. 
Zu 


Denn ein folcher Abſchnitt iſt der Unterſchied zwi⸗ 
ſchen dem zugehörigen Kreisſector ACP und dem fpis 
ralifchen Sector ACM. Go verhält es ſich auch mit 
ihren Differentialen. Aus der Gleichung für die Curve, 
arp — uu, folgt ihre Differentialgleihung, ardP = 
2 udu. Der parabelfoͤrmige Abſchnitt fey Z, fo iſt 

oL = Fır89 — 3 (r—u)’0P 

= ruöß — Zuu09p;5 oder (2 = 
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3 3 is 
ı cu — = ou, Daher it 2 = — — ober 
a ar } 3a 4a 

2 u | 
Z zZ ux — — ux, 

3 AU Ä | 

Die Eonftante fällt weg, weil Z mit x und u are 
fangen foll. — Der erfte Theil von Ziff — Zux, auf 
ähnliche Art wie für die eigentliche Parabel (Quadratur, 
7%) An der parabolifchen Spirale iſt die Area kleiner 
als Zweydrittheile des Rechtecks von Abfeiffe und Ordi⸗ 
nate, weil die Ordinaten convergiren. 


8% Die Area zwiſchen der Curve bon ihrem Ans 
fangspuncte (für u Zo) bis zu dem Mitrelpundte (ur), 
dem zugehdrigen Kreisbogen x, und der Ordinate r zum 
Mittelpunete ift == „2% rm. ft daben x der ganze 
Kreisumfang, ſo iſt x — 2rr, unddie Area — I rır, 
Sie verhält fi) zu der Kreisfläche mrr wie 5:6. Die: 


r 
ſes iſt der Fall, wenn — = 2 genommen wird. 


gt. Die Tangente des Winfels einer berühren: 
den an der parabolifcehen Spirale mit dem Radius iſt — 


26 — 
m , den Winfel an der Geite genommen, an 


welcher die Ordinaten abnehmen. . 


Es fen (Fig, 40.) AMBC ein Vogen diefer Spi⸗ 
tale ton dem Anfangepuncre A bis zu dem Mittelpuncre 
C; auf demfelben M ein Punct, durch welchen die bes 
berüßrende TMt gezogen ift. Diefe fehneider die vers 
längerte Anfangslinie CA in T. Der Winfel CMt des 
Radius mit der beruͤhrenden ſey — w, nach der Gegend, 
nach welcher Hin die Ordinaten CM abnehmen. Es ijt 


vo | 
angu = — = (beruͤhrende Ninie, 27.), mo das 
y 


Vorzeichen — gefege-ift, weil der Winkel w Bier einen 
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Nebenwinkel von dem Winkel des Radius mit der beruͤh⸗ 
renden a. a, O. bedeutet. Da aber die Differentiale dy 
und 80 bier entgegengefegte Beziehung haben, naͤmlich 
fuͤr pofitive y, fo erhält tangw doch einen pofitiven 
Werth, und w ift ein ſpitzer Winkel, wie es feyn muß, 
wenn. die Ordinaten aus dem Mittelpuncte abfolut ab: 
nehmen. ö | | 


Man ſetze num aus der Differentialgleichung für bie 
frumme !inie, aro® = — 2(r— y)dy, den Werth des 
Differentialquotienren in die Kormel für tang w, fo wird 
2 (r—y)y 

ar j 


Diefe Tangente hat eine Gränze des Wachsthums 
“ für pofitive Werthe von y. Sie iſt am größten, wenn 
y — Fr eiſt. (Größtes und Kleinftes, 45.). — Für 
vor und y S O, iſt tang S o, oder die berüßs 
rende fällt in den Radius; für negative y iſt tangw nes 
gativ, daher w negativ, und CMt flumpf, da nun bie 
Madii mır © zugleich zunehmen. Ein negativer Winkel 
bar diefelbe negative Tangente mit dem ftumpfen, der feine 
- Ergänzung zu zwey Nechten ift. (Goniometrie, 8.). 


82. Die berührende MT ſchneidet die (wenn noͤthig 
verlängerte) CA ın T unter dem Winfel —P. Es if 


erhalten, tang w — 


| tgw — tg® — 
A — — — —. 
| tungCTM = - Fee (Goniometrie, 33.) 

In dem Mittelpuncte, wo » So iſt, wird tang CTM- 
= — tang P. Eine frumme Linie ſchneidet naͤmlich 
eine gerade unter dem Winkel der fie in dem Durch⸗ 
ſchnittspuncte berührenden, und in dem Mittelpuncte C 
fällc die berüßrende in den Radius. Die Megation rührt 
daher, daß der Winfel © von CA an rings um den Mit 
telpunct C genommen wird, der W. CTM aber zunaͤchſt 
von der Anfangslinie CA an, nad) der einen oder andern 
Seite. Zwey Winfel, die zufammen vier oder zwey 
Rechte ausinachen, Haben gleiche und entgegengeſetzte 
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Tangenten; der zu dem Mittelpuncte gehörige Nadius 
wird, ungeachtet er ein Punct ift, doch zugleich als eine 
gerade Linie betrachtet, nämlich als diejenige, die fi 
von allen’benahbarten Radiis unterfcheider, Ä 


85. Bon dem Wendungspuncte der parabolifchen 
Spirale in dem dahin einfchlagenden Artikel, 


Spiralen auf den Oberflähen 
runder Körper, 


Man laſſe auf der Oberfläche eines Enlinders eine 
der Are parallele gerade Linie fich, unbeftimme oft, her⸗ 
um bewegen, indem auf derfelben ein Punct gleichmäßig 
mit ihr (nach einem beftimmren Verhaͤltniſſe ihrer gleiche 
zeitigen Wege) fortruͤckt: dieſer Punct befchreibe durch 
die zufansmengefegte Bewegung eine cylindrifche 
2 rs Die befannten Gchraubengänge bilden 
olche. 


Nimmt man anftatt des Eylinders einen Kegel, und 
läßt auf deffen Dberfläche eine Geite fich herumbemegen, 
indem ein Punct auf diefer gleichmäßig mit ihr forrrückt, 
fo wird von diefem eine Fonifche Spirale befchrieben. 


Auf einer Kugel Iaffe man einen großen Kreis um 
einen Durchmeffer, ald Are der Kugel, ſich drehen, und 
auf deſſen Limfange einen Punct ſich gleihmäßig mit 
demfelben fortbewegen; diefer befchreibr eine fphärifche 
Spirale, welche noch eine Verachtung verdient. 
Pappus bat die Area zwifchen derfelben und dem Kreiss 
quadranten beſtimmt. Collect, mathem, L. IV. 
prop. 30. 


Es fey (Fig. 41.) APB der Halbfreis, durch deſ⸗ 
fen Umdrehung um den zu dem Puncte P gehörigen Halb. 
mefjer eine Halb£ugel befchrieben it. Auf dem Quadran⸗ 
ten PA bewege ſich von P ber ein Punct M, und habe 
den Bogen PM vollendet, wenn der Quadrant fih um 
den Winkel APN gedreht har, oder auf dem Kreife AB 


% 
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um den Bogen AN fortgeruͤckt iſt. So habe der Punct 
bis dahin den ſpiraliſchen Bogen PQM beſchrieben. Die 
Flaͤche zwiſchen dieſem Bogen und dem Kreisbogen PM 
iſt nun anzugeben. 


Man ziehe einen benachbarten Quadranten Pn, und 
durch M den Parallelbbogen Mm mit dem Ktreiſe AB, 
Das Verhältniß des Gectors der halben Kugelflaͤche, 
"NPn, zu dent Gectst MPm des Abfchnittes derſelben 
iſt dasjenige des Radius der Kugel zu dem Sinus verfus 
- des Bogens PM in Beziehung auf diefen Nadius, aus 
Somplanatich, Eremp. I. Ih. L ©. 515, weıl die 
ganzen von PN und PM befchriebenen Oberflächen fih 
wie ihre aleichwinfligen Sectoren verhalten, Dieſes 
Verhaͤltniß it das Verhaͤltniß der Differentiale für den 
Sector APN und die fpiraliiche Area POMP, weil bey 
dieſem das Dreyeck Mmii, das in dem Sector PMit 
der fpiralifchen Area nody zu dem Sector PMm fin 
zukommt, verfchwinder, eben fo wie ben einer ebenen 
frummen Rigur das Dreyeck jwifchen den Differenzen der 
Coordinaten und bed Bogens, wenn bon. den lesten 
Verhaͤltniſſen die Frage iftı 


| Es ſey nun ber Radius der Kugel = a, bet 

Winkel zu dem Dogen AN=P, der zu dent Bogen 
PM = w; das gegebene Verhaͤltniß beider Wıntel 
— m:ı, das ıft, das Verhältniß der Wege, welche die 
Puncre N und M, jerter auf dem Kreife AB, diefer auf 
dem Duadtanten PN zugleich befchreiben: Die fpiras 
lifhe Area POMP fy —=Z. Die Oberfläche der Halbe 
fugel it — 2raa, alfo der Seetor APN = aad, und 
das Differential deffelben — aa09. Diefes verhält ſich 
zu dem Differential der fpiralifchen Mrea wie ti 1 -cosa; 
Alfo iſt 2 aa (i — cosw)89. Da Piwmm:ı ge 
fetse iſt, fo it 9 = modw, und 8% == maa (1 - cosw)dm, 
Daraus ift, (Differentialformeln,, 38.) 

2 = maa(w — sinw), | 

ohne Conſtante, weil die Area mit wzugleich anfängt. & 
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Es iſt Jaa. der Sector zu dem Winkel w in 
dem Kreiſe mir dem Radius a; und Z aa. sin — 
asinZw.acosiw — bem Dreyer über der Chorde 
Bogen! aw.in viefem Sector, alfo Zaa(w - sinw) — 
dem Kreisabfehnitte zwifchen dem Bogen aw, und defe 
fen Ehorde, und die fpiralifhe Area POMP, 

Z = 2m. Segm. arc. aw. 


- Die Spirale treffe den Kreis AB in D, wo 
nämlich der Bogen AD zu dem Duadranten PD — 
m:ı if, ſo iſt w=$r, und inw=t, aljo die 
Area PMDP = mal($r— 1) 

— 2m (Jraa — aa), 

das iſt dem 2m fachen des Kreisabſchnittes über ber 
Chorde des Quadranten in dem Kreiſe mit dem Halb⸗ 
meſſer a, r 


Die Oberfläche des Sectors APD auf der Ku⸗ 
gel. verhält fich zu der Oberfläche der Halbfugel mie 
m: 4, da AD:4PD —= m:4 ift. Sie ift alfo — 
3 mmaa, - Daher ift die Oberfläche zwiſchen dem 
Duadranten AP, der Spirale PMD und dem — 
AD des Grundkteiſes — maa. 


Pappus laͤßt den Quadranten PD ſich um einen 
Winkel von vier Rechten drehen, oder einen ganzen 
Umlauf laͤngs des Grundkreiſes vollenden, bis daß der 
ſich bewegende Punet ven Quadranten beſchrieben hat. 
Bey ihm iſt alſo der Bogen AD dem llmfange gleich, 
und PD fällt in PA, von wo er ausgegangen iſt. 
Ihm ift alfo m — 4, und die fpiralifhe Area — 
8(Zraa—L aa), das ift das achtfache des Kreisaba 
ſchnittes über der Chorde des Quadranten. 


Die Methode, welche Pappus anwendet, den bon 
der fphärifchen Spirale und dem Duadranten durch ihe 
ren Endpunet beſchloſſenen Flaͤchenraum zu finden, iſt 
ungemein ſinnreich, und eine Einſchließung dieſer Groͤ⸗ 
ße zwiſchen zwey ſich ohne Ende naͤhernde Mraͤnzen. 
Sie iſt dem Verfahren aͤhnlich, welches 3 Ben 


450 Spirale, 


den von ber archimedifchen Spirale in ihrem erffen 
Umlaufe und dem Halbmeffer zu dem Endpuncte dies 
ſes Umlaufs eingefchloffenen Flaͤchenraum zu beftimmen, 
Alein fein Vortrag ift mehr eine kurze Andeutung als 
eine ordentliche Ausführung des Verfahrens. Daher 
mag die folgende Darſtellung demfelben zu einiger Er— 
laͤuterung dienen. . | 


| Man denke fich den Umfang des Grundkreiſes 

ABA (Fig. 41) in n gleiche Theile getheilt, wo n 
willkuͤrlich und einer dieſer gleichen Theile fen Nn, 
fo — der zu Nn am Mitrelpuncte gehörige Winkl 


— - it. Durch die Theilungspuntte wie N, n lege 


man Quadranten PN, Pn, welche die Spirale in M 
‚und A fehneiden, und, befchreibe aus dem Pole P zwi: 
fhen je zwey nächiten Quadranten PN, Pn mit ben 
Sehnen der Bogen PM, Pır Kreisbogen Mm, un 
ſo fällt jeder fpiralifche Sector wie PM zwifchen die 
‚beiden fphärifchen Sectoren PMm.-und Pru, davon der 
erfte in ihm, der andere um ihm befchrieben if, Von 
diefen Sectoren ift der Ate eingefchriebene jedesmah! 
"dem (A — ı)ten umfehriebenen . daher der erſte 
eingeſchriebene — 0 iſt. 


Dieſes vorausgeſetzt, fo iſt mit Beybehaltung der 
vorigen Bezeichnungen Sect. sphaer. PNn: 
2 7Taa 2 744 








Sect. sphaer. PMm = —— : (1 — 056) 
n n _ 

amaa 4raa, ı maa maa , TI, 

— sın = w° = —— : — sın—w". 





n n 2 271 


= n 2 
1 ”"»-.. 1 E .„ı ) ” 
— — ,2a.—: —.f >2asın—-o) „— 
2  2n 2 2 2n 
Die Glieder diefeg legten Verhaͤltniſſes find aͤhnliche 
— Kreisſectoren mit dem Winkel = am Mittelpuncte in 
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B 


Kteiſen, deren Halbmeſſer a V2 = z2asin = und. 


2 din — w oder bie Chorde des Quadranten und 


die des Bogens aw in dem größten Kreiſe der Kugel 
find, In einer fehr einfachen Verzeichnung weiß Paps 
pus dieſe Kreisausfchnıtre darzuftellen. Er zieht näms 
ih an den einen Endpunct des Quadranten des größe 
ten Kugelfreifes eine berührende, und. befchreibr aus 
dem Beruͤhrungspuncte als Mirtelpuncte innerhalb des 
von der berührenden und der Chorde des Duadranten 
eingefchloffenen halben rechten Winfels mit der Chorde 
des Quadranten "als Halbmeſſer einen Kreisbogen, 
weicher in n gleiche Theile geheilt wird, fü geben dies 
jenigen Stücke der an die Theilpuncte gezogenen Halb⸗ 
meſſer, welche in den Abſchnitt über der Chorde des 
Quadranten fallen, und Sehnen in demfelben find, die 


.„ıd E 
Halbmeffer 2 a sin —w; mit welchen nun die Sectoren 
=“ 


aa 


— sin —w® um und- in ben gedachten Abfchnire bes. 
= : 


ihrieben werden. Weil nun in der vorhergehenden 
Proportion Das erfle und. dritte Glied immer einerley 
blaben, während die beiden andern mit dem Winfel «u 
fih ändern, fo verhält -fib die Summe aller Kugel⸗ 
ketoren PNn zu der Summe aller Gectoren PMm, 


wie die Summe afler Kreiefectoren — ju ber Summe 
aler den ſphaͤriſchen Sectoren PMm correfpondirenden 
citeulaͤen Sectoren sin — w*, d. i., bie halbe 
Kugeffläche verhält fich zu der Summe der in ben 


ſpitaliſchen Raum beſchriebenen Rugelfectoren, wie der 
Quadrant des größten Kugelkreifes zu der Summe bee 
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in den Abſchnitt Über der Chorde des Quadranten be: 
ſchriebenen Keeisfectoren. Eben fo verhält ſich die 
halbe Kugelfläche zu der Summe aller um den fpira: 
Iifchen Raum befchriebenen Rugelfectoren wie der Qua— 
drant des größten Kreifes. der Kugel zu der um den 
Abſchnitt über der Chorde deſſelben befchriebenen Kreis 
ſectoren. Setzt man in diefen Proportionen. flatt der 
Größen im zweyten und vierten Gliede ihre Gränzen, 
{6 verhält ſich die halte Kugelfläche zu der fpiralifcen 
Area, wie der Quadrant des arößten Kreifes der Ku— 
gel zu dem Abfchnirte über der Chorde des Quadran⸗ 


ten. Nun iſt die halbe Kugelflähe.gmal fo groß, als 


der Quadrant des größten Kugelfreifes, folglich auch 
die fpiralifche Area das Achtfache des Kreisfegmente, 
das die Chorde des Quadranten zur Grundlinie hat, 


Der Hülfsfas, den Pappus zu der Auflöfung 
der Aufgabe über die fpiralifche Area gebraucht, ivers 
dient in die Klementar s Geometrie aufgenommen ji 
werden, Die von SKerrarius angegebenen Eireuları 
transverfalen (Kaͤſtners aftronomifhe Abhandl. Zweyte 
Sammlung, Seite 171) gründen ſich auf den Gab. 
Hier folge er, aber allgemeiner als ihn Pappus vor 
getragen hat. 


Es iſt ABM (Fig. 42.) ein Kreisbogen mit dem 
Halbmeſſer CA befchrieben,. Aus dem Puncte B dei 
Umfanges werde mit der Chorbe AB der Kreisbogen 
AN gejogen. Auſ diefem ‚nehme man zwey Punkte, 
D,E, und ziehe die Halbmeffer BD, BE, melde 
den en in F, G; fehneiden: es ift AD:AB 


Denn es ift der W. ABD oder ABF halb ſo 
Hröß als der Winfel- am Mittelpuncre, ACF, der mit 
ibm auf demfelben Bogen AF ſteht,“ (Kreis, 19.) 
und der W. ABE = ZACG. Nun it AD:AE = 
ABD:ABE, uno AF:AG = ACF:ACG = 2ABD: 
2ABE. Alſo it AD: AL ZZ AF:AG. 
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Der Radius BH des Kreife® AN treffe ben AM 
in K jenfeit8 B von A aus, fo iſt ebenfalld AD: AH . 
—AF:AR. — Denn der Mebenmwinfel ABK von 
ABH flieht auf der Ergänzung des Bogens ABK zum 
Kreisumfange, und ift halb fo groß als die Ergänzung. 
von ACK zu vier Rechten. Die Ergänzung jenes zu 
zwey Mechten, oder der W. ABH ift alfo halb fo 
groß als ACK. Mun ift AD: AH — ABD:ABH, 
und AFEAK = ACF:ACK = 2ABD:2ABH, alfe 
AD; AH = AF:AR, 


über diefe Form von Curven verdienen noch bes 
fondere Abhandlungen angeführe zu werben. 


Nouvelle formation de Spirales, beaucoup 
plus differentes entr’ elles que tout ce qu’ on 
peut imagäner d’autres Courbes quelconques 
alinfni, par Varignon, Mem. de l’Acad, des 
Sciences, 1704, | 


V. feßt die Bogen auf dem Kreife den Orbinas 
fen einer angenommenen Frummen Linie proportional, 
und macht die Nadios der Spirale ven Abſciſſen diefer 
sinie gleich, | 

Sur la Spirale d’Archimede decrite par un 
mouvement pareil a celui qui donne la Cy- 
cloide, par Clairaut, Mem, de l'Acad. des 
Sciences, 1740. ; | 


Ein Kreis rollt auf einer geraden Linie (in feiner 
Ebene) fort, : Man ſucht die Curve, die ein außer 
ihm befeftigter Stift anf deſſen Ebene befchreibt. Iſt 
der Stift in der Höhe des Mirrelpuncts befeftigt, fo 
it die Curve eine archimedifche Spirale, 


Brendelius de analogia lineae spiraliset pa- 
tabolae, Göttingae 1741. Ein Einladungsprogramm, 
De lineis spiralibus specimen, ad disputan- 
dum proposuit F, C, Hausmann. Lipsiae 1790 
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De spirali logarithmica, 'specimen academi- | 
cum, 'auct. F. J. E. Schulz, Regiomonti, 1800, 


| Spirifche Oberfläche ift diejenige des ring 
förmigen Körpers, welcher enrfteht, wenn ein Kreis fih 
um eine in der Eberie deffelben befindliche gerade Linie 
dreht, ‚die nicht durch deſſen Mittelpunce geht. Ei 
find drey Arten diefer Oberfläche. Denn die Are ver 
Drehung liege entweder innerhalb des Kreifes,- oder 
berührt ihn, oder liege aufferhalb deſſelben. Kin alter 
griechifcher Geometer, Perfeus, Hat dieſe Oberfläche 
erdacht, und die Figuren ihrer. Durchſchnittslinien mit 
Ebenen unterfucht. Proclus in feinem Commentat 
über das erſte Buch des Euflides erwähnt ihrer ber 
ſchiedentlich, pag. 64, 68, und fonft. Er führt einen 
Denkſpruch (epigramma) an, das auf diefe Linien yon 
dem Erfinder derſelben gemacht iſt: 


Tres lineas praeter quinque sectiones (ert zer! 
| Ä .  rokaıg) cum invenisset 
‚Perseus, harum causa Diis sacrihicavit, « 


Die Hier genannten fünf Schnitte, denen Pre 
feus feine fpirifchen Linien hinzugerhan hat, find 
ohne Zweifel die Kegelfchnirte, die Schnitte durd di 
Spige und parallel der Grundfläche des Kegels mitge- 
zähle. Man muß übrigens diefe fpirifchen Linien nicht 
mit den Spiralen, wovon der. vorhergehende Artikel 
handelt, vermengen, wie von einigen Geometern 96 
ſchehen ift. Proclus macht dreyerlen Formen derſel⸗ 
ben nahmhaft; eine verfchlungene, in Geftale unfrer Zi 
fer 85 eine, die in der Mitte breirer als am den Gi 
den ift; und eine längfichre, an den Enden breiter ad 
in des Mitte In Montuͤcla's Geſchichte der Mathe 
matif, T. 1. Pl, 10, der zweyten Ausgabe, find ſechs 
berfchiedene . Formen biefer Frummen Linien gezeichnet, 
Da man in der Baukunſt Tomnengewölbe um eine 
- Spindel fo. führt, daß ihre Are Ereisförmig gebegen 
wird, fo fommen die fpirifchen Oberflächen und Linien 
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in ber Lehre vom Steinſchnitt vor, Frezier- Traite 
de Stereonomie T. I. p. 37. et 1625 T. H. p. 409g. 


Es it AEB (Fig, 43.) ein Halbfreis, defjen 
Mirtelpunee C iff. Er wird um die auf den Durchs 
meſſer AB fenfrechte DE gedreht, wodurch der Bogen 
AE die frumme Oberfläche eines Körpers beſchreibt. 
Eine gleiche entfteht durch die Umdrehung des auf der 
andern Geite von dem Durchmeſſer AB befindlichen 
Halbfreifes um die durch D auf AB fenfrechte, ver DE 
gleiche Ordinate. 


Die Gleihung für diefe krumme Oberfläche, zwi⸗ 
fhen drey ſenkrecht zufammen geftelleen. Drdinaten, zu 
finden, gedenke man fich eine auf die Ebene des Halb: 
kreiſes AEB fenfrechte durch AB. geleate Ebene AMDB 
(man biege die Zeichnung längs der AB #echtwinflihr), 
und nehme diefe zu der feiten. Ebene zweyer Coorbina⸗ 
ten, wie DN, NP. Durd den Anfang D der Dedis 
naten DN und den Eindpunct P der NP. ziehe man 
die gerade DPM, und ftelle das Kreis: Segment AED, 
durch die Drehung um DE, über DM. Nimmt man 
af AB von D aus dem Theil DQO=DP, fo ift die 
auf AB, in der Ebene AEB, durch Q, ienfrechte OR 
die zu den beiden DN, NP gehörige, auf ihre Ebene 
durh P fenfrechte, dritte Goordinate fir die Frumme 
Oberfläche. Go läßt ſich für jeden Punet der Grunde 
fühe AMDB, melde das Segment. DA des Durch⸗ 
meſſers AB beſchreibt, der zugehörige Punct der Frum: 
men Oberfläche angeben. San 

Es fen der Halbmeffer AC=a, der Abſtand CD 
Rt Drehungsare DE von Gb; die drey Coordina⸗ 
m, DN=x; NP=y QR=z &®&iftbDP= 
Vex® +_y®), oder jur Abkürzung, BP=u. Da 
BD=a—b if, ff it BO=a—b + u, und AQ 
Sat b— u Es iſt OR?=AQ x OB, (freie, 
48), das iſt a 

z? —-(a+b—u) a—b-+u), oder 
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22 — a? — (u—b)?, und 

z® + u? — a? +b? = 2bu, 

Fuͤr u den Werth zuruͤckgeſetzt, iſt 

x⸗e y - bν abV 
die Gleichung fuͤr die ſpiriſche Oberflaͤche, welche vom 
vierten Grade iſt, da bey der Entwickelung, durch Quas 


drirung auf beiden Seiten, die veraͤnderlichen Groͤßen auf 
die vierte Potenz ſteigen. Sie iſt 


xt 424 + 2x2y? + 2x?z? + 2y?z? 
— 2a nt. y? +2) abe let yt 2) 
Hr (a? — b?2) =o. | 

Zur Erfindung der Gleichung iſt es gleichgültig, 
ob b fo wie in der Figur, das iſt, poſitiv, oder ne 
gativ, zwifchen C und A, genommen wird. Das lets 
tere ift der Tall, wenn man die Durch die Drehung 
von BE um DE erzeugte Oberfläche betrachtet. Iſt die 
in B den Kreis berührende die Drehungsare, fo ill 
‚b=a, und die Öleihung if 

x2 - y2 +2? — zaay(z®+ y?), 

Wenn die Drehungsare auſſerhalb des Kreiſes 

liegt, oder D über B hinausgenommen wird, fo bleibt 


die Rechnung ganz diefelbe. Es iſt alsdann BQ = 
u— (b—ı)—u+ra—b, 


Die Gleichung vom vierten Grade iſt Bier eine 
vom zwenten für die Quadrate der Eoordinaten. Die 
Wurzeln diefer quadratifchen Gleichungen find nicht 
blos mögliche Größen, fondern haben auch pofitive 
Werbe. Das Quadrat der Ordinate z, welche mit 
der Drehungsare parallel ift, bekommt nur einen mög: 
lihen Werth. Denn diefe wird durch eine reine quas 
dratiſche Gleichung, beſtimmt, naͤmlich z? — a? — 
(u — b)?, oder welches daffelbe iſt, 2? — a — 
(b — u)2. Die Entſthungsart des Körpers zeigt 
auch, daß die mit der Drehungsare parallele Ordinate 
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nur zwey gleiche, ſich entgegengeſetzte Werthe haben kann. 
Aber x® und y* koͤnnen jedes zwey verſchiedene Werthe 
erhalgen, die Ordinaten ſelbſt vier, von welchen zwey und 
zwey fich gleich, aber enrgegengefeßt find. Man fege durch 
die Drebungsare eine Ebene fenfrecht auf die Ebene 
des Halbkreiſes AEB, und nehme in diefer die Ordis 
naten y ımd z, die lestern.auf DE von D an, bie 
y dur ihren Endpunct fenfreht auf DE. Die Dres 
dinate x iſt auf die Ebene der y und z fenfrecht, 
oder der Ebene AEB parallel in dem Abitande y, wie 
es vorher z war. Iſt z kleiner als DE, (in dem 
Falle der Figur), fo trifft die Ordinate x die Obers 
fläche des Körpers nur zweymahl, und x hat nur zwey 
mögliche, : entgegengefetste Werihe. ft 2 größer als 
DE, doch Fleiner als der Halbmeſſer des erjeugenden' 
Kreifes, fo trifft die Ordinate x die Oberfläche viers 
mahl. In dem Kalle, da DE aufferhalb des erzeue 
genden Kreifes fälle, bat x immer vier mögliche Wer: 
the, wenn y und z mögliche Ordinaten find. — 
Nimmt man die Coordinaten x und z in der Ebene 
des Halbfreifeg AEB, jene auf AB von D aus, diefe 
durch den Endpunct von x auf AB fenfrecht, und bie 
y durch den Einopunce der z fenfreht auf AEB, fo 
verhält ea fich mit den y wie vorher mif den x. “Die 
Ebene AEB iſt num was vorher die durch DE auf fie 
fenfrecht geftellte. Die Durchſchnitte des Körpers mil 
Ebenen durch die Drehungsare find fich alle gleich. 


Man wird fich Ddiefes deutlicher machen, wenn 
man das Kreisſtuͤck AEDA auch auf die andere Seite 
von DE zeichner, und die drey Fälle der Drehung jes 
den nımmt. Der hier betrachtete Körper mag, als 
ein gutes Beyſpiel der Anwendung der Rechnung auf 

die Geometrie der Dberfläben, Aufmerffamfeit verdies. 
nen. Man vergleiche noch in dem Artikel, Frumme 
Slähe den Abſchnitt . 38 — 48. — In Montuͤcla's 
Geſchichte der Mathematik, Th. UL. ©. yz2 iſt ein 
Beyſpiel zur Berechnung eines Durchſchnittes des Koͤr⸗ 
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pers gegeben, der durch die Umdrehung eines Kreiſes 
um eine beruͤhrende entſteht. In der Gleichung muß 

aber ſtatt + $ 1? y? und ri geſetzt werdeu — Zt?’ y’ 
und +3 r%- Die Kolgerungen bleiben dennoch richtig. 


Spiß (acutus) heißt ein Winfel zweyer gera 
den Linien, dex Eleiner als ein rechter iſt; ein- Winkel 
zweyer Frummen ,. wo der Winfel ber berührenden ges 
roden an dem Durchfchnictspunete ein ſolcher ift. 


- Spitge eines ebenen Winfels ift der Punkt, 
in welchem "die geraden Linien, die ihn bilden, fid 
ſchneiden. 


+ Spige eines Begels iſt der Punkt, in welchem 
die Seiten deffelben zufammen fommen. 


Spitze (cuspis) an einer Erummen Linie it 
ein Punct, worin jwey Zweige an einer gemeinſchaft⸗ 
lichen VBerührenden geraden zufammenlaufen und ſich 
dafelbft endigen. Ein folcher ift an der Ciſſoide, an 
der Parabola semicubica, (f. Parabeln höherer Art), 
an der Sondoide. Ein Knoten an einer Erummen 
Linie, in welchen fi) zwey zufammenhängende Zmeige 
derfelben fehneiden, geht in eine Spitze über, wenn bie 
sundliche Figur, die fie neben den Durchſchnittspuncte 
bilden, fi in einen einzigen Punct zufammenzieht. 


Springer auf den Schachbrette, wie 
er von einem gegebenen Felde durch alle übrigen ger 
führe werden möge ohne irgend eined zweymahl zu 
treffen, ift eine Aufgabe aus der Analyfis der Lage 
Sie fheint vielleicht eine bloße Spielerey, und ift auch 
nur in fo fern merkwuͤrdig, als man bey ihrer Xufldr 
fing nach Gründen verfahren, und eine Art von Neds 
nung dabey anwenden kann, deren fie anfangs nit 
» föhig zu feyn ſcheint. Nicht fie an fich felbft, fondern 
die Kunſt der Auflöfung ift es, warum der Marhemas 
tifer wichtigere Lnterfuchungen durch fie unterbricht, 


? 
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Euler hat die Aufgabe nicht unwerth gefunden, 
ſich mit ihr zu beſchaͤftigen, und hat uͤber ſie eine Auf⸗ 
* [$fung’in den Memoires de l’Academie de Berlin, 
Tom, XV, annee 1759, geliefert, worin er fie feloft 
durch hinzugefügfe Bedingungen, ſchwerer macht. In 
einer Geſellſchaft ward ſie von jemanden vorgetragen, 
der verſicherte, daß er ſie aufloͤſen koͤnnte, man moͤchte 
ihm, welches Feld es ſey, vorgeben, um darauf anzu⸗ 
fangen, es auch leiſtete. - Euler fand nach vielen Vers 
fuhen einen Gang, der Genuͤge that, aber nur diefen, 
Allein es müflen beſtimmte und fichere DVorfchriften 
zur Aufloͤſung in jedem Kalle geliefert werden. Euler 
ift dazu auf einem ganz befondern Wege gefonmen, 
worauf Bertrand aus Genf ihn geleitet hat. Das 
Verfahren verdient deito mehr bemerft zu werden, weil 
es von einer ganz befondern Are iſt. Ehe ich davon, 
fo gut es möglich ift, einen Begriff gebe, will ich eine 
arrige innrmetrifche Anordnung des Ganges für ben 
Springer darftellen, welche ich aus einer Fleinen ° 
Schrift: Solution du probleme du Cavalier au 
jeu des echecs, par Mr. C*** (Colini),  Mann-: 
heim, 1773.: 8. (60. pag), genommen habe, mit 
unmwefentlichen Abanderungen, um den Bang des Sprin⸗ 
gers deutlicher zu machen. 


1. Man ſondere innerhalb des Schachbrettes 
ein Quadrat von 16 Feldern gleichfoͤrmig ab, ſo daß 
ringsherum eine Einfaſſung von zwey Streifen bleibe. 
In je zwey neben einander liegenden Streifen kann 
der Springer 4 Schritte, und in der ganzen Einfaſ—⸗ 
fung ı2 Schritte hun, und nach jeden 12 Schritten 
bleibt ein Gang in das Viereck ri In diefem farn 
er je 4 Schritte thun, und nah je 4 Schritten bleibe 
ein Gang in der Kinfaflung fry. Auf foldhe Art 
wird der Springer durch alle 64 Felder geführe, obne 
je eines zweymahl zu treffen. Es laͤßt fich dieſes auf 
mancherley Weiſe bewerfitelligen. Hier folgt eine Ans 
ordnung, welche die meille Symmetrie gewähren wird, 
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Die Zahlen 1...ı2 und 17...28, folgen nad 
ber Ordnung der Ecken ABCD auf einander, die Zah⸗ 
Ien 33...44, und 49...60, nad) der entgegengeieg: 
ten Ordnung ADCB, in dem innern Viereck folgen 
allein die Zahlen 29...32, nach der Ordnung ABCD, 
Die Zahlen in den Feldern des innern Quadrats bile 
Den recht fommetrifch je vier, rheils ein vechtwinflichtes, 
theild ein verfchobenes gleichfeitiges Viereck. Man 
bemerfe auch noch, welche Zahlen in die Diagonalen 
AC,BD, fallen. 


2. Der Verfaſſer der angeführten Schrift fügt 
noch einige Behandlungen der Aufgabe bey, wenn fie 
durch gewiſſe Bedingungen erfchwert wird, eine 
Auflöfungen find aber blos empirifch, nur auf den hier 
befchriebenen Gang des Gpringers gegründet, ohne 
mathematifche Huͤlfsmittel. Euler gebraucht hier, wie 
ed von ihm zu erwarten ift, ein eigenes, der Aufgabe 
angemefjenes Verfahren, um fie felbit mit fehr erſchwe— 
zenden Bedingungen aufzuloͤſen. Kiniges, was fi 
davon in der Kürze erklären läßt, mag bier, wegen der 
Defonderheit der Unterſuchung, Plag finben. 


3. Zuerft bemerfe Euler, daß, wenn ber Aufs 
gabe auf irgend eine Art Genuͤge geſchehen iſt, daraus 
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noch mancherley Abaͤnderungen des Ganges hergeleitet 
werden koͤnnen. Von einem Felde, aus welchem bis 
zu dem letzten dem Springer ein Schritt geſtattet iſt, 
läßt ſich die Folge der Felder umkehren. In unſerm 
Exempel (1) find unter anderh folche Felder, .13 und 
41. Man bezeichne die Felder des Schachbrettes 
durch die in jenem Erempel darin gefegten Zahlen, des 
ren natuͤrliche Folge alfo den darin angenommenen, 
Gang des Gpringers angiebt, fo entftehen aus bem 
urfprünglichen Gange, 

Uooo 13 0. .c04lı + 64, 
folchergeftalt, die neuen: 

I..ı.13,. 64 .... 14, und 

4 41. 64. .. ·420. 

Denn der Springer kann denſelben Weg, den er 
von einem Felde an bis zu dem letzten genommen hat, 
auch in entgegengeſetzter Richtung machen, ber umge— 
Febrte Weg muß fi nur an den vorhergehenden ars 
ſchließen fünnen. Da das Anfangsglied der Zahlene 
reihe auch ald das Schlußglied angefehen werden kann, 
fo läßt ſich der urfprüngliche Gang bes Springers 
auch in folgenden abändern Ä 

IooeoE. 1b 0... 06% 
Es ift nämlich aus ı in r2 ein Schritt geftatter. 

4. . Aus einer abgeänderten Kolge laffen ſich Durch 
Derfegung jedes der dußerften Glieder wieder neue her⸗ 
leiten. Aus ei uw 

.. . 64 ,.,414 
entſteht, da fi fi re * 25 ſchließt, die neue, 

1.0583 6666 
Die Zahl 24 fliege fih an 37; daher ensftege aus. 
diefer die neue, 

I..13.64 .. 37. — — 
Da 14 fi) an 11 ſchließt, fo giebt die Folge, 
14413 En 14, 
die neue, 
Uo.11214..,064 ,.13. 12, 
welche zugleich eine im fich waderkehrende iſt. 


t 
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5. Durch Verfekungen diefer Are kann man das 


x Jette (oder das’ erjte) Feld des Springers irgend wos 


hin verlegen. Man bemerfe nur, daß wegen des Llms 
kehrens die leßte Zahl der neuen Kolge um Ging groͤ⸗ 
ßer oder Fleiner ift als die Zahl, womit Die legte Zahl 
in der vorhergehenden Folge zufammen hängt. 3. B. 
das Schlußfeld follte irgendwohin, als in 32, fallen, 
PT REST 
DB. 1r.,13.64...1% 
©: 74:93. 06,17 2, 1 | | 
D. 1..9.14..31.10.713.64%..32, 
. womit ber Korberung ein Genuͤge geichehen iſt. In 
andern Fällen mag man- den urfprünglichen Chang des 
Springers öfter umterbrechen muͤſſen, als es hier 
noͤthig war, gerade bey einem zufällig gewaͤhlten 
Schlußfelde. | Ä | 


6. Dur eben diefes Mittel fann ein gegebener 
Gang in einen zuſammenhaͤngenden, in fich wiederkeh⸗ 
renden, bey welchem der Springer von irgend einem ae 

‚gebenen Felde ausgehen Fann, verwandelt werden. 
Denn bier find durch das Anfangsfelo die Schlußfel⸗ 
‚der beftimmt, deren ed, nad) der Tage jenes, ficben, 
fünf, drey oder eines giebt. | | 


7. Euler begnügt ſich aber nicht damit. Die 
fen Weg, der noch immer zu viel empirifches hat, ans 
gewieſen zu haben; er zeigt auch einen ganz fichern bes 
:flimmten, bey dem er das vorher gebrauchte Verfah⸗ 
ren der Verwandlung einer gegebenen Reihe benust. 
Es ift eine ganz befondere Are von Analyfıs unbeſtimm⸗ 
ter Größen. Manchen, welchen die große Sammlung der 
Derlinifchen afademifchen Schriften ‚nicht zur Hand ift, 
möchte esangenehm fenn, $hvon einen Begriff zu erhalten, 
welchen ich hier zu geben verſuchen will, indem ich zus 
‚gleich eine oder die andere Erläurerung beyfüge. 
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8. Linfer allgemeine Analyſt führt von irgend ei: 
nem Anfangsfelde den Epringer fo weit als es angehr, 
und füllt die leer gebliebenen Felder mit Buchftaben 
aus, wie in der folgenden Anordnung des Ganges 





Die Folge der Felder von ı bis 62, durch wel⸗ 
che der Springer geführt it, kann man eben fo wie 
‘vorher die Folge von ı bis 64 in eine andere verwan⸗ 
deln, in welcher das Teste Feld ein gegebenes iſt. Dies 
ſes lafje man ein folches feyn, aus welchem der Sprin⸗ 
ger in das Feld a (oder b) übergehen kann. Zu die— 
fer umgemwandelten Folge läßt fih nun das Feld a 
(oder b) feßen, fo erhält man eine Kolge von 63 
Geldern. Mic diefer verfahre man auf gleiche Art, ins 
dem man fie in ‚eine andere ummandelt, in welcher das 
legte Feld einen Ubergang in b (oder a) geſtattet. 
Diefes zu der Folge geſetzt, ift der Springer durch 
alle 64 Felder geführe. — Wären mehr als zwey Fel⸗ 
der leer geblieben, fo würde man diefes Verfahren 
wiederholen, bis daß man zu dem legten gelangt ift. 


9. In unferm DBenfpiele ift 10 ein Feld, wels 
ches fih an a fhließe, dem Gange des Springers ges 
mäß. In der Kolge, 2 2... 62, ift 9 ein Feld, wils 
ches fi an 10 und zugleih an 62 fchließt. Daher 
kann man fie in diefe, 

A. 1.049 «06%... ., 10, 
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ummandeln, welcher man das Feld a anhängen barf, 
‚Die vergrößerte Folge von Feldern ift nun, 
B. 01.9. DE n:3. 10.4 ie 

Diefe wandle man nun in eine folche um, an welchefich das 
Feld b hängen läßt. Man fuche zweyßelder, eines für a, 
das andere für b befchreitbar, deren Zahl um z unters 
fehieden find. Mur muß, wofern die Zahl für b in 
die Reihe 62.... 10 fällt, die Zahl für a bie größere 
feyn, weil die Reihe von 62 an eine fallende il. 
Zwey folhe Zahlen find 58 und 57. Nun wanble 
mon ‚die legrere Folge indiefe um: 

GG 1:3.9°02 02.58 .8-10. 0... 57 
Diefer darf man das durch b bezeichnete Feld zufegen, 
und die vollftändige Folge aller Felder, dem Gange 
‚des Springers gemäß, ift 
DD: 1,2908 58 .4 .10 .... 57. b. 
Bezeichnet man die Feider nach der natürlichen Drds 
nung der Zahlen, fo hat man diefen durch die Folge, 
E. 120.90.10.u.. 14015 46 63⸗64, 06 
zeichneten Gang. 





10. Wenn a und b nicht durch zwey Felder, 
wie bier durch 58 und 57, verbunden werden Fönnten, 
fo müßte man die Reihe B in eıne andere umwandeln, 
deren Endzahl mit b auf folde Art verbunden werben 
koͤnnte. 

Eine 
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Eine andere Art, wie alle Felder nad) der Bejeich- 
nung in (8) befehritten werden fönnen, ijt | 
A 293 0 U 
B. 1...53.62...58.8,54:...57.b. 


Noch eine ift I 

A. 1.2.55 .62..56.8 - 

Be 1..:55..02..58.0.56.37,b, 
welche nun wieder dur die natürliche Zahlenordnung 
dargeftelle werden fönnen. . 


11. Euler verwandelt hierauf etwas mühfam die | 


Folge E in (9) im verfchiedene Folgen, die im fich zu: 
rücklaufen. 


Da er fo.meit der Aufgabe Mieifter war, machte 
er fie durch hinzugefuͤgte Bedingungen fehwerer. Eine . 
folhe ut, daß die Zahlen in Feldern welche in Abfiche 
auf die entgegengefesten Ecken des Vierecks einerlen Lage 
haben, venfelben Alnterfchied, welcher 32 it, haben 
follen. Euler fest die Zahlen 1, 335 2,345 3. 355 u.. 
ſ. f. auch die 64, 325 63, 315 62, 30, u. |. f. gehörig 
in die Felder, fo weit es thunlich iſt; in die leer gebliebes 
nen Felder ſetzt er ſchicklich gewählte Buchſtaben, welche 
nach einander auf ähnliche Art an die umgewandelten Kol 
gen angehängt werden, wie vorher die Buchjlaben a und 

So entftehen zwey zufammen gehörige, aus Zahlen 
und Buchftaben gemifchte Folgen, von deren einer ach 
das Ende mit vem Anfange der andern zufammenhängend 
gemacht werden muß. Die Werthe der duch Buchſta⸗ 
ben bezeichneten Zahlen werden nun durch ihre Stellen in 
der ganzen Folge beſtimmt, da das erfle Glied Eins ges: 
nannt wird, me 

ı2. ine nette Bedingung ift, daß zugleich die 
durch 1 bis 32 bezeichneren Kelver alle in der einen Hälfte 
des Vierecks, die von 33 bis 64 in der andern fich finden 
follen, Die beiden Hälften ſeyn durch eine mit der einen 
Seite des Vierecks Pärallele gefchieden, 


sy 
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13. Euler betrachtet noch ein Quadrat von as Fel⸗ 
dern, um daran, da es Fleiner ift, die‘ Menge der Abaͤn⸗ 
derungen des Ganges, den der Springer nehmen mäg, 
zu zeigen. Darauf giebt er noch einige Beyſpiele, in 
welchen ſtatt eines Quadrats ein ungleichfeitiges Mechts 
eck genommen ift. Zuletzt bemerft er, daß die Aufgabe 
auch für andere Tiguren ald Mechtecfe Statt finde. Die 
Figuren in den Dazu gegebenen Venipielen entftehen aus 
Dundraten, in weichen die Eckfelder weggeſchnitten find; 
eine bilder ein gleicharmiges Kreuz von 20 Feldern. Der 
Gang des Springers in diefen Figuren iſt zugleich wies 
berfehrend. - | . 


74 Vandermonde, ehemahliges Mirglieddes 
franzsfifhen Natisnal Inſtituts, vorher der Akademie 
der Wiflenfchaften (geboren zu Paris, 1735, geftorben 
im ten fahre der Rep.), har fich in den Mem. de Pa- 
ris fir 1771 auch mic diefer Aufgabe, als eines Falles 
für die Geometrie der Lage, befchäftigt, und folche vor» 
nehmlich durch eine fihickliche Bezeichnung der Felder des 
Schachbretts, wobey jedes Feld durch zwey Zahlen, wel⸗ 
che anzeigen, das wie vielte es in horizontaler und vertis 
ealer Richtung ift, angedeutet wird, zu einer bloßen 
Sache des Ealcüls zu machen gefucht, da Eulers Bu 
. handlung der Aufgabe vorausfegt, Daß man das Schach⸗ 
Brett vor Augen babe. 


15. In den Miscellaneis Berolinensibus, 
1710, iltein Auffaß von Jeibnig enthalten, Annota- 
- tio de quibusdam ludis, inprimis de Ludo quo 
dam Sinico, cet. Er erwähnt darin des zu feiner Zeit 
befannt gewordenen, Solitaire genannten, einfiedleris 
fchen Spiels, und ſchlaͤgt eine Abänderung deffelben vor, 
bey welcher man nad) geometrifchen Gründen möchte ver: 
fahren fönnen. Zu jenem Spiele dient eine Tafel, die 
eine Anzahl Loͤcher enrhält, in welche, bis auf eines, 
Pfloͤckchen geſteckt worden. Dieſe find eins nad 
dem andern herauszunehmen, welches geſchieht, wenn 
neben jenem ein Loch offen iſt, in welches ein Nach— 
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bar über ihn Hin fpringen kann, auf aͤhnliche Art, 
wie in dem Damenfpiele ein Grein genommen wird: 
Es muß zuletzt nur ein einziges Pfloͤckchen übrig bleiben. 
Die Abaͤndering, die Leibnitz vorfchlägr, beſteht in einer 
Umfehrung. Die Tafel werde ganz leer gelaffen. In 
eines der Löcher wırd ein Pflöckchen geftecktz nach diefem 
werben bie übrigen auf eben die Art gefteckt, wie fie vor⸗ 
her herausgenommen wurden. Go foll die ganze Tafel 
angefüllt werden, oder, melches noch fünftlicher feyn möchte, 
es foll durch die Pflöcchen eine gegebene Figur, als 
ein Dreyeck, Viereck, Achteck, hervorgebracht werden, 
wofern es möglich iſt. Atque hoc ipsum, ſetzt }. hin— 
zu, magnae artis esset praevidere quid praestari 
posset; haberetque aliquid inprimis Geometricum 
hic processus. Sed ego ad profectum inventricis 
artis ludendi artificia detexisse, non ludum valde 
exercuisse laudarem. 


Stereographifche Proiection ir eine pers 
ſpectiviſche Entwerfung der Kugelflaͤche auf die Ebene eis 
nes ihrer größten Kreife, nach deffen einem Pole, als 
dem Orte des Auges, die Entwerfungslinie gezogen 
werden, 


ı. Es fen ANBO (Fig. 44) ein größter Kreis der 
Kugel, C der Mittelpunet, AB, ON zwev Auf einander 
fenfrechte Durchmeffer deſſelben. Das Auge befinde ſich 
in O, fo fällt AB in die Tafel *), und die Projection 
eines Punctes F auf dem Kreife ANBO ift der Punct P 
der AB, in welchem fie von der OF gefchnitten wird." 


2. Man fege den Abſtand des Punctes F von dem 
dem Auge entgegengeſetzten Pole N des größten in die Tafel 
fallenden Kreifes, welcher Furz der Grundkreis beißen 
ann, das ift, der Bogen NF=g, den Halbmeffer der 

) Wenn Entwerfungslinie die gerade vom Auge nah einem zu 
eutwerfenden Puncte bezeidnet, fo it Entwerfungsebene die 

Ebene durch's Auge umd eine zu entwerfende gerade; alfo 


nicht mit Tafel einerley. Diefe ift die Ebene des Entwurfe, 
der Projestion oder die Projectionsebene, 
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Kugel —E —=CN=-r Da coPp = INCH, fo iſt 
CP =rtang}#g, Sur go it CP=o, oder die 
Projection von N fällt inC. Wird F an der andern 
©eite von ON, nah A zu, genommen, fo iſt g, fo 
wie CP negativ, und P fällt in CA. Kür Puncre m 
den Halbkreiſe des Auges AOB ift g> 90° md CP>r, 
ihre Projectionen fallen alfo außerhalb des Srundfreife, 


2. Die Projection eined Kreifes, welcher durd 
das Auge geht, iſt eine gerade Linie, der Durchſchnitt 
nämlich der Tafel mit der Ebene des Kreifes. Iſt der 
Kreis ein größter, imie ANBO, deſſen Ebene alfo 
ſenkrecht auf die Tafel it, fo iſt feine Projection der ju 
beiden Seiten verlängerte Durchmeſſer des Grundkreiſes 
AB, in welchem dieſer von jenem geſchnitten wird. 
Nämlich der Durchmeffer AB felbft iſt die Projection des 
Halbkreiſes ANB, feine Verlängerungen zu beiden Sei— 
ten aber find die —— der Quadranten OA, 
OB. (2). | 


A. Es ſey F die Mitte des Bogens DE, fo iſt 
die Sehne DE zugleich der Durchmeffer eines nicht durch 
das Auge aehenden Kugelfreifes, deflen einer Pol F 
ift, und deffen halber Umfang DIE feg. Die Projes 
tion diefes Kreifes ift der Durchfchnict der Tafel mir dem 
Kegel, deſſen Spitze O, Grundfläche der Kreis DIE ill, 
und in deffen Seitenfläche alle von O nach dem Limfange 
des Kreiſes DIED gezogene Entwerfungslinien liegen, 
die Projection des Durchmeſſers DE: aber ijt das Grüd 
GH der AB, welches OD, OE zjwifchen ſich abfchnei: 
den. Da der Winkel OGH als Complement von GOC 
zit feinem Maße den Quadranten AN weniger den halben. 
Bogen ND, das ift, die Hälfte des VYogens DAO hat, 
eben dieſe Hälfte aber auch das Maß dee Winkels DEO if, 
fo tOGH=DEO, und aus gleichen Gründen, oder 
weil die Dreyecke OGH, ODE wegen dee gemeinſchaft⸗ 
lihen Winkels O und der gleichen Winfel OGH, DEO 
ähnlich find, GHO=—=ODE, folglib GH und DE an: 
tiparallel. u find die ie des Kreiſes DIE over di: 
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Grundfläche des Kegels und die Ebene des Schnitts ober 
die Tafel fenfrecht auf die Ebene des Dreyhecks ODE, in 
welcher die Are des Kegels liegt, folglich ift der Schnitt 
des Kegels mit der Tafel ein Mechfelfchnitt deſſelben 
(Kegel, 9.), mithin ein Kreis vom Durchmeffer GH. 
DE BI: ai. ee te 
Jeder nicht durch das Auge gehende Kugelfreis 
wird alfo in einen Kreis projicirt, deſſen Durchmeffer 
in den Durchſchnitt der Tafel mir denjenigen größten 
Kreife der Kugel. fälle, „welcher durch die Pole des 
Grundkreiſes und des projicirren Kreifes geht. 

5, Wird der Abſtand der Puncte des Kugels 
freife8® DIE von dem Pole F, der Bogen DF oder 
FE=u gefesr, fo iſt DN=u—g, NE=u--g, 
alſo CG=—rtang (u — 2), CH==rtang 3 (u+8g), 
und GHZr(tang 3 (u—g) + tang (u -+8)) 

_ r{sinu—sing) + r(sinu + sing) 
— cosg + cosu 


zrsinu | 
——, Der Halbmeffer ver 
cosg cosu | 
rsinu | 
Projection ift alfo = —— , und ber Abs 
cosg + cosu 
ftand des Mictelpuncts derfelben von C, dem Mittels 
| r(sinu + sins)—rsinu 
punete des Grundfreifes, — — — 


(Goniontes 





ftie, 30.) = 


cosg + cosu °. 
rsing - ni ar 
— — x F N, ſo daß der ent 
cosg + cosu, Säle et. eß — 
worfene Kreis dem Grundkreiſe parallel iſt, ſo iſt 
g=0, der Mitielvuret der Projection fällt in C, und 
— = rtang 


kan m __  Fsinu 
der — derſelben iſt ii 
zu(Öoniomrtrie, 38). In diefem Kalle nämlich iſt 


der Kegel ODIE gerade, und der Schnitt deffelben 
mit der Tafel der- Grundfläche parallel, — 








470 Stereographiſche Proiection. 


6 Kür einen größten Kreis ift in (53) u==90°, 
folglich der Halbmeſſer der Projection defjelben = 


R Tr , 
| — == 7 secg, der Abſtand des Mittelpuncts der 


— F rsin 
‚ Projection von C aber = en tang g. 
| | cosg, 


7 Setzt man uzo, fo giebt dies die Projes 


tion des PolsF, deren Abſtand von c = — —— = 
Zr . Ä | 1 + cosg 

nt g, wie in (2), iſt. Fuͤr die Projection des 

dem Auge näheren Pols £ it u = 180°, alſo der 


Abſtand derfelben von C = — 
cosg — 1 


wo die Negation anzeigt, daß die Projectien an bie 

etgegengefegte Seite von C oder in Die verlängerte 

CA fälle. | | | 

| 8. Analytiſch erhält man die Nefulcare in (4) 
und (5) fo. Der Kreis ASBR (Fig. 45) um den 
Mittelpuͤnet C fey der Grundkreis, die Durchmefler 
AB, RS veffelben fepn die Durchichnitte zwever durch 
feine Pole geführten größten Kreife, und auf ihnen P 
und M die Projectionen zweyer auf diefen Kretien bes 
findlichen Puncte der Kugelflähe F und WW”), deren 
Abftände von dem Pole N (Fig. 44) g und v fin. 
Es ift demnach CP=rtangig, CM = rtang $V. 
Der Winkel SCB, welcher dem Winkel ver beiden 
Kreife auf der Kugel FENW gleich ift, fey 9. Man 
nehme AB zur Abfciffenare, und beziehe darauf die 

Lage der Puncte, wie M, durch die fenfrechten Coordi 
naten CQ=x, QM==y, fo iſt 


rsin 
5 == — rcot3g, 


rsinv cos® 


x = rtang I vcos 0 
5 & e ı + cosv 

*) Man wird fi die nöthigen Linien und Puncte, melde in bet 

| — weggelaffen find, nach Anleitung von Fig. 44 | 
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_ — | __ rsinv sin ® 
a +cosv, 

9. Anſtatt die dage des Punctes W auf der Rus 
gel gegen den größten über AB fenfrechten Kreis durch 
den Bogen NW und Winfel WNF zu beflimmen, 
werde folche jegt durch den Bogen FW des größten durch 
F, W geführten Kreifes und den Winfel NFW bes 
ſtimmt. Jener heiße u, dieſer m. Das fphärifche 
Drenet FNW, in welhen NF=g, NW=v, 
FNW=D, ift, giebt die Gleichungen '- 


sinv sin® —"sinu sin« 


\n __ Sing cosu — cosg sinu cosw 
snu sınw 


cosy = cosgcosu + singsinu cosw, 


Durch Multiplication der beiden erften entſteht 
sınv cos® = singcosu — cosg sinu cos w 
Dadurch und durch die dritte Gleichung wirb 
in (8) 

_ __ r(singg cosu — cosg sinu cosw) 
D - c0sg cosu + sing sinu cosw 
rsinu sin w 





. " ꝓ»— eosgcosu+ sing sinu cosw 

Um nun bie Gleihung für den Ort, auf welchen 
die Projeetionen allee Puncte kiegen, welche von F einers 
lep Abſtand u haben, das ift, die Gleichung für die Pros 
jection eines Kreifes, deſſen einer Pol F ift, au finden, 
muß man die eben gefundenen Ausdrücke für Die Coordi⸗ 
naten x‘, y fo mit einander ‚verbinden, daß der veräns 
derliche Winkel » herausgeht, Zu dem Ende ſuche man 
cosw durch x. Es iſt | 
rsingcoswW—x(ı + cosg cosu 


cos wu = s . B 
r cos g sinu — xsing sin u 
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Nun iſt 
rr (1 cosv) 
xx = mtangzv’—= — — 

ry= 82° — 
woraus 
IT—XX—Yy 
Ir -xx-+-yy 
wird. Subſtituirt man bier den gefundenen Werth von 
cosw, fo wird erhalten - 

IT—XxX—yy _ Tcosu—xsing 

+8 Hy rcosg +xsing 
und wenn man jeden diefer Wrüche befonders von 1 abs 
zieht und auch dazu addirt, und die —— durch die 
Summe dividirt 

xxt+ yy r(cosg — cosu) + 2xsing 
nm u r(cosg + cosu) 

woraus | 


ytrx- 


oder 


| € _ sing rsinu ⸗ 
ye 41x— =) = ) 
cosg.+ cosu cosg + cosu 
wird, welches bie Gleichung für ben gefuchten Ort iſt. 
Sie gilt für einen Kreis vom Halbmeffer __reinu 


cosg cos u 
deſſen — in AB fälle und von C um die Größe 


rsing ' 
b t. 
cosg + cosu BEN 


ı0. für einen — Auge gehenden (Feines) 
Kreisiſt u 180° — 8, alfo cosu = — cosg, und 
"cosg + cosu=o, Daher wird | 
— 21XSINg = 21T cosg 
DE XKZ— rcotg 





(8) _ 


= cosy==cosgcosu 4 sing sin u cosm 


arxsing __rr(cosg — cösu) 
vosg ” cosu- .cosg + cosu 











% ” 
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welches die Gleichung für eine gerade auf AB ſenkrechte 
Knie in dem Abſtande rcotg von C nach A-zu ift, übers 
einſtimmig mit (3).— Für -Kreife, die: noch näher an den 
dem Auge nächften Pol f fallen, als der nur betrachtete, 
iſtu ıg0—g +tmwor<g iſt, alfo cosu = — 
cos (¶ — H), folglid) der Halbmeffer der Projection, 
rsinlg—t) , | OR 
⸗7 , und ber Abftand ihres Mittels 
058g — cos (g—t) a Ne 

punets von C — SR BE ei: ABNERER Beide Größen 
cosg- cos (g-t) | 13] 

werden, ald Stuͤcke des negativen. Theils ber Abfciffens 
linie CA, negariv. Die Negation des KHalbmeffers 
kommt nicht in Betracht, fondern nur die abſolute Groͤße 
deſſelbben. ES 
12. Obgleich durch (9) ſchon erwieſen iſt, was er⸗ 
wieſen werden ſollte, daß naͤmlich die Projection eines 
Kreiſes wieder ein Kreis iſt, ſo wird es doch nicht unnuͤtz 
ſeyn, noch die Gleichung fuͤr die Projection eines groͤßten 
dutch F- gehenden Kreiſes zu ſuchen. Zu dem Ende muß: 
der veränderliche Yogenu aus ben Öleichungen fürx.und y 
in (9) eliminirt werden, indem für einen. und denſelben 
Kreis . underäuderlich ift, BSR | 

| 





RK HY _ 1 cosy 

I 1.4 cosv 
1—— 005g cos u — sing sinu cos w 

1- cos g cosu + sing sinucosw 
ſo wirb | 
m—-xz—yy_ 2(cosg cosu + sing sinu cos w) 


rr7 14cos g cos u 4 sin g sin u cos 
Nun iſt | 
‚sing _ (14 cosgeosu-+singsinucosw)sing, 
—— ö —⸗— e — —ñ —ñ—ẽ S E — — — —ñ 


2xcosg _2(sing cosu — cosg sinu c05w) cosg 
folglich ducch Multiplication _ 
Er — xx — yy) sing 

a 7 


2 1x cosg 
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= sing cosg cosu + sin g® sinu cosa 
sing cos g cosu — cosg" sinu coau 


und hieraus | 
21x cosg 


rn ee — 
(st — xx — yy) sing — 21x cosg 


__ Sing cosg cosu — cosg* sinu cos w 
— = sinu cosw 
ober | | 
| a2 rx cosw 
(er — xx — yy) sing — 2rx cosg 
__ sing cosu — cosg sinu cosw _ x sinw 


ain u | y 





woraus man erhält. , 
yy xx + ary coseog cotw +— arxcotg=m 
oder — 
(y-+rcosecgcotw)*+(x+rcotg)'=(rcosecgcosecu)* 
welche Gleichung einem Kreife angehört, für welchen die 
Abfciffe des Mittelpunets = — rcotg, die Ordinate 
== — rcoseegcotw und der Halbmeſſer = r cosecg x 
coseco ift. Da die Abfciffe des Mittelpunets blos von 
abhängt, fo liegen Die Mirtelpuncce aller Kreife, melde 
rofertionen größter durch den Punct F auf der Kugel 
gehender Kreiſe find, In einer geraden auf AB ſenkrechten 
Linie, Dies erbellt auch daraus, daß alle dieſe Kreife die 
Projection des Durchmeſſers FE, welche in AB fälle, zu 
gemeinfchaftlihen Sehne haben. . 

126 Geht der größte Kreie durch N oder ift er auf 
dem Grundkreiſe fenfrechr, fo it go, indem F inN 
fälle, wodurch 9 der Nebenwinkel zu » wird, und es iſt 
Die Sleichung für die Projection 

y+txtngv=o 
welche einer geraden Linie angehört, die durch den Ans 
fang der Abfeiffen C geht, und die Abſciſſenaxe an der 
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Seite der pofitiden Abfe ffen und Ordinaten unter dem 
Winfel 1800 — a6 ſchneidet. BE, 

Iſt wo, fowird y=o, die Gleichung für die 
unbeftimme zu beiden Seiten verlängerte AB ſelbſt, wel« 
he die Projection des Kreiſes ANBO ift (3). 


13. Es ſey L (Fig. 45) dee Mittelpunct eines 
nah (11) entworfenen Kreifes, LK fenfreht auf AB, 
ſo daß CK =rcotg, RLX rcosecg cotw, fo iſt 
PK=r(cotg + cot}g) = rcasecg (Goniometrie, 
rcoseog 


rcosaccotw 

KLP — w. Die berührende, der Projection an P, 
welche fenfrecht auf LP ut, mache mir der auf LK fenfs 
rehren AB einen eben fo großen Winfel, welcher auch 
der Winkel der Projertion mit AB an dem Durchſchnitts⸗ 
puncte P iſt. Die Projectionen zweyer größten Kreife, 
von denen Der eine fenfreche auf die Tafel ift, fchneiden 
alfo einander unter demfelben Winkel, wie die Kreife auf 
der Kugel, Hieraus ergiebt fich, daß die Projectionen irs 
gend zweyer größten Kreife einander unter demfelben 
Winkel fchneiden, wie die Kreife auf der Kugel, ben 
Srundfreis nicht ausgefchloffen, deſſen Projection mit 
ihm felbft einerley iſt. 


14. Der geometrifche Beweis dieſer Eigenfchaft 
ftereographifcher Entwürfe ift folgender. | 

Die verlängerte DE (Fig. 44) begegne der gleichs 
fall$ verlängerten AB in L, und fchneide OF in R. 
Da in den Dreyecken OGP, OKE bie Winkel DOF, 
FOE, als Peripheriewinkel auf gleichen Bogen DF, 
FE, einander gleich find, auh OGP = KEO ift, fo. 
it OKE=GPO=KPL, folglid das Dreyeck KPL 
gleichſchenklig, und KL PL. Es ſchneide irgend eine 
andere außer der OANB durch OF gelegte Ebene die 
Ebene des Kreifes DIE in LM, die Tafel in PM. Weil 
die Ebene des Kreiſes DIE und die Tafel ſenkrecht auf der 
Ebene OANB find, fo ift auch ihr gemeinfchafrlicher 


50.) alſo tang KLP= — tangw folglich 


i. 
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Durchſchnitt LM fenfrechtdarauf, und die Drepecfe KLM, 
PLM jind bey L rechtwinflig. Nun it die@eite LM 
ihnen gemein, und KL= PL, alfo it LAM = LPM, 
Es beruͤhre eine Ebene die Kugel in F, und merde von 
den Ebenen OKL,.OKM in FT, FZ gefchnitten, fo 
äft, weil die Ebenen ZET, MKL parallel find, aud 
FT ver KL, und FZ der KM parallel, folglich der 
Winkel ZET = MKUL (Ebene, 19.13) =MPL, Die 
FT beruhrt den Kreis ANBO in F, und FZ ift die Be 
ruͤhrende eined größten durch F gehenden Kreijes FOf, 
welcher den Kreis ANBO in F£ und unter einem Winfel 
— ZFT fchneider. Daher ift der Winfel MPL bem 
Winkel der beiden Kreife ANBO und FQf aleih. Weil 
OF eine Geirenlinie des Kegels it, welcher O zur Spitze 
und ven Kreis FQFf jur Grundfläche bar, fo berührr die 
Ebene OFZ diefen Kegel, und PM, weldye der Durch— 
ſchnitt der Verührungsebene mit der Tafel ift, beruͤhrt 
den Durchfchnitt des Kegels mit der Tafel, das ift die 
Projection des Kreifes FOL. Der Winfel MPL ift alfo, 
der Winkel dieſer Projection an dem Durchſchnittspuncte 
P mit der AL, welche die Projection des Kreiſes ANBO 
iſt. Folglich fchneiden die Projectionen der beiden größten 
Kreife ANBO und FQf, wovon jener fenfrecht auf die 
Tafel if, einander unter demfelben Winfel, wie bie 
Kreife auf der Kugel. — Der Beweis bleibe gleich dem 
in (13) auch noch gültig, wenn DE ſenkrecht auf AB 
iſt, und F und P zugleich entweder in A oder B fallen. 
15. Wenn zwey Kugelfreife einander berübren, fo 
haben fie im dem Beruͤhrungspunete eine gemeinfchaftliche 
Beruͤhrungslinie. Legt man durch. diefe und durch das 
Auge eine Ebene, fo berührt folche die beiden Kegel, der 
ren Durchfchnitee: mit der Tafel die Projectionen ber beis 
den Kreife find. Da nun die Geitenflächen beider Kegel 
blos die Entwerfungslinie nah dem Beruͤhrungspuncte 
gemein haben, fo haben ıhre Durchſchnitte mit der 
Tafel, das ift, die Projectionen- der beiden Kreife bios 
der Durchſchnitt jener Linie mit der Tafel, das ill, 
die Projection des Beruͤhrungspunctes gemein, und 
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der Durchſchnitt der Beruͤhrungsebene mit der Tafel, 
welcher durd bie Projection des Berührungspunetes 
gebt, berühre beide Kreife, die die Projectionen derer 
auf der Kugel find.  Kolglidy berühren die P ojec— 
tionen einander in der Projeetion des Beruͤhrungspunets 
auf der Kugel. 


16. Hieraus folgt, daß uͤberhaupt die Projectio— 
nen zweyer Kugelkreiſe einander unter demſelben Winkel 
ſchneiden, wie die Kreiſe auf der Kugel. 


Denn ſchueidet ein größter Kreis der Kugel einen - 
Fleineren, fo ziehe man durch einen der beiden Durch⸗ 
ſchnittspunete einen größten Kreis, welcher den kleineren 
berührt, fo fchneiden die Projectionen der beiden größten 
Kreife einander unter demfelben Winkel wie die Kreiſe 
auf der Kugel. Dun berübrr die Projection des größten 
Kreifes, der den. Fleineren berührt, die Projection dieſes 
kleineren Kreiſes, und hat mit ihm in dem Beruͤhrungs⸗ 
puncte eine gemeinſchaftliche Beruͤhrungslinie. Da aber 
der Winkel zweyer Kreiſe der Winkel ihrer beruͤhrenden 
in den Durchſchnittspuncten iſt, fo iſt der Winkel der 
beiden größten Kreife auf der Kugel, dem Winkel des 
einen derſelben mit dem Fleineren Kreiſe ‚ welchen ver 
andere berührt, gleih, und eben dies gilt auch von ben 
Projectignen dieſer Kreife. Daher ſchneidet die ‘Drojees- 
rion des größten Kreiſes die Drojection des Fleineren unter 
demfelben Winkel wie auf der Kugel, 


Schneiden zwey Fleinere Kreife ber Kugel einander, 
fo ziehe man durch einen der Durchfchnittspuncke größte 
Kreife, welche die Fleineren berübren,, und der Deweis 
bleibt, - | Au 


17. Daß die Projecfionen zweyer Kugelfieife, 
wovon der eine oder beide kleinere Kreife find, einander 
unter demfelben Winfel ſchneiden, wie die Kreife auf der’ 
Kugel, läßt ſich auch daraus ableiten, daß die Projection 
eines größten Kreifes, welcher ſenkrecht auf einen antera 
Hugelkreis iſt, folglich durd) feine Pole gebt, die Pros 
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jeetion deffelben gleichfalls unter einem rechten Winkel 
chneidet. Letzteres erhellt fo: | 


Es fey I der Mirtelpunct der Projection eines nad) 
(9) entworfenen Kreifes, L der Mittelpunct eines nad) 
(11) entworfenen größten Kreifes, welcher vermöge der 
dortigen Vorausſetzungen fenfrecht auf den erften Kreis 
it, M einer der Durchſchnitte der beiden Projectionen, 
fo ift aus (9) 


G- rsıng rsınu 


= IM, 
cosg + cosu ; 005g + cosu 
und aus (11) CK == rcotg, KL=r cosecg cotu, 
LM == rcosecg cosecw, | | 
— — ‚und KIE—IM' 
sıng(cosg + cosu) | 

r ꝓ cos ſu — ) (ı + cos(u + g)) 

u sing’(cosg + cosu)® 

"(rt + 200sg cosu + cosg? — sin u*) 

m sing*'(cosg + cos u)* 

ie (cosg? + 2c0sg ccsu + cosu?) 
— sing’(cosg + cosu)*® 

= r’cosecg’ = r? cosec g’ Cosecw’ — r? cosec g? cota* 
— ML? — KL? Demnah it LM*® + MI = 
RKLKILIBL, folglih der Winfel LMI der beiden 
Radien MI, IM em rechter, alfo auch der Winkel der 
beiden aus L und I mit diefen Madien durch M befchrie 
benen Kreife ein rechter, das ift, der Winkel der Projers 
tionen zweyer auf einander fenkrechten Kugelkreife, wor 
von der eine ein größter ift, ein rechter, 


18. Eine Solge der jet bewieſenen Eigenſchaft 
der ftereographifchen Projection, nach welcher in derfels 
. ben alle Winfel auf der Kugel in gleich große projiert 
werden, ift, daß die Projectionen der Fleinften Theile 
der Kugelfläche ihrem Urbilde auf der Kugel ähnlich find» 
Auf andeharten, welche nach der ftereographifchen Ent 








mithin KI= 
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mwerfungsart gezeichner find, haben alfo die Grade ber 
Sänge zu denen der Breite überall das richtige Verhälte 
niß. Diefe. Eigenfchaft verbunden mit der, daß die 
Projectionen der Kreife auf der Rugel-wieder Kreife find, 
macht die ftereographifche Projection, zu Landcharten eben 

fo fehr empfehlungswerth. on | 


19. Der freis ASBR (Fig. 45) oder der Grund» 
freis fen ber Aquaror der fphärifhen Erde, fo iſt C die 
Projection des Pols N (Fig. 44), und die Projectionen 
der Meridiane find gerade durch C gehende Linien. Es 
feyn CS, Cf die Projecrionen zweyer Quadranten NS, 
N/, von eın Paar einander unendlich nahen Meridianen, 
und auf ihnen M, m die Projectionen der Durchſchnitte 
W, w jener Duadranten mit einer lorodromifdyen Linie. 
Da das unendlich Fleine zwifchen dem Quadranren NS, 
N/ enthaltene Srüc der Lorodromie \Ww fich mit dem 
zwiſchen denfelben Endpuneten enthaltenen Elemente eis 
nes größten durch W, w geführten Kreifes verwechfeln 
läßt, fo ift feine Projection Mm das Element eines 
Kreifes, welcher den Halbmeffer CI unter demfelben- 
Winfel fchneidet, unter welchen der Kreis auf der Kugel 
den Quadranten NS fchneider. Diefer Winfel ift der 
Iorovromifche und von befländiger Größe. Die Projecs 
tion der gorodromie auf die Ebene des Aquators fchneidet 
alfo alle Halbmefjer wie CS unter demſelben Winkel; fie 
ift alfo eine logarichmifche Spirale (Spirale, 42.). 


20. Die Nehnung giebt daſſelbe Reſultat for - 
Wenn die forodromie in B anfängt, und der Winkel 
BCS, wie bisher, O, der lorodromifche Winfel « und» 
die - des Punctes W auf der !orodromie P heißt, 
fo i e 3 
| G=tanga.logtang(4 + 3V) 4 
(Sphäroid, 41, wo W ftart w kommt und eo ifl), 
Setzt man nun den veränderlichen Nadius CM = z, 
o iſt 
2 — rtang $v(8) = 
= rtang (45°— 4 Y) nz 
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Es iſt nämlich v ber Abftand vom Pole, ale =go—V. 
Man hat nun 


, | t r 

tanz (45° z — — oo. 

3(45° +3 Y) tang (45° — I) si 
alfo, wenn noch tanga m gemacht wird 
. = mlog(r:z). F 

Dieſes iſt die Gleichung für die Projection der Lorodro⸗ 
mie. Sie gehoͤrt einer logarithmiſchen Spirale an, in 
welcher die Radien z abnehmen, wenn die poſitwen 
Winfel © zunehmen. (Spirale, 39), Der Winfel 
der Spirale mit dem Radius CM iſt — a (daf,4ı), alſo 
Dem lorodromifchen Winfel glei). 


21. Die Lage des Punctes M, der Projection 
Inu 





von W, aufdem um I mit dem Halbmeſſer 
cosg + cosu 


befchriebenen Kreife (17. 9) wird auch durch den Durde 
ſchnitt diefes Kreifes mit PM bejtimme. Man ſuche alio 
den Winfel CPM x. | Ä | 
- &iOP=CP—CQ = rtangig—x 
rsing r(sin g cosu—cosg sinu cos4) 
u Du — — 
ı +cosg ı1-+cosgcosu- singsin u cos 
_ r(sing (1 — cosu) + (t + cosg) sinu cos @®) 
(1 + cosg) (1 + cosg cosu + sing sinucos@) 
mithin . 
tangx = | 
OP _ (r + tosg) sinu sin w 
QM T sing(1—cosu) + (1 + cosg) sinucosw 
2 cot$u sinw 0. eotzg sin 
— tangèâég + cotzu cosw - tangzu + cotägcosw 
Dieſe Gleihung gilt für ein ebenes Dreyeck, in 
welchem zwey den Diebenwinfel zu w einfchließende 
Seiten das Verhaͤltniß von (1 + cosg) sinu: 
-sing(1 -cosu)—=cotfu:tang fg — cotzg:tangzl 
| bir 
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haben, x aber der Winkel iſt, welcher der erſten jener 
beiden Geiten entgegenſteht. Sie läßt ſich verſchiedent- 
lich eonftruiren. . 


Es iſt uͤbrigens klar, daß, wenn GH ter in AB 
fallende Durchmeffer des um I befchriebenen Keeifes iſt, 
der Bogen GM die Projection des Bogens w auf der 
Kugel iſt, indem die Projection eines größten Kreifes, 
welche durdy P und M geht, mit AB emen Winfel = w 
macht (13), deffen Maß der vem Bogen GM entipres 
chende Bogen eines Eleineren um den Pol F (Fig. 44) 
durch die Puncte D, W (4, 8) befchriebenen Kreifes iſt. 


22. Die bisherigen Säge enthalten die merkwuͤr⸗ 
digften Kigenfchaften der ſtereographiſchen Projection. 
Zum Behuf der nun beyzubringenden Conſtruetionen, um 
dieſe naͤmlich in der Ebene der Tafel auszufuͤhren, ſtelle 
man ſich den Kreis ANBO, ſo wie jeden andern durch 
das Auge O gehenden größten, mithin auf die Tafel 
fenfrechten Kreis, "um feinen Durchſchnitt mit der Tafel 
AB gedreht und in Diefelbe niedergelegt vor. Die Lage 
ber Puncte G, P, H der AB bleibe dabey ungeänderr, 
bie Puncte O, N, fo wie D, F, E fallen in den Um⸗ 
fang des Grundkreiſes, und ON fällt mit dem auf AB 
fenkrechren Durchmeffer des Grundfreifes zufammen, 
oder ın den Durchſchnitt defjelben mit einem auf ANBO 
in der- urfprümglichen Yage fenfrechten Kreife. Das Auge 
kann biernad) jede Stelle im Umfange des Grundfreifes 
einnehmen, und es ıft alsdann leicht, Durch Linien, wels 
de ton demſelben ausgehn, wie OD, OF, OE Puncte 
eines fenfrechren und durchs Auge gehenden Kreifes auf 
feinen Durchſchnitt mit dem Grundkreiſe AB, und dadurch 
auf die Tafel, in G, P, H überjutragen, und umgekehrt 
Puncte G, P,H eines Durchmeſſers AB des Grund⸗ 
freifes auf den Almfang eines über diefem Durchmeſſer 
auf die Tafel fenkrechten und durchs Auge gehenden Kreis 
fes zuruͤckzufuͤhren: — Übrigens wird es der Kürje we⸗ 
gen in allen den Faͤllen, wo bloß die Beziehung der Pros 
jeetionen zu einander in Betracht kommen, verjtatte t 
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feyn, bon den Projectionen ſich eben fo ausjubrüden, 
wie von den ihnen entfprechenden Puncten und Kreilen 
der Kugelflaͤche. | | 
23. Die Progection eines größten Kreifes zu zeich⸗ 
nen, deffen Durchſchnitt mit dem Grundfreife gegeben iſt. 
Es fm NO (Fig. 46.) ber gegebene Durchſchnitt 
mit dem Grundkreiſe. Iſt nun der zu entwerfende Krei 
ſenkrecht auf den Grundkreis, fo iſt NO ſelbſt die geſuchte 
Projection (3). Hat aber der zu projicirende Kreis eine 
Iu. dage gegen den Grundfreis, fo ziehe man den 
Durchmeifer AB ſenkrecht auf NO, fee an CA auf ber 
Seite von.N oder O, je nachdem der zu entwerfende 
Kreis für ein über © befindliches Auge fi über den Halb⸗ 
reis NAO erhebt oder darunter fälle, einen. Winfel 
ACD gleich dem Winkel des zu entwerfenden Kreifes mit 
dem Grundfreife, verlängere DC bis an die Peripherie 
in E. und ziehe OD, OE, weldje AB oder ihre Verläns 
gerung in G, H f&neiben, befchreibe, aledann über den 
Durgmeſſer GH einen Kreis; dieſer ift die gefuchte 
Projection. | | 
Daß 6H ein Durchmeffer des Kreifes if, worin 
der größte Kreis projiciet wird, erhellt aus (4) und (22), 
daß der Kreis durch O, mithin auch durch IN geht, dat: 
aus, daß GOH ein rechter Winkel ift, und daß er die 
‚gehörige Lage gegen den Grundkreis bat, aus (2). 


Man kann den Kreis NGOH aud) zeichnen , weit 
man bloß feinen Mittelpuuct I fudit. Diefen erhält man 
dadurch, daß man auf der Geite bon NO, an melde bey 
der fenfrechren tage des Kreiſes ANBO ber über dem 
Grundfreife erjabene Pol des zu projicirenden Krelſes 
fälle, von N an den Bogen NA — 2g ober gleidy dem 
doppelten Abftande der über der Tafel erhabenen Pole des 
Grundfreifes und des zu entwerfenden Kreiſes nimmt, 
und OR ziet. Diele fchneidet AB in dem geſuchten 
Micrelpuncte I, aus welchem dann mit dem Halbmeſſet 
IO oder IN der Kreis OGNHL beſchrieben wird, Nach 
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diefer Conſtruction ift nämlih CI = rtangg, O1 = 
rsecg (6). — Begegnet Ol ver DE in T, fo ift wer: 
gen COL=ICT und des gemeinfchaftlihen Winfels I 
das Dreyeck ICT dem Dreyecke ICO ähnlich, alfo ITC 
—ICO oder OL in T fenfrecht auf DE. Hieraus ergiebe 
fih noch ein Mittel, Izu finden, wenn DE gejogen iſt. 


24. a. die Pole eines größten Kreifes in ver 
Projection zu finden, 

Die Dole des Grundfreijes fallen in feinen Mittels 
punct, Die Pole eines fenfrechten Kreiſes NO liegen 
auf dem Umfange des Grundkreiſes in den Endpuncten 
des auf NO fenfrechten Durchmefjerd AB, Die Pole 
eines fchiefen Kreiſes NGOH zu finden, fuche man feiner 
Mittelpunce I und ziche dadurch den Durchmeffer des 
Srundfreifes AB, und auf diefen den Durchmeffer NO 
fenfrechr, verbinde OI und halbire den Winkel COL 
durch Die gerade OF, Diefe fchneidef AB in dem einer 
Dole P. Fine ſenkrechte auf OP in dem Punere O giebt 
2 duch ihren Durchſchnitt mit der AB den ander 

ol p. 

Tas der Eonftruerion it namlih NF=FR=g, 
alſo NOF==4g, CP=rtangig, Cp= rcotas— 
wie gehoͤrig (7). 


24. b. Da die Pole eines Kreiſes —— * 
rade entgegenſtehende Puncte ſind, ſo ergiebt ſich hieraus 
die Auflöfung der Aufgabe: Zu einem gegebenen Punete 
der Projection, welcher nicht der Mittelpunct ift, den 
ibm al enfgegengefessten zu finden. 


Man zieht nämlid durch den gegebenen Punct P 
den Durchmiefler des Görundfreifes AB, und auf diefen 
einen andern NO fenfrecht, verbindet PO und fegt Op, 
welche der AB in p begegnet, ſenkrecht auf OP, fo ift p 
der geſuchte Punct. 


25. Auf einem größten Kreiſe der Projertion von 
einem gegebenen Puncte an einen Bogen, d von gegebener 
Größe abzuichneiden, | 
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Wie das verlangte in Anfehung des Grunbfreifes 
Yeleifter werde, ift für fich Flar. Auf einem fenfrechten 
Kreife AB von dem Puncte G aus einen gegebenen Bor 
gen abfchneiden, ziehe man den Durchmeſſer NO fenfs 
recht auf AB, verbinde OG und verlängere foldhe bis an 
den Umfang des Erumdfreifes in D, nehme auf dieſem 
den Bogen DF nad ver gehörigen Seite bon der bes 
ſtimmten Größe, und ziehe OF, weldye AB in P fchneis 
det, fo ift' GP, wie aus (22) und (3) erhellt, der vers 
langte Bogen, die Projection nämlich von DF. 


Auf einem fchiefen Kreife NGOH wird von bem 
Puncte Q aus ein Bogen von gegebener Größe fo abger 
Ihnitten. Man fucht den innerhalb des Grundkreiſes 
liegenden Pol P des Kreiſes NGOH, zieht PQ und ver: 
längere folche bis an den Limfang des Grundfreifes in S, 
nimme Alddann den Bogen SW auf diefem nach der ges 
börigen Seite von der beftimmten Größe, verbindet WP, 
welche den Kteis NGOH in M fchneider, fo ift der Bor 
gen QM der verlangte, 


Denn zieht man den Halbmeſſer CW und burd 
P’den Durchmeffer ded Grundkreiſes AB, welcher NGO 
in G fchneider, fo ift, den Bogen AW = w gefegt, im 

Drepeck CWP 


CW ‚sin WCP 
ns GEW RI W. cos WR 
— r. sin (1800 — ) 
— "rtangsg—r.cos(180°—w») 
sin w 


tangtg-+t cosw 

welcher Ausdruck in (21) für tang x kommt, wenn 
u=S90°, mithin der entworfene Kreis ein größter iſt. 
Der Bogen GM ift alfo die Projection eines dem Bogen 
AMW auf der Kugel gleichen Bogens, und eben fo GQ die 
Projection eines Bogens, weldyer dem Bogen AS gleich 
iſt. Daher ift der ganze Bogen QM die Projection 
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eines dem 8W auf der Kugel gleichen Bogens, folglich 
son der beftimmten. Größe. 


26, Der Grundfreis ANBO. diene zur Einthei⸗ 
lung ſowohl des ſenkrechten größten Kreiſes AB als des, 
fihiefen NGOH vermirtelft der aus den Polen viefer 
Kreife O, P an hen Limfang jenes gezogenen linien. Er 

führe daher den Damen eines Theilfreifes derſelben. 
Man Fann übrigens den fchiefen Kreis NGOH felbft als 
Theilfreis gebrauchen... Um nänılicy von des Durchmef: 
fer8 GH Endpuncte G aus nad O zu einen Bogen von ges 
gebener Größe abzufchneiden, nehıne man von dem audern 
Endpuncte H.nady der enfgegengefegten Seite oder nach 
N zu einen dem abzufchneidenden Bogen ähnlichen Bogen 
HZ, fo fchneidet die rückwärts verlängerte ZP auf. 
NGORH ben verlangten, Bogen GQ ab. Denn weil OP 
den Winfel COI halbirt (24). fo ift CO. oder CSıCP 
— OloverIZ:PZ, folglid find die bey P gleichwinflis 
gen Dreyede CSP, 'PZI ähnlich, und die Winfel SCP, 
PIZ, fo wie ihre Mebenwinfel ACS, ZIH glei, da⸗ 
ber die Bogen AS und ZH ähnlich, folglich GQ von 
der verlangten Größe (25). 


27. Durch einen Punet M ober z, welcher nicht auf 
dem Umfange des Grundkreiſes liegt, einen größten Kreis 
zu ziehen, welcher mit dem Grundfreife den gegebenen 
Winkel g mache, befchreibe man aus C und M oder auß 
C und Z ald Mittelpuneten mit den durch eine einfache 
Eonftruction zu erhaltenden Halbmeſſern rtangg und 
rsecg reife. Dieſe ſchneiden einander in dem gen. 
fuchten. Mittelpunete I, welcher, wenn die Kreife eine 
ander ſchneiden, zweyfach ift. Beruͤhren die Kreife blos 
einander, fo giebt es num einen Mittelpunctz treffen 
Die Kreife einander gar vicht ſo iſt die Aufgabe une 
möglich. 


28. Durch einen — Punct der Projection 
einen groͤßten Kreis zu ziehen, der auf einem andern 
Kreiſe ſentrecht ſey. 
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Man. fuche die Pole des gegebenen Kreifes, und be⸗ 
fchreibe durch diefelben und den vorgegebenen Punct einen 
Kreis, welcher in dem Galle, daß der gegebene Kreis der 
Grundkreis ift, fich in ‚eine gerade inte verwandelt, fo 
Wr das verlangte, wie leicht zu fehen iſt, geicheben. 


2%. Durch zwey gegebene Punete der Projection 
einen größten Kreis zu ziehen. 


°* ft einer der beiden Puncte der Mittelpunet des 
Grundkreiſes, fo ift der Durchmeffer deſſelben, welcher 
durch den andern Punet geht, der gefuchte Kreis. Sonſt 
ſuche man zu dem einen der beiden gegebenen Punete P 
ven ihn diamentral enrgegengefegten p.(24”), und ziehe 
durch P, p und den andern gegebenen Punct Meinen 
Kreis; diefer iſt der verlangte. Denn er iſt ein größter, 
weil er durch zwey einander gerade enrgegenftehende 
Puncte geht, ne — 
30. Einen größten Kreis zu beſchreiben, deſſen 
Pol P in ber Projection gegeben iſt. u 
Man ziehe durch P den Durchmefier AB des Grund» 
Treifes, und feße auf denfelben den Durchmefjer NO 
fenfrecht, ziehe OP, welche den Umfang des Grundfreis 
ſes in F eeifft, nehme den Bosen FD = FE 90°, und 
‚ jiche OD, OE, welche dem Durchmefler AB inG, H 
begegnen, und befchreibe um: den Durchmeffer GH ven 
Kreis GNHO,  Dieferiift der verlangte, (23. 24°.). 


31 An einen Punet der Projection, welcher we⸗ 
der der Mittelpunct noch ein Punet im Umfange des 
Grundkreiſes iſt, einen gegebenen Winkel zu ſetzen. 


Es ſey P. der gegebene Punct. Man beſchreibe 
den größten Kreis NGOH, deſſen Pol P iſt (30.). Um 
nun an den ſenkrechten Kreis POA einen Winkel von 
gegebener Größe indem Puncte P zu legen, nehme man ven 
Bogen AS des Orundfreifes. nach der gehörigen, Seite 
Bon fo viel Graden als der gegebene Winkel faßt, ziehe 
PS, welche den Kreis NGO in Q ſchneidet, und bes 
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fehreibe durch P, Q (29) einen größten Kreis, fo hat der 
Winfel APQ die verlangte Größe, Soll aber der ger 
gebene Winfel an den fchiefen Kreis PMp in dem Puncre 
P getragen werden, fo ziehe man durch den Durchſchnitt 
M des fchiefen Kreifes und des auf ihn fenfrechten NGO 
die gerade PM, und verlängere folche bis an den Um⸗ 
fang des Grundfreifes in W, nehme nun den Bogen WS 
nach der gehörigen Seite von fo viel Graden, als der zu 
zeichnende Winfel haben foll, ziehe PS, die dem Kreife 
NGO in Q begegnet, und befchreise durch P und Q einen 
größten Kreis PQp, fo ift an PM ein Winfel MP 

von der verlangten Größe gefest, Es ift nämlıd) Q 

Die Projection eines dem WS gleichen Bogens (25), 
und das Maß des Winfels MPQ, weil PM, PQ Qua: . 
dranten find. 


32. Durch eine leichte Umkehrung der Auflöfungen 
in (25), (23) und (27) Fann man jeden Bogen eines 
größten fenfrechten oder ſchiefen Kreifes der Projertion 
und jeden Winfel, der feine Spitze nichr im Mitrelpuncte 
des Grundkreiſes hat, ausmefjen, indem man jenen auf 
einen Bogen des Grundkreiſes, diefen auf einen Winfef 
am Mittelpuncte deffelben zuruͤckfuͤhrt. Lind nun iſt man 
im Stande, vermirtelft der birherigen Vorſchriften alle 
Aufgaben der fphärifchen Trigonometrie graphiſch zu lüs 
fen. Da aber bey aftronomifcyen Aufgaben oft die Zeichs 
nımg und Eintheilung von Parallelfreifen vorfommt, fo 
fol das nöthige Davon hier noch beygebracht werden. 


33. Zu eineim gegebenen größten Kreife der Pros 
jeetion einen Paralelfreis zu zeichnen. 

Der gegebene größte Kreis fey NGOH (Fig. 47.). 
Man ziehe durch den Mittelpunct des Grundkreiſes C 
Ben Durchmeſſer GH deflelben, und NO durch C ſenk⸗ 
recht auf GH, ferner OG, OH, welche den Umfang 
des Grundkreiſes in D und E fchneiden, und mache jeben 
der Bogen DL, EM, dem Abitande des Parallel von 
Dem größten Kreife am dev. gehörigen Seite gleich, ziehe 
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OL, OM, welche dem Durchmeſſer AB des Grunbfreis 
ſes in Q und Rebegegnen, fo iſt QR der Durchmeſſer 
ei Projection des Parallelkreifes, wie aus (4) und. (22) 
erhellt... - 
34% Am den gegebenen Pol einen Parallelkreis 
ober überhaupt einen kleineren Kreis, deſſen Abftand 
vom Pole gegeben iſt, zu befchreiben. 


P ſey der innerhalb des Grundkreiſes fallende Pol. 
Man ziehe dadurch den Durchmeſſer des Grundkreiſes AB 
und einen andern auf AB ſenkrechten NO, ferner OP 
bis an den Umkang des Grundkreiſes in F, nehme die 
Bogen FL, FM, fo groß als der Abitand des Pas 
rallels von dem über der Tafel erhabenen Pole .auf 
der Kugel iſt, ziehe OL, OM, fo ergıebr ſich durch 
deren Durchſchnitte Q, R mit AB der Durchmeffer 
des Parallelfreifed OR. 

w Für einen Varalle| des Grundkreiſes fälle F mit 
N, fo wie D und E mit A und B zufammen, 


35. Durch einen gegebenen Punct der Projecs 
fion den Parallelkreis zu einem gegebenen größten 
Kreife zu ziehen, 


Der gegebene Punet fen T, und ber gegebene 
größte Kreis NGOH. Man fuche den. Pol deſſelben 
P, und befchreibe durch P und T eitien größten Kreis, 
mefje ven Bogen PT defjelben, fo hat man den Abs 
ftand des Parallels von feinem Pole, und kann bem: 
felben nach (34) zeichnen. 


36. Auf der Projection eines Parallelkreiſes 
oder uͤberhaupt eines kleineren Kreiſes von einem ge⸗ 
gebenen Puncte aus einen Bogen von gegebener Größe 
abzufchneiden. 

Der Parallelkreis fen TOR und P bie Projeetion 
des über der Tafel erhabenen Pols deſſelben, der ger 
gebene Punct auf feinem Umfange Y. Man nehme 
den Bogen OS des Grundkreiſes, wo O wie in (34) 
gefunden wird, gleich FL oder dem Abflande des Par 
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rallels bon dem naͤchſten Pole, ziehe die Ehorde OS, . 
welche verlängert dem Durchmeſſer AB bes Grundfreis 
fes in V begegne, Mit dem Halbmeijer CV-befchreibe 
man um O einen Kreis, ziehe PY bis an den Limfang 
defielben in W, nehme den Bogen WX nach der ges 
hörigen Geite von der verlangten Größe, und ziehe PX, 
welche dem Limfange des Parallels in Z begegnet, fo 
it YZ der verlangte Bogen. 


Denn es ift, den Bogen NF=g, FL=05=u 
gefegt, CP — rtang}g, CV=rcotZu; und wenn 
CW gejogen, VEW oder der Bogen VW = w ges 
fegt wird, jo hat man im Dreyecke CWP 


r.cotZusinw 
tang CPW = — — 
rtangàg + rcotZu cosw 
cot}u sinw 


Ä D tange g + cotZucosw 

folglich iſt QY bie Projection eines dem VW aͤhnlichen 
Bogens (21.). Eben fo ift QZ die Projection eines 
dem VX ähnlichen Bogens, mithin YZ die Projertion 
eines dem Bogen WX auf der Kugel ähnlichen Bor 
gens, alfo von der verlangten Größe, 








Der Kreis VXW ift ein Theilkreis für den klei⸗ 
neren Kreis QZRY, wie es der Grundkreis AOBN 
für den größten Kreis NGOH ift (26.). Beſchreibt 
man um C mit einem Halbmeſſer = rtang fu einen _ 
Kreis, fo diene folcher gleichfalls, den Kreis QZRY 
durch gerade, welche in den entfernteren Pol p laufen, 
einzutheilen (21.). | 


Man kann aber auch den Kreis QZRY felbft 
als Theilkreis gebrauchen. Man verlängere nämlich YP 
ruͤckwaͤrts bis an den Limfreis in y, nehme den Vor 
gen yz nach der entgegengefegten Seite von ber vers 
langten Größe, und ziehe zP, welche verlängert dem 
Umfreife in Z begegnet, fo it YZ der Bogen, wels 
cher abgeſchnitten werben follte, 
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Denn zieht man die Halbmeffer Iy, Iz des klei⸗ 
neren Kreiſes, fo ift in den vorigen Bezeichnungen 


ci rsing N 
TT cosg + cosu’ u en ne Zn 
rsinu | — rsing 
’ — — —— — f} z m — — nn — 
cos g cos u (> IRRE cosg + cosu 
sing _ rsing (t—cosu) 


Bm — — 00000 d 
1 cosg (1 + cosg) (cosg + cosu)‘ * 
ERBEN... ſging . | 
a 1—cosu + cosg eh ehren 
alfo, wenn RIy = « iſt, tang QPY = tang RPy= 
.cot#u sinw 
1angzg + cotzucosw 
eines dem Bogen Ay ähnlichen Bogens (21.). Chen 
fo ift Qz die Projection eines dem Bogen Rz aͤhn⸗ 
Hichen Bogens, folglich YZ die Projection eines- dem 
Bogen yz Ähnlichen Bogens, mithin von ber verlangs 
zen Größe. | 


mithin QY die Projection 


37. Ein anderer Theilfreis des Parallels HQLR 
(Fig. 48), welcher dadurch, daß fein Halbmeſſer nicht 
au groß ausfällt, vorzügliche Bequemlichkeit gewährt, 
findet ſich ſo. Man befchreibe durch den Pol P einen 
größten auf AB ſenkrechten Kreis, welcher alfo duch 
die Endpuncte des auf AB fenkrechten Durchmeſſers 
N und O geht. Diefer fchneide den Kreis HQLR 
in H und L: zieht man nun die Chorde HL, welde 
AB in K durchfchneider, und befchreibe aus K mit 
KH oder KL den Kreis HML, fo iſt dieſer ein Theils 
Preis zu HQLR. Um namlich von dem Puncte Y aus 
auf -dem Kreife HQLR einen Bogen von gegebene! 
-Bröße nad) L zu abzufchneiden, ziehe man Py bis at. 
den Umfang des Kreifes HML in S, nehme den Bor 
gen, ST nad) der angebeutefen Geite hin vom ber gu 
gebenen Größe, und ziche PT, welche dem Lmfange 
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Des Kreiſes HQLR in yA begegnet, fo ift YZ der vers: 
langte Bogen. , u 


Denn für den Punct H find, weil APH = 90°, 
PH aber die Projection des Bogens u auf der Kugel 
iſt, die Werthe der Koordinaten CK, HK oder KL 
dieſe | 
j | | CR = _rsingoosu | 
Ip cosg vosu 
J rsinu 
KH = KL= — — 
| IF cosg cosu 
alfo | 
kp _ ng _ _rsingoosu 
ip cosg ı + cosg cosu 
— reing (1 —cosu) 
700 + cosg) (1 + cosgcosu) 
und (kr :KP=KH:KPZ (r + cosg) sinu: 


sing (1 — COS u). 
Demnach find (21) QY und QZ die Projectionen von 
Dogen auf der Kugel, welde den Bogen MS und 
MT aͤhnlich find. Folglich ift YZ die Projection eis 
nes dem Bogen ST auf der Kugel ähnlichen Bogens. 


Dhne den Kreis NPO zu befchreiben findet man 
ben Durchmefjer HL des Theilfreifes fo. Man mas 
che jeden. der Bogen QV, QW einen Duadranten 
gleih, ziehe VP, WP, und verlängerte folche bis an 
den Limfang.des Kreiſes, welcher gerheilt werden. foll, 
in H und L, fo iſt die verbundene HL ver gefuchre 
Durchmeſſer. Dies Werfahren beruht darauf, daß 
man den Kreis VOWR als einen fhiefen größten 
Kreis, deſſen Pol P it, betrachtet, und dazu ven 
Srundfreis ſucht. Da nun: WR, RV Quadranten 
find, fo find (26. und 36) QH, QL die Projertionen 
. von Auadranten, alfo HQL: die Projeetion eines Halb⸗ 


— 
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kreiſes, mirhin HL der Durchmefler des Grundkreiſes 
für VOWR als fchiefen größten Kreis. Daß HML 
alsdann aber einen Theilfreis zu VQMR abgiebt, et 
belle aus (25). 


Lambert hat diefen Theilfreis bey feiner in den 
Beyträgen zum Gebrauce der Mathematik Theil IL 
©. 720 und folgg. angegebenen Entwerfungsart der 
GSonnenfinfterniffe und weiterhin auch der Sternbedeb⸗ 
Zungen in Anwendung gebracht, 


38. Der Erfinder der flereographifchen Projas 
tion ift der befannte griechifche Aſtronom Hipparch. 
Menigftens eignet ihm. der Biſchof von Ptolemais, 
Syneſius, in der Vorrede zu feiner Schrift: De dono 
astrolabii die Erfindung derfelben zu. Mad Hippard 
bat Ptolemäus über die flereographifche Projection ge⸗ 
fchrieben. Seine Abhandlung darüber, welche nur in 
' einer lateinifchen aus dem Arabiſchen des Maſlem ges 
machten Überfesung vorhanden ift, hatte den Titel: 
ariwoıs Emifaveıas oPaıpas (Explicatio super- 
ficiei sphaericae in planum), Die Eigenfchaft, da 
alle Kreife, deren Ebenen nicht durch's Auge gehen, 
-wieber in Kreife projieirt werden, wird darin mehr ans 
genommen als bewiefen. Mac der Wiederheritellung 
der Wiffenfchaften hat die ftereographifche Projection 
an den Jeſuiten, Clavius, (Astrolabium befonders 
Nom, 1593. 4. und im dritten Bande der Opp. ma- 
thematicor. Christophori Clavü, Mayn;, 1612.) 
Aguilonius, (Opticorum libri VI, Antwerpiae, 
1613.) Tacquet (Opera mathematica. Antwerpiae, 
1669.) und Dedyales (Tractatus de Astrolabüs im 
Uvten Bande des 1690 zu Iyon erfchienenen Cursus 
s. Mundus mathematicus) fleifige Bearbeiter 
gefunden. Clavius Merk ift fo weitfchweifig und bie 
Kiguren fo bunt nnd verwirrt, daß Tacquet felbft ſagt, 
er glaube nicht, daß Jemand das ganze Buch durch⸗ 
gelefen habe, Sein eigener Wörtrag, ift fo mie ber 
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von Dechales defto Fürzer und netter. Von Aguilonius 
rührt Die Benennung ftereographifche Projection her. Alle 
dieſe Schriftiteller lehren den Gebrauch der Theilfreife, des 
ren Erfindung Clavius fich zueignet. Die andere merfs 
würdige Eigenſchaft der ftereographifchen Projection, daß 
die Winfel der Kreife in der Projection und auf der 
Kugel diefelben find, ift indeß dieſen Geometern froß 
der Mühe, welche fie ſich um jene Entwerfungsart 
gegeben haben, entgangen, und erft fpäterhin aufges 
funden worden. Halley, welcher davon in feinem Auf—⸗ 
faße: An easy demonstration of the analogy of 
the logarithmick Tangents to te Meridian Line or 
sum of the Secants, (Philosoph, Trans. Vol. X VIII. 
nro. 219) Gebrauch macht, fagt, daß er foldhe von 
Moivre erhalten, feitdem aber erfahren habe, daß fie 
fhon von Hook der Societaͤt mirtgerheilt worden. fey. 
Die Anwendung der ftereographifchen Projection zu 
Sandfarten hat Hafe, theild dadurch, daß er fie in feis 
ner Schrift: Sciagraphia integri tractatus de con- 
structione mapparum omnis generis, Lipsiae, 1717. ° 
dazu befonders empfahl, rheild aber vornehmlich das 
durch, daß er felbit viele nach der flereographifchen Ent⸗ 
werfungsart gezeichnete Karten herausgab, vorzüglich 
befördert. Da Hafens in der obigen Abhandlung ans 
gefündigtes Werf nicht erſchienen, und ſonſt Feine voll 
fländige Theorie der ftereographifchen Entwerfungscirt 
befanne war, fo wurde Käjtner daurch veranlaft, diefe 
Theorie vermitteljt der » analytifch « frigonometrifchen 
Rechnung zu entwickeln, and folche in feinen Dissertt, 
mathem, et physic. Altenburgi, 1771 befannt zu 
machen. In verfelben Manier und ſehr umftändlich 
bat auch Karften im ten Theile feines Jchrbegriffs die 
fiereographifche Projecrion abgehandelt, Nach der ſyn⸗ 
sherifchen Methode har Klügel in einer Fleinen Schrift : 
geometrifche Entwickelung der KEigenfchaften der ſtereo⸗ 
graphifchen Projection. Berlin und Stettin, 1788. bie 
Hauptſaͤtze und Haupfaufgaben über diefelbe vorgetra⸗ 
gen, Sin diefem Artikel wird man einiges finden, das 
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die Abhandlungen diefer Schrifefteller, fo tie bie von 
Maner im aten Th. feiner praftifchen Geomerrie und 
bon Delambre im zten Th. feiner Aitronomie, ergänzt. 


Stereometrie, wörtlich: Körpermeffung, iſt 
der Theil der Geometrie, in welchem die Unterſuchung 
nicht auf Linien und Figuren, die in einer Ebene lie: 
‚gen, beichränfe iſt. Kür die Gtereometrie gehört 
alfo zundchft die Jehre won der Sage ‚gerader außerhalb 
einer Ebene gezogenen Linien gegen dieſe Ebene, und 
bon ber Lage der Ebenen gegen einander, worunter 
Die Lehre von den Förperlihen Winfeln begriffen if, 
worauf dann die Betrachtung der Körper und ihrer 
Hberflächen felbft, fo wie der Linien, welche in diefen 
Oberflaͤchen Durch Die Durchſchnitte derfelben mit ebenen 
oder krummen Flaͤchen enritehen oder fonjt nach irgend 
einem Geſetze gejogen werden fönnen, folgte. Die 
Stereometrie ift theils eine niedere rheils eine höhere, 
über welche Eintheilung der Artikel Geometrie Ause 
kunft giebt, in welchem auch der Limfang der Elemen- 
tarſtereometrie beſtimmt ift, in die man gewöhnlich 
auch noch, dem obigen Begriffe nicht zuwider, die er: 
ften und leichteften Lehren der Srhärif von den Kugels 
fehnitten aufnimne. Häufig wird das Wort Gtereoe 
metrie in feiner eigentlichen Bedeutung für Ausmeſſung 
der Körper ihrem Inhalte nach genommen. Go er 
theilt die praktiſche Stereometrie Vorfchriften zur Bes 
rechnung des Tinhalts von allerley im gemeinen Leben 
vorfommenvden Körpern, womit dann auch Vorſchriften 
gur Berechnung ihrer Dberflächen, in fo fern diefe nicht 
fhon nach den Regeln ver Planimetrie gefunden wers 
ben fönnen, verbunden werden. 


Da die Berechnung des Inhalts eckiger Körper 
theils fchon in ven Art. Prisma und Pyramide enthals 
ten iſt, theils noch in dem Artikel vielecfiger Körper 
vorfommen wird, fo gebe ich hier noch einige Mache 
träge zu den Artikeln, Cubirung und Complanation. 
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1. Wem X e die Area des Schnittes eines Koͤr⸗ 
pers bezeichnet, welcher fenkrecht auf eine gegebene 
oder angenommene Abfciffenare in dem unbeftimmten’ 
Abſtande x vom Anfange der Abfeiffen geführt ift, fo 
giebt [XOx den Inhalt von dem Stüsfe des Körpers, 
welches zmwifchen den beiden parallelen durch die End⸗ 
puncte der x gelegten Ebenen enthalten iſt. Der Ber 
weis hiervon wird eben fo geführe wie in dem Artifel 
Eubirung. 


Exempel. Es ift ABCDF (Fig. 49) ein Koͤr⸗ 
per, deſſen Grundflaͤche ABCD fo wie alle mit ihr pas 
rallele Schritte Quadrate find, die beiden auf bie 
Grundfläche durch die Mitte der gegenüberliegenden Geis 
ten fenfrechten Schnitte GFH, IFK feyn Halbfreife, 
man fucht den Inhalt dieſes Körpers. 


Es fen LMNO irgend ein ber Grundfläche, pas 
ralleler Schnitt, welcher der Are FE, dem gemeine 
fchaftliben Durchfchnirte der Ebenen GFH, IFK in P 
begegne. Man fege FP=x, und den Halbmeffer 
EG=EF=EH==a, fo daß 2a die Seite der Grund⸗ 
fläche ift, fo ift vermöge der Matur des Kreifes PQ 
—y(zax—x°), und die Area LMNO = gax — 4x°. 
Bezeichnet nun Z das unbeftimmte Stück des Körs 
pers LMNOF, fo ift 

I — — gaxox — 4xtdx 
2. 4ax’— #x° 
wo feine Conſtans hinzuzufegen it, weil für x — 0, 
auh Z=o wird, Hiernach wird, wenn man xa 


fest, der Inhalt des ganzen Koͤrpers we =Z, mirhin 


fo groß als der einer Pyramide von derfelben ran 
fläche; aber von der doppelten Höhe. 


Die gefuntene Formel dient den leeren Raum 
eines Kloftergewölbes mit quadratifcher Grundfläche und 
elliptifchen Grarhen vder Kanten AFC, BFD zu bes 
rechnen. — Es können die Schnitte GFH, IFR auch 


„® 
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andere Curven als Halbkreiſe ſeyn, immer wird ſich der 
Koͤrper AFC zu dem runden Koͤrper, welcher durch 
Umdrehung von FEH um die Are FE entfteht, vers 
halten wie das umjchriebene Quadrat zu der Kreit 
fläche. | 

Das Stuͤck EFHD des vorhin Getradhteten Koͤr⸗ 
pers iſt die Haͤlfte eines chlindriſchen Hufs, deſſen In⸗ 


halt nah nro. 2 Artikel Huffoͤrmiger Mofhniet 


=4jaaxHD=}a ift. Das Sfache hiervon giebt 
den ganzen Körper wie vorhin. Die Frumme Ober 
fläche wird nad nro. 3 des angeführten Artikels 
wen ga®, 


Es ſey nun N (Fig. 50) ein Punct eine 


— Flaͤche, für welche eine Gleichung zwiſchen 
Den drey rechtwinkligen Coordinaten AP—=x, PM=y, 


MN = z gegeben iſt, und es bezeichne V den koͤrpen 


lichen Inhalt des Golivums, welches über dem Nehts 
ee AM ale Grunofläche fteht, bie über AQ, QM, 


MP, PA fenfredten Ebenen zu Geitenflähen und 


das wiſchen dieſen enthaltene Stuͤck der krummen fi 


che zur oberen Grundfläche har, fo iſt V im allgeme 


nen eine Function von x und y. Man lajje AP oder 
x um Pp = Ax wachſen, fo wählt das Solidum um 
ein Stuͤck über dem Rechtecke Pm als Grunpfläde, 
und es ift der Inhalt dieſes Stuͤcks 


5V de V > 05V Aut Lei | 
dx ee Por 77 EL 2.3 0x3 

ur 00V 

ep —— Differentialquotienten in Beziehung af 


x allein genommen find. 

Eben fo it, wenn man y=AQ=PM allein 
um Qgqg = Ay wachſen läßt, Das über dem Rechtecke 
qM jtehende Solidum 


— oV 2 3V Ays 4 ec, 
8x — 20y* f ——— 


N 


Stereometrie. 497 


Laͤßt man aber x und y zugleich, jenes um Ax, 
biefes um Ay, wachfen, fo wird nady dem auf Tune: 
tionen zweyer veränderlichen Größen erweiterten Tay— 
lorichen Lehrfage dad Golivum über dem Gnomon 
PMQgsp 

oV. oV 00V 
— — — EEE, 2 
= 22: Ax-+ — Ay-t Ax 


1.2.0x° 
ocV coV 
—— Toy — 


wo ——, den Differentialquotienten anzeigt, welchen 
man erhaͤlt, wenn man V zweymal hinter einander und 
zwar fo, daß x allein als veraͤnderlich betrachtet wird, 


00V £ 
differentiirt, 5 aber denjenigen, welchen man be⸗ 


65V 
kommt, wenn man zuerft Zur wo x allein veränderlich 
x 


ift, fucht, und alsdann diefen Differentialquorienten aufs 
neue, indem man bloß y als veränderlich betrachtet, 
differentiirt, wobey man auch die Folge der Operationen 
umfebren Fann, 


Hierdurch ergiebt fih das Solidum Mt über dem 


Rechtecke Musm als Grundfläche 
ooV | 05V 
= — AxA — Ax'A 
| dxdy * + 1.2.0x’0y — 


o>V. 
———— ————— 2 
4 — AxAy® + etc, 
Eben dieſes Solidum fälle nun auch zwiſchen 
zwey rechtwinklige, über der Grundfläche Musm er: 
richtete Parallelepipeda, von denen das eine die Fleinfte, 
Das andere die größte der vier Ordinaten MN, mn, 
ur, st zur Höhe bat, vorausgefegt, — 7 innerhalb 
| i 
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des Raums Mt befländig zus oder abnimmt, melces 
immer dadurch erhalten werden fann, daß man Ax 
und Ay flein genug nimmt, Die Werthe der vier Dr: 
dinaten find | 











MN=z 
mn=z+ = Ax + _ Ax? 4 etc, 
ur =z + = Ay + art + etc. 
e=2+; Ar + — * 
* — Axdy+ — Ay! + etc. 


Hiernach wird das erfte den Ausdrücken für die 
beiden Gränzen des Solidums Mt gemeinfchaftliche 
Glied zAxdAy, welchem alddann entweder bloß in dem 
einen oder in beiden Ausdrücken noch andere in Ax*Ay, 
AxAy® u, f. w. multpficirte Glieder folgen. Dem 
nach fälle dem obigen zufolge 


00V 05V | 
_— ax + — 
Oxoy 1.2.0x°0y 1.2. 2.6x0y* 


zwifchen zwey Gränzen, deren erftes Glied z iſt, die 
ihnen etwa folgenden aber die Form pAx”Ay” Haben. 


—— 


| 00V RR | 
Da nun ag’ fo wie V, gar nicht von Ax und Ay 


abhängt, als welche ganz willführlich find, fondern al: 
lein eine Function von x, y ift, welches auch z ift, 
fo muß feyn 
00V 
Oxdy 
weil in den Gränzausprüden außer z weiter Feine don 
Ax, Ay unabhängige Glieder find, 
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Man ſetze den partiellen Differentialquotienten 


oV — 
— — W, fo iſt W eine Function von x, y, und 


Öx 

oW 

oy. | 
Multiplieire man. bier auf beiden Geiten mit dy, fo 
erhält man linfer Hand das Differential von W, y als 
lein veränderlich geſetzt, und durch Integration 

= Ww = fzöy 

wo /zöy, wie gewöhntich, das integral von zdy ik 
Bezug auf y, deſſen Differential der Factor zu z ift, 
anzeige, und die Conftante, welche im Allgemeinen 
eine beliedige Kunction von x, Das. ben der Integra— 
tion als unveränderlich betrachter wurde, ſeyn kann, 
unter dem Zeichen [z&y mit begriffen wird, 


Es ift demnach 


oV 

— — fzöy- 

alfo, wenn man auf beiden Seiten mit 9x multiplieirt, 
wodurch linfer Hand das Differential von V als einer. 
bloßen Junction von x erhalten wird, durch integration 

| v= fox/zoy | 

wo das Zeichen fox/zöy dem einfachen Zeichen 20y 
analog iſt, und die Durch die Integration nah x din— 
eingebrachte, unter [Ox/zdy mit zu veritehende Cons 
ftante im Allgememen eine willführliche Function von 
y iſt. Ganz auf ähnliche Art wird auh Vo, /z0x 
gefunden. | | 


Man erhält alſo V, wenn man die Kormel z.dy, 
worin ſtatt z fein Werth ın x und y geſetzt nk, zwey⸗ 
mal nad einander, nämlich einmal in Bezug auf y, 
das andere Mal in Bezug auf x, oder auch umge— 
kehrt das erfie Mal in Beziehung auf x, Das andere 
Mal in Beziehung auf y, das iſt, fo ıntearırt, daß 
jedesmal nur die eine der beiden unbeftummten x, y 


500 Stereometrie. 


als veraͤnderlich, die andere hingegen als eonftant be: 
erachtet wırd. Diefe gedoppelte integration jeigt man 
dadurch an, daß man V= ffrox°y fchreibt , weiches 
Zeichen alfo den obigen fox/zdy und foyfzex gleich⸗ 
geltend iſt. Die zur DVervollftändigung ber ſucceſſiben 
Integrale beyzufuͤgenden Conſtanten erhalten ihre Be— 
flimmung dadurch, daß V fowohl für zo, als für 
y=o verſchwinden muß. Diefes har zur Folge, 
daß, wenn man mit der Integration nach y anfängt, 
niche allein [zöy für y=o, fondern auch foxfzöy 
für x o verfhmwinden muß. Verſchwindet naͤmlich 


eV 

= oder [zöy für y= o, fo verſchwindet auch V 

oder [ox/zdy füry=o, weil y in V nicht anders 
‚DV | | * 

vorkommt als in Du Daß eben fo, wenn man mi 


der Integration nah x anfängt, Jzöx für x 0 
verſchwinden müffe, ift leicht einzufehen. | 


Wenn man, mie bisher angenommen if; bas 
Aber dem Rechtecke APMOQ — xy fiehende Solidum 
ſucht, ſo ſind x und y nicht weiter von einandet ab⸗ 
haͤngig. Das iſt aber nicht mehr der Fall, ſobald die 
Palit des Körpers innerhalb des Winkels YAX ander 
als durch die den geraden AX, AY parallelen geradt! 
QM, PM begrängt wird. Indeß drücken auch in die 
fem Falle die Kormeln foxfzoy und [oyfzöx as Vo⸗ 
lumen eines Körpers, welcher ganz oder zum Thdeil vor 
der durch N gehenden Frummen Fläche begraͤnzt wir, 
oder eines Abfchnirtes deffelden aus. Sieht man naͤm— 
lich x in der Gleichung für die krumme Fläche als un 
veränderlih an, fo gilt fie für die Curve, welche dt 
Durchſchnitt der Frummen Kläche mit der Ebene PMN 
if. Die Ordinate diefer Curve ift NM oder z, de 
Abfciffe PM oder y, alfo [zdy im allgemeinen die 
Area eines Schnittes des Körpers mit einer auf de 
Are der x in dem unbeſtimmten Abſtande x dom A 
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fange der Abſeiſſen fenfrechten Ebene. D Daher ſtellt 
nah (1) fox/zöy den Inhalt eines unbefiimmren 
Stuͤcks des Körpers, welches zwifchen zwey auf Die 
Are der x ſenkrechten und parallelen Ebenen enthalten 
ift, dar, nur mit dem Linterjchiede, daß [zOx jest, 
eine Function von x wird, deren vollſtaͤndige Beſtim— 
mung bon der Kigur der Baſis des Körpers abhängt. 
Auf gleihe Weife drückt 0y/20x den Inhalt eines 
unbeftimmeen Stuͤcks des Körpers zwiſchen zwey auf 
der Are der y fenfrechten und unter fich paraflelen Ehe: 
nen-aus. Die Formel [[zdxöy ftellt aljo in allen 
Fällen das Volumen eines Körpers oder eines Fürs 
perlichen Abſchnittes zroifchen zwey parallelen Ebenen 
dar, wofern nur die fucceffiven Integrale zwiſchen 
den gehoͤrigen durch die Begraͤnzung des Körpers bes 
fimmten Graͤnzen genommen werden. — Daß bie 
Sormeln [xSydz, fy9xdz daſſelbe leiften, wird man 
licht aus dem Vorigen abnehmen. 

4. Exempel. Es ift ADB (Fig. 51.) ein. 
gleichfeitiger Kegel, welcher mit der Are DC parallel 
in LKL gefchnitten if. Man ſucht das Kegelſtück 
KLBL, deſſen Gränzen der huperbolifdye Schnitt LKL, 
das Segment der Grundflaͤche LBL und das Stuͤck 
der Kegelflaͤche KUBL find. 


Man nehme den auf LL ſenkrechten Durchmeſſer 
der Grundflaͤche, AB zur Abfeiffenare, den Mittels 
punct der Grundfläche C zum Anfange der Eoordinaten, 
fo it, wenn h die Höhe des Kegel, CD, und a den 
Halbmeffer der Grundfläche bezeichnet, bie Gleichung 
für die Kegelfläche 

aalh—z)* — hh(xx-+-yy) 
wie man aus 35. in dem Arrifel, Krumme Flaͤche, 
liche finder, wenn man daſelbſt h—z flatt x und z 
ſiatt x ſchreibt. Hieraus ift 


= (4-Vox+) 
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Es fen EDE ein Schnitt dur die Are. bem 
Schnitte LKL parallel, fo ift, wenn V den Anhalt 
des Solidums ECDKPL bezeichnet, 


v=t mar ((-V0=+m) 


Man fehe zuerft x und Ox als unveränderlich 
an, integrire alſo nah y, fo daß 


v=- foxfer (a-v(ax+y)) 
fo ift: aus dem Art., Integralformel, 57. U. 5 
fr (a-v tmM)=ar-zyV@tm 
| y+tvax+yy) 


const. 


1 
2 D 


Die Conſtante Fann hier eine Kunction von x 
ſeyn. Um das Stuͤck des Kegels zu haben, welches 
über dem unendlich ſchmalen trapezfoͤrmigen Greifen 
PLIp der Grundflaͤche ſteht, muß man das gefundene 
Integral von y-obs y=PL= V (aa—xx) ers 
ftrecken, wodurch | | 


| L 
Py(a—-vox+ ) *3 ay(a—xx) 
I, @ + y (a—xx) 
— — X log —— — — —— 
2 | x 
folglich | 
| n. _ 

—5** hfoxy (aa—xx) — = x"Oxlog az 
” wird, 
Den erften Theil des Integrals hat man aus 
57. 49. in dem Art., Integralſormel; den andern 


Theil fucht man nach der Formel [ZOX = ZX— [X5Z, 
indem man IX=x?9x nimmt. Go wird 


fr*0x log emo a Aue: 
; x 


— = .2.l0g mn An en 


— — vn, — x:ↄx 
3 V(aa — xx). 
Das in — multiplicirte Integral fege man unter die 


(xx:aa)(Ox:a) 
Form « 77 V(li—xx;aa) 


* A nn : aa) (qx: a) a) 


Vl—xx:a aa) 


„ fo ergiebe fih das Tinte: 





aus ssntegralformel, 62., wenn 


ion _ — ſtatt des borfigen x, alfo V Ci — —) ſtatt 
aa- 
2 — dan erhaͤlt auf dieſe Weiſe 
v=- hxy (a—xx) + — ah Ang. sin — | 


— —— lo 


a x 


ı hx? e a 4 V (aa—xx) 


Das integral verſchwindet für x — o mie es feyn 
muß, wenn das Solidum in EDE anfangen foll. 
Man bemerfe hiezu, daß der $ogarirhme einer unends 
lid großen Zahl zwar felbft unendlidy, aber ein Linends . 
liches von einem unendlich niedrigen Grade iſt, und 
in 03 multiplicirt wird, 


Setzt man x=a, fo erhält man ben vierten 

aa des Kegels, DCBE, — Zraah. Hiervon 

V abgezogen, fo bleibt das Solidum KPBL, weldes 
verdoppelt dad Segment KLBL giebt. Es wird 
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Segm. KLBL Ze - ah Ang, cos J— V (aa-xx) 
+ ne log Va) 
3 a 
Hier ift aa Ang, cos — — x V(aa—xx) ber 
Inhalt des Kreisahfchnittes LBL, und hylaa— xx) 


BR. 2 —— 

— log * re ber Inhalt des hyper⸗ 
boliſchen Abſchnittes LEL: a. iſt 
Segm. . 


— D —*& Segm. LBL—- CP x Segm. LKL 
3 


fo groß namlich, als der Linterfchied der beiden Kegel: 

jlüde DLBL und DLKL, wovon jenes die Örunds 
fläche LBL, Höhe CD, dieſes die Grundfläche LKL, 
Höhe CP hat, 


5. Kepler Hat fich viele Mühe gegeben, einen 
folhen Abſchnitt Tined geraden Kegels wie KLBL zu 
eubiren, allein es iſt ihm nicht damit geglückt. Man 
fehe feine Noua Stereometria . doliorum Blatt O3. 
und feinen Auszug aus der uralten Meffe» Kunft Ars 
himedis. ©. 43. Nr. 55. 


Noch Dechales fagt Geom. pract, Lib. XI. 
Prop. XXIX. Cor. 2. im zweyten Theile des Mund. 
math, Esset ‚optabilius, cognoscere soliditatem 
portionis conicae comprehensae plano axi paral- 
lelo. Und doch fcheint es, als habe diefem Schrift: 
fteller die zulese gegebene geometriſche Beſtimmung des 
Maums KLBL nicht entgehen koͤnnen, da er Lib. 
VII. Propos. XII. den Gas hat: Omnis quanti- 
tas, cuius elementa decrescunt in ratione dupli- 
cata altitudinum est tertia pars quantitatis inte- 
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grae, und das Corollarium beyfügt: Omne cylin- - 
dricum omnis conici eiusdem altitadinis triplum 
est. Freylich fehlte es an der Beſtimmung der bnpers 
boliſchen Area, von welcher Kepler fagt, daß fie noch 
nicht erfunden fey. Kepler ſowohl als Dechales fuchs 
ten die Eudirung eines folchen Abfchnittes, wie KLBL, 
zum Behuf der Viſirung liegender, nicht voller Käjfer. 


6. Es fen jetzt der Inhalt des über dem Recht⸗ 
efe AM (Fig. 50.) ſich ausbreitenden, von ven Ebe⸗ 
nn ZAQ, NMQ, NMP, ZAP eingefchlofjenen . 
Tpeils der Frummen Flaͤche S, fo ift S eine Function 
bon x und y, ımd es wird auf ähnliche Art wie vorhin - 
dargerban, daß das Frummlinige Viereck Nrtn 

°0S | 

dxdy — F— 


| 0?S | 

— tJi — — . ⸗ 
4 — AxAx* + eo; ... iſt. Man lege 
durch N (Fig. 52, wo die Bezeichnungen dieſelben wie in 
Fig. 50 find) eine berührende Ebene, welche die Ebenen 
Mr, rs, sn, nM in den geraden NR, RT, TV, VN 
ſchneide, und ziehe noch die Chorden Nr, rt, tn, nN, fo 
wie auch Ne. Gind nun Ax, Ay flein genug genommen, 
daß das Stuͤck Nrin der frummen Kläche gegen die 
Ebene der x, y entweder durchaus hohl, welchen Fall 
die Zeichnung darftellt, oder durchaus erhaben ift, fo 
fällt das krummlinige Trapezium Nrtn zwifchen zwey 
Graͤnzen, von denen die kleinere die Summe der beis 
den Dreyecke Nnt und Nrt, die größere die Summe 
der drey Vierecke NRTV, RTtr, TVnt und der bei: 
den Dreyecke NRr und NVn ift, 


Wir wollen mit der Beſtimmung der größeren 
Graͤnze den Anfang machen. | 


Wenn 9 den Meigungswinfel der berührenden 
Ebene gegen die Ebene der x, y bezeichnet, fo ift der 


— ah 
— 
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Anhalt des Vierecks NATV = Musm x sec9 

(Projection, 13.) = AxAy sec. Iſt nun 
82 = pox +goy 

die Differentialgleichung für die krumme Kläche, wo p 
und q Functionen von x und y find, fo ıft tang > 
==. (pP +g°) (Krumme Flaͤche, 114.), alfo sec$= 
V(ı-+p’+gqg) ud NATV = — V(ı+p’+y’) 
Kerner iſt 
ANVn — 3Vn. Mm 
Trap. RTtr—4(Br+ T).us —=2(Rr+Tt).Mm 
alfo ANVn + Trap. HTir=%3(Vn+Rr +Tt).Mm 
und eben fo 
ANRr + Zrapg VTtin =#+(Vn + Rr + Tt). Mu 
alio ANVn + ANRr + Trap. RTtr + Trap. VTin 
= $(Vn+Rr+Tt) (Mm + Mu). 


Da fir die berührende Ebene, in fo fern ber 
1) 
Punet N fi nicht ändert, — ‚ und 2 underänderlich 
x 


find, fo find die Werthe der Loordinaten Vm, Ru, 
Ts folgende 


02 
Vn=z+ 5 Ax 
47 
——* —— .,Ä 
m *5 
Ts — > Ax = 4 
I — 24* — Toy Y 


Hieraus und aus den Werthen von mn, ur, 
15, welche in (3) gegeben find, werden die Werthe 
von Vn, Rr, Tt, erhalten, und es wird 
3(Vn+Rr+ T)(Mm+ = — 


— he +&y) (= —— *5. Axdy 


| r = = dyı + ec.) 
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Die hoͤchſten Glieder dieſes gehörig entwickelten Aus⸗ 
drucks find von der dritten Ordnung in Beziehung auf 
Ax. Ay: daher iſt die größere Örine — 
AxA, YCı+p’+g) + LAx? + MAxdy+Näxdy* 

| + OAy? +. ... 
wo L, M, N, O Junetionen von x und y find, 
Die Eleinere Sränze zu finden bemerfe man, daß 


d . 
weil > aus der Gleichung für die Frumme Flaͤche — p 
dx | = 
Op 











———— 1.2.0x ET 1.2 30x* er 
og. ° eg | 
ur =z+ qdäy+ — Ay!+ — Aays tn 


wird. 


Den Inhalt des Dreyecks Nnt kann man nad 
(Projection, 16.) finden,” wenn man bemerft, daß 
3 Mm (ts— mn) die Area der Projection des Dreys 
ecks Nnt auf die Ebene Mn, 3 ms(mnm— MN) die 
Iren der Projection auf die Ebene Mt if. Es wird 
nämlich | 
ANnt = 3V (Mm*®, ms* + Mm* (ts — mn)! 

+ ms’ (mm—MN)) 


= — ‚Op „cq , 
— zAxdy v(: + (a + — art) 


| d s 
Fr (? + — ax-+..).) 
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= 3Axäyylı--p'+g*) + PAx'Ay — 
etc, 
wo P,Q Functionen von x und y find. 


‚Eben fo wird die Area des Dreyecks Nrt 
| op . 
_— 1 in 14 
= v(ıH (pr +3; x) 


+ (at y+-.. )) 
— = + AxAyY(orpi tgl) + PAxayr —— 


4eto.. 
Daher iſt die kleinere Graͤnze 
AxAyyY( +p+ — 


etc.. 
Hieraus wird auf Art wie in in: vo 


905 

mithin. 2 | 
Ss—=/foxöyV (ı+p°-+q°). 

wo wegen der gedoppelten Tintegrarion das in (3) be 
merfte zu berückfichtigen it. 


Auch hier läßt fich zeigen, daß Mexay/c {+pp+49) 
durch die gehörige Begraͤnzung der Integrale in allen 
Faͤllen den Inhalt der ganzen krummen Oberflaͤche eines 
Koͤrpers oder eines Theils derſelben ausdruͤckt, nicht bloß 
in dem hier zum Grunde gelegten Falle einer rectangulaͤten 
Baſis. Die Ausführung davon findet aber in dem ge 
ri Werfe wegen ihrer EUPHANDUSEENE feinen 

aß 

7. Erempel. Es ift ABCD (Fig. 3.) ein Ned: 
ef, auf defien Ebene das bey C rechrwinflige Dreyeck 
BCE über BC ſenkrecht errichtet ift. Cine gerade Linie, 
welche fih an AD und BE fo Hinbewegt, daf fie AD 
und BE immer proportionirt ſchneidet, befchreibe eıne 
Erumme Fläche, deren inhalt gefucht wird, 
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Es fen PR die befchreibende.gerade in irgend ei⸗ 
ner Sage. Dian ziehe AQ fenfrecdht auf BC und verbinde 
PQ. Weil vermöge der. Vorausfegung AP:PD= 
BR:RE, und nad der Eonftruction BR: RE — 
BQ:0QC, fo iſt AP:PD=BQ:0C, und, weil AD 
—=BC, AP=BQ, QC=PD, alfo PQ der CD pas. 
rallel, Mithin ift die Ebene POR der Ebene ECD 
parallel, folglid BQP em rechter Winfel, fo wie 
APQ. Bon einem willkuͤhrlichen Puncte N der PR 
jiehe man an PQ Die fenfrechte NM, fo ift NM auch 
auf der Ebene ABCD perpendifular. Man fege AP 
=-x,PM=y, MN=z, fo ift, wal BC: CE=AP 
(=BQ):RQ, wenn BC: CE = ı:m gefegt wird, RQ 
—mx. $erner it ABC—=PQ):RQ=PM;MN, alfo AB 


Ä mx En 
—a gefeßt, — die Gleichung für die krumme 


Flaͤche. Hieraus folge 


__ gezı __ my 

pP ox/ 4 
82 mx 

ı=(7 ur 


folglich, wenn das unbeftimmte Stuͤck der krummen 
Slähe, deſſen Projection auf ABCD das Rechteck 
APXxPM ift, S heißt . | 


"se - [foxöy V (aa + mmxx — 
Man integrire zuerſt in Beziehung auf y, ſo wird 
5 =- foxfoy V (aa + mmxx + mmyy) 


Nun ift (Integralformel, 57. 50.) 
ſdy V(aa + mmxx + mmyy)= | 
3y V (aa + mmxx 4 mmyy) 
aa + mmxx lo my -+- Y(aa-+ mmxx -- mmyy) 


n 


2m V(aa + mmxx) 
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x s 


02 y 


5  V(@a—xx—ıy) 
5 \ 3 
fo wird 8 — 


Integrirt man hier zuerſt in Bezug auf y, ſo 
wird | 








Sea am 
Es ift | 
— 5 

V (aa— xx— yy) V (aa—xx) 
und das Integral von y=PL=Y (ax—xx) bi 
y=PQ=Yy (aa—xx) zu erfireden. Dadurch er 
hält man | 


— Arc.sin 4 Const, 








x 
| S—afdx Arc, cosy — 

Es iſt | | 

| A V = U 

| fox u cos — — 

a? fi x20x 

— * 2 a+x 
Dadurch wird 

— — 42 — 
8 ax Arc.cos Y — ꝓaâx⸗-a Arc. sin V 5 


wo feine Conſtans hinzukommt, weil für x=o, aud 
So iſt. Gest man x=a, fo erhält mau das bon 
den Quadranten AB, BD und der Curve DRA einge 
fchloffene Stuͤck der Rugelflähe —aa, wie ın dem Ar⸗ 
tikel, Florentiniſche Aufgabe, 7. gefunden iſt, wo aber 
zuc Vergleichung bemerkt werden muß, daß dort Dir 
Duadrant, welcher hier DCA heißt, zur Grundflaͤche 
gemacht worden iſt. 
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9. Es Fann zum Behuf der Integration oder in 
anderer Hinficht nörhig oder nüglich feyn, in die Formeln 


JJz9xdy und J/°x°y v(: — (3 ꝛ 5 


ſtatt x, y ein Paar andere veraͤnderliche Größen t, u, 
movon jene Functionen find, wodurd denn auch z 
eine. Function diefer Größen wird, einzuführen, und 
Dann die Integration zuerit entweder nach t und dars 
auf nah u oder umgekehrt vorjunehmen, Hierbey 
darf man aber nicht in den obigen Formeln ſtatt 8x, 
©y gerade zu ihre in t, u, dt, du ausgedructen 
Werthe fubftiruiren, fondern eg muͤſſen die zu ſubſtitui⸗ 
renden Werthe der Bedingung untergeordnet fenn, daß 
ben der jedesmaligen Integration eine der veränderlic 
hen Größen als conſtant betrachtet wird, | 


Dezieht man die Puncte einer Curve BM durch 


rechtwinklige Eoordinaten AP=x, PM — y, auf 


die Are AX, und zieht der Orvinate PM die pm ums 
endlidy nahe, ferner MR, mir, innerhalb der Paral⸗ 
lelen PM, pm ver AX parallel, fo iſt das Element 
des Flaͤchenraums der Curve das Elementarrechteck 
PMRp=yex. Dies ſelbſt aber beſteht aus unends 
lich vielen Elementarrechtecken, wie MARrm = dxdy. 
Der Slahenraum der Curve ift alſo dus Doppelin⸗ 
tegral /0xdy, wo offenbar, wenn man juerft nad) y 
integrire, ©x als conftanc zu betrachten ift. 


Bezieht man Hingegen die Puncte der Curve 
durch Ordinaten CM = u, die von einem Puncte C aus» 
gehen, und durch veränderlihe Wıinfel ACM — t auf 
Die der Lage nach unveraͤnderliche ACX, fo iſt, wenn 
Cm Der CM unendlich nahe gejogen wird, und aus 
C mit CM, Cm innerhalb des Winkels MCm die 
unendlidy Fleinen Kreisbogen MN, mn beſchrieben 
werden, das Element der Area der Elementarſector 


CMN = gqu⸗dt; diefer felbit aber beſteht wieder aus une | 


endlich vielen Frumimlinıgen Elementartrapegen MNmn 
Rf 


f 
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und [forsu X 
(DH-HHIWHD+) 
wo z ‚G) und & auch Functionen ven t und 


u find, die durch die — der in t und u 
ausgedruckten Werthe von x und y erhalten werden. 


Die Werthe von (=) und =) laſſen fih auch 


aus denen von — nn o a ufammen 
— —, —, — — — J 
De Du’ De’ Du az 


fegen. Es ift nämlich, in fo fern z eine Function von 
x und y ift, 


22 = (5)x + ar 


und in fo fern x m y —— von t und u find 


%x— ar +G you 


* pe + Je 


alfo 
Oz. ZOX . yOZ\ 2 
= (DH + DDP 


+ (DD DDP“ 


Aber wenn z eine Function von t und u ift, fo 


bat man 
02 Ö 
——— 


folglich, weil t und u nicht von einander abhängen, 
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62 082 %x z 0y 
A ax dr x 5* 
oz oz 0x cz &y 


Su — x du öy'& 


£ 


— wird 
2 00- 630 
——0 
— 

8-88 


Werden diefe Werrhe fubftituirt, fo wird der Aude 
Druck für die Oberfläche 


Seozuv| (9 D-G R ) 
(— )' 
6 ) 


10. Exempel. In der Gleichung für den ge 
raben Kegel (4) 


h 
=-(a— Vex+yy)) 


feße man x = a sintcosu, y — asintsina, fo wird 
z = h—hsintund das Volumen ahffouet sin t cost 
(1—sint); die Oberfläche afaa + hh)& /fordu — 
wo die ntegrale, wie man leicht finder, vont — 

bis et — Zr und von u=o bi! u — 2r ju erfireh 


4 
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ken ſind, um das ganze Volumen und die ganze ge: 
kruͤmmte Seitenflaͤche zu haben. 


Integrirt man zuerſt nach t, fo werden bie In— 


| tegrale innerhalb ber angegebenen Graͤnzen z @'hfeu 
und - a(aa + hhy?yau; hiervon geben die Integrale 


von u=o bis u <= 2r das Volumen - ra®h und 
die gefümmte Geitenflädye ma Y’(aa + hh) wie befannt. 


Der Körper fen ein gerades parabolifches Koncid 
mit elliptiſcher — ‚für — 


⸗* —— — 

aa +5 +: Der 
wo a und b die halben Uren = . Grundfläche, c die 
Höhe des Körpers find. Gest man x = asintcom, 


y=bsintsinmu, fo wird 2 = ccost*; und das Bo: 
lumen abc/fotdu sint cost3. Hiervon ift das erfte Inte⸗ 


. # 1 1 
gral von t Zo bs 1 = — x, — abe ſdu und du 
204 we 
zweyte Integral nah u von u=o bis u=ar, 


24 
— rabc. 
2 


Die gekruͤmmte Oberflaͤche des Konoids wird 
ſudtsſintcost Y(a'b’+4c’sint*(a'sinu®+b*cosu?)) 
wenn die Integrale innerhalb der vorigen Graͤnzen ge: 
nommen werden. Das Doppelintegral ift aber eben 
fo wenig als das in dem Art. Sphäroid, 32. durd 
einen endlichen Ausdruck angebbar. 


| Aftamb, alfo das Konoid ein durch Drehung 
einer halben Parabel um ihre Are entitandenes, fo wird 
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Die borige Formel a [[ouöt sintoösty/ (at + ge*sint?), 
Es ift efosintzos V (a®+ 4c*sint®) von t= o bi 


3 


1 | a* 

1=.n,= — (a +40) — — Died mit 
ra 12 12C 

Su multiplieirt en dann von u s o bis u — ar 


— giebt die gekruͤmmte Oberflaͤche des Konoids 


at 
— 2 ae — welches mit Complana⸗ 


tion, Ex. 2. bey gehoͤriger Vergleichung übereinffimmt, 


11. Da die in (9) gewiefene Transformation 
ber Formel 8xdy oder allgemeiner diefer Möxdy, wo. 
M eine Sunetion von x, y ift, auf geometrifchen 
Gründen berußt, fo folge bier die analyrifche Herlei— 
tung berfelben, welche Euler zuerft gelehrt har, 


Geſetzt alfo, man führe ftatt der veränderlichen 
Größe y, in Beziehung auf welche man die Formel 
Moxoy zuerſt zu integriren vorhat, eine neue u ein, 
indem man flatt y eine gegebene Function von-x, wels 
ches bey der erften Integration als unveranderlich ber 
trachtet wird, und von u ſubſtituirt, fo iſt allgemein 

oy—=Foöx + Qdu 

wo P und Q Functionen von x und u find; hier aber, 
wo x während der integration nach y als unverän: 
Derlich angefehen wird, &y = Qdu. Dadurch verwan: 
delt fich die Sormel Moxdy in M'QPxOu ‚wo M’ 
der Werth ift, welcher aus M durdy Subſtitution des 
Werths von y in x und u hervorgehen. Die Kormel 
M’Qodxdu ijt nun zweymal nach einander fo zu inte 
griren, daß bey der Tintegration nach einer der beiden 
veränderlihen x, u jedesmal die andere ald unveränders 
li angefehen wird, 


Fuͤhrt man aber, ehe man bie integration nad) 
x unternimmt, noch eine neue beränderliche t ein, in: 
dem man ſtatt x eine gewifle Sunction diefer veränder; 
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lichen und der bey der Integration nach x als conſtant 
Hertachteren u fest, fo ıft wieder allgemein 
ox — Ret + Sou 

wo R und S Sunctionen von’ t und u find, Sier aber 
wegen der momentanen Unveränderlichfeit bon u, 
x — Röt. Hierdurch wird,. wenn .M" und Q' die 
Werthe von M' und Q find, melde durb Elimina⸗ 
tion von x entſtehen, aus der Formel M'QOxdu Diefe 
M O’Rötdu, in der num weiter Feine beränderlichen 
Grören als t und u find, und welche zweymal, näms 
lih einmal in Beziehung auf u, das andere mal in 
Beziehung auf t, oder auch in umgekehrter Ordnung 
zu inregriren ift. 


Fuͤhrt man nun ftatt x, y zugleich zwey neue 
veränderlihe t, u, von denen jene Functionen find, 
ein, fo ift 

ox — Ret + Sou 
. &y = Tot + Vou 

Vorher war Sy = POx + Qdu, alfo menn 
man ſtatt x feinen Werth in t, u fubftituirt, wodurd 
Q ju Q', und 9x — Röt + SOu wird, 

dy = PRöt -+ (Q' + PS)du. 


Wird diefe Formel mit &y — Tot + Vou iden 

tiich gemacht, fo ergiebt fidy Daher der Werth von Q’, 
Es it nämlich wegen der Unabhaͤngigkeit der beiden t 
und u von einander 

> FR 

v=0' +-P5 

RV —ST 

und daraus Q’ — — alſo Q'Rdtdu = 
ereu(RV—ST), und dies ift der gefuchte ſtatt Ox0y 
in Die Sormel Moxdy zu bringende Werth, 


Da 


OAnOE F —RXR 
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fo ift Aöu(RV—ST)— | 


z a | i 4 ee 
- 
roelched mit (9) übereinftimme, —— 


Vertauſcht man in der gefundenen Formel t und 
u gegenfeitig, welches wegen der Glichungen ' 


| Ox ÖxX\..” 
x _(— 
x e ‚ar + („9% 
EI — 
dy — (Pot + (z,)2u i — 
bie dadurch nicht geändert werden, verſtattet iſt, fo ers 


. OX\ FEyN Ox\ zCcy 
haͤlt man erau ( =—) € ) (=) o) wel⸗ 
che Formel das Entgegengeſetzte der vorigen iſt. Man 
bat es alſo immer durch Vertauſchung der Benen⸗ 
nungen in feiner Gewalt, ſtatt Oxdy eine pofitive For⸗ 
mel in t und u zu feßen. Man fann aber dieſer 
DVertaufhung fich ganz überheben, wenn man die Korz 
mel jedesmal pofifiv nimmt, weil diefes in dem Kalle 


einer negativen Formel mit der Vertauſchung auf eing 
Binausläuft, 


12. Die vorigen Formeln für das Wolumen und 
Die Oberfläche eines Körpers begreifen diejenigen für die 
aͤhnlichen Beſtimmungen an einem dur Drehung ents 
flandenen Körper unter fi, wie fih ſchon aus den 
Denfpielen in (10) abnehmen läßt, und jest noch be: 
fonders gezeigt werden foll. | 


Es fen alfo BND (Fig, 56.) irgend eine einfach 
gekruͤmmte Curve *), durch deren Drehung um die in 
ihrer Ebene liegende Axe der z, AZ, ein runder Koͤr⸗ 


Sollte auch urfprünglih eine doppelt gekruͤmmte Eurve der 
nee bung einer Drebungsfläbe zum Grunde gelegt fen, fo 
laͤßt fih ihr immer eine einfach gekruͤmmte Curve, durch deren 
Drebung um eine in ihrer, Ebene liegende Are diefelbe Fläche 
erzeugt werden fann, fubftitniren. 
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per entſteht, deſſen Volumen und Oberflaͤche geſucht 
werden. Die Gleichung fuͤr die begraͤnzende krumme 
Flaͤche iſt in dieſem alle z = Plxx + yy), wo 9 
das Runctionszeichen it, wie. aus: Krumme Fläche, 
39, folgt. e + | 


Man feße ſtatt der veränderlichen x, y ein Paar 
neue t, u, wovon diefe den Abftand NQO — AM it 
gend eines Puncts der krummen Flaͤche von der Dro 
hungsare anzeigt, t aber den Winfel MAP bebeute, 
unter welchen die u ‘gegen die Ebene der x, z geneigt 
it. Man hat alfo x — u cost, y — usint, mithin 


2* O(u®), Ferner ift 


5 (x) — — asian = cost 
= = sint; € — ucost 


J —RVRV x. ;0y = 
und ed wird Atdu (le) — er = = 
— uödtdu, wofür man + udtdu nimme (11.). Ds 
ber ift für das Volumen [fzdxdy — [fuzdudt = 
erfuzdu, wenn man das Integral nach t von t=0 
bis t — 2” nimmt, um es über die ganze Dberflähe 
tings um AZ zu erſtrecken. Integrirt man jest nad 
‚u theilweife, fo wird 

 amfuzdu = ru?z — r/furdz. 


Diefer Ausdruck giebt das Volumen des ringfür 
migen durch die Drehung des Trilineums BMN um 
AZ befchriebenen Körpers. Der erite Theil defjelben 
iſt der durch die Drehung des Rechtecks AMNQ dr 
ſchriebene Eylinder, daher ift der durch Drehung don 
ABNQ befchriebene runde Körper — zfurd2. 


Die Dberfläche des runden Körpers wird, weil 
‚02 Oz. — I 
—* * — 0 alſo (7, J2u — de iſt, aus (9) = 
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ſudt (öu* + 82%) = arfu Y(Ou® + 92°) 


wenn vas erjte Integral nach t innerhalb der angegebenen - 
Graͤnzen genommen wird: Hier iſt V(Gu⸗ Ei 02°) 
das Element des Bogens BN. 


Die gefundenen Kormeln ſtimmen mit denen in 
ben Artikeln, Eubirung und Komplanation, nad) ges 
böriger Vertauſchung der Bezeichnungen überein. 


13." Zuweilen fann e8 zur Berechnung des Volumens 
und der Oberfläche eines Körpers vortheilbafter fenn, ftart 
parallelepipedaler Elemente pyramidale oder auch keilfoͤr⸗ 
mige zu betrachten, und den Körper aus folchen zufammen 
zu fegen. Obwohl nun die hierauf Bezug habenden Differ 
rentialformeln fich unmirtelbar aus der zum runde ger 
legten Entjtehungsart des Körpers, und zwar gemeis 
niglih Fürzer als vermittelt des in (11) auseinander 
gefetsten Prineips aus den für paraflelepipedale Ele— 
mente geltenden Kormeln herleiten laffen, fo foll doch 
bier, um die Anmendung jenes Princips noch mehr ins 
Licht zu fegen, in den nun noch folgenden Beyſpielen 
ſolches allein gebraucht werden. 


14. Es ift ACB (Fig. 57.) einer der drey 
-Quadranten, welche den Octanten einer Kugelfläche, 
deren Mittelpunet C, Halbmeffer CA = CB ift, be 
gränzen, und zugleich die orthographiſche Projection 
Diefes Octanten auf die Kläche jenes Quadranten. FG, 
DE find die Halbmeffer und zugleidy die Projectionen 
von Duadranten zwener Eleineren auf ACB fenfrechten 
Kugelfreeife, deren Pol B if: FE iſt ein Stuͤck des 
Durchmeſſers und zugleich die Projection von einem 
Theile eines Fleineren gleichfall® auf ACB fenfrechten 
Kreifes, deſſen Pol H ift, und der den Kreis DE inE 
berährt, den Kreis FG aber in dem Puncte F, wo dies 
fer dem Duadranten BC begegnet, fehneidet. Man 
fucht den inhalt des Stuͤcks der Kugelfläche, welches 
dem Trilineum EFG ber Projection entpridh, 


\ 
! 
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gs ſey BMN die Projection bed Quadranten eis 
nes größten Kugelfreifes, welcher den Kreifen FG, FE, 
ca mL, M, N begegue. Man feße den Bogen 
BM=t, den Winkel CBN u, den Halbmefjer der 
Kugel Kürze halber = ı, fo find die rechtwinfligen 
Eoordingren. des Punctes M, BCA jur Ebene der y, 
z genommen x — sintcosu, y= sintsinu, 2 = 


cost, folglich. 


(2) = cost — = = — sintsipu 

& — sint — @ == costsinu 
nd 

(2) H- (< —) q = sınt cost 


mithin ſtatt dxdy zu fesen Otdusintcost, Mun iſt, 
wenn S das unbeitimmte Gtüf FLM der Kugelfläge 
bezeichnet, aus (8.) 


s=jf = 


8 fferdusint 
— /Oufdtsint 
wenn zuerſt nach t integrire werden fol. Integrirt 
man wirflih, und nimmt das Tintegral fo, daß es 
fürt = BL = BG = BF=a verſchwindet, fo wird 
S — [Ou(cosa — cost). 


Man verbinde HF, HM duch Bogen größter 
reife, fße BH=b, HM=HE=HF=c, und 
den Winfel BHM =uw, fo giebt das fphärifche Drey⸗ 
ef BHM 

cost = cosb cosc 4 sinb sinc cos w 





alfo 


alio 
S — [Ou/cosa— cosb cosc — sinb sinc cos») 
= u(cosa— cosb cosc) — sinb sinc [du cosw 
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In demfelben fphärifchen Dreyeck BHM, morin- der 
Winkel HBM = 90° — u, iſt f z 


sinb cosc — cosb sinc cösw 











tangu — - = 
sınc sınw 
folglich. | 
au (cosb sinc — sin b cosc cos w)Ow 
cosut F sin c sin w® 
Aber 
sinc sin w 
ceosu — - 
sınt 
Daher - 


2 sinc(cosb since — sinb cosc cosw)dw 
u ü— — — — 








sın t® 


und | 
— Du sinb sinc cosw — 


— 





Ow sinbsinc? cosw(cosb since — sinb cosc cosw) 





— — 


1 —(cosb cosc + sinb sinc cos w)® 


Sondert man in dem Differentialfactor zu Sw bie 
darin enthaltenen Ganzen vermittelft der Divifion des 
Zaͤhlers durch den Menner ab, und zerlegt den rück 
ftändigen Achten Bruch in Parrialbrüche, deren Mens 
ner die Kactoren des Menners find, fo wird 
— Qusinbsinc cosw — — dw cosc 

(cosb + cosc)(t + cosb cosc)2w 
2(1 4 cosb cosc+ sinbsin ccos w) 
(cosb— cosc) (1 — cosb cosc)dw 

— 2(1 — cosb cosc — sinb sinc cosw) 

und durch Integration nach (Integralformel, 123.) 
8 = u(cosa—cosb cosc) — w cosc 
cosbcosc sinb sinc -- (r+c[b cfeycf: 
* Ang.co — — 


8 — 
ı+cosbcosc+tsinbsinccosw 
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und 
Re — 5⸗ 1 RR-rr-+hh 
CF = | -h= SE Mass 
2h * 2 2h 
R— rt a 
cD- “oo a h— RR—rr—hh 
ah 2 2h 
folglich 


Rh hh 
e=V (m ) + ") 
_VRFN+ENLRlN + h'] 


sh 
Kerner iſt 
| . i | TG r 
sina — snBG = — = — 
| CA ep 
| CF u 
cosa — cosBG = — = RR—rr-phh 
| | CA .. zhp 
coscb = cosBH = | 
0 ei SER IRRE 
Ä | | | FE V(RR + Ih) 
’ FD h 
tangb = tangBH = — = — 
DE R 


und aus dem bey B — ſphaͤriſchen Dreyet 
ar H, 


t 


tangb _ he 
t — 7 
DER sına Rir 
| | R(RR—ır + m+hh) 
cosc = cosa cosb = 


zhoyv(RR+ R-+ hh) 
cotß _ 2rV(RR + hh) 
cosc Kk-ır+hh 





tang.a — 
alfo 


— BER, _ Rk-rr+hh 


Ver Tr tang °) BR +ır + hh 
und 


J Stereometrie. 529 


und | Bu 
cut} — + cosa 2 V(RR + hh) 

u | L—cosa Gi 
Hierdurch wird, wenn man jur Abfürzung CF— 
RR — hh | 
— = e feßt, und zugleich bemerkt, daß 
(r—.a) cosc=2 (ir —ia) cosc ift, erhalten 
Trilin, EFG — zroe | 

2 Roe V(RR+hh) 
var, en 


Y 


ho 
-+ opArc. tang nr 

In den Aufgaben aus der Koͤrperlehre von Leh⸗ 
mus (Halle und Berlin, 1811. 8.) iſt dieſe Aufgabe 
die letzte. Ihre Auflöfung nimmt dort 6 Octavſeiten 
ein. Zur Vergleichung ift zu bemerken, daß dıe bier 
gefundene Fläche FGE die Hälfte des dortigen F ift. 


15. In (Fig: 58.) iſt ABCD der Octant einer 


Rugel. Über AE ‚ einem Gtüde des Halbmeffers 


AC, ift in der (Ebene des Quadranten ACB ber 
Halbfreis AME befchrieben, und uͤber diefem als 
Grundfläche ein halber gerader Cylinder errichter,. deſe 
fen gekruͤmmte Gritenfläche der Kugelflähe in der 
Eurve GNA begegnet. Man ſucht den Inhalt des 
van GNA umd dem Bogen GA des Duadranten DA - 
begränzten Stuͤcks der Kugelflache. — 
Durch N, einen beliebigen Punet des gemeinſchaftli⸗ 
chen Durchſchnitts der Kugel: und Cylinderflaͤche führe man 
den Kugelſchnitt LNOP dem Quadranten DCB parallel, 
alſo fenfredit a.f ACB und ACD, fo ſchneidet die Ebene 
deffelben Die Enlinverfläche in der. Geitenlinie NM, 
und, mern NP verbunden wird, fo ift der Kugelfliche 
Durchſchmtt mit einer durch GA und En Ebene 


x 
* 
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der Quadrant eines groͤßten Kreiſes, AND, und CQ 
der NP, fo wie PL der CD parallel, 

Der Bogen AN heiße t, ber Winkel NAB; def: 
fen Maaß der Bogen BO ift, u, der Halbmeſſer der 
Rugel a, fo find bie rechtwinfligen Coordinaten -ded 
Punctes N | . 
= CP= acost 
y= PM=asint cosu 
z= MN= asıint sinu 

alſo 
— 8* F dx 
€ = — asint; (Z) =o; 
a (RY— 
(z) — — asint sinu; — RER 


und | 2 
Ox. ‚0oYy OxX. ,0oYy j z 
6 — — =) 5) = aasint' sinu 
alfo kommt aadtdu sint*sinu. ſtatt dxdy. 


Wird nun das Bilineum NA durch S bezeichnet, 
fo iſt (8.) — | 
| 8* a — ar. 


E | 
d. i. nah Subſtitution der Werthe von dxdy und ⸗ 
| S— aa/[otdusint: 
‚und wenn man das Integral nah .t zuerſt und fo 
nimmt, daß ed für to verſchwindet, 
| | S= aa [ou (r— cost). 





Henne man den Abſtand CF des Mittelpuncts 
FE der Grundfläche des Eylinders vom Mirtelpuncre der 
Kugel b, fo it FA=FE=FM= a—b, FP= 
b—x = b— acost, folglid im Kreife um F 

(b— acost)* + a'sint? cosu!= (a—b)* 
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woraus 


a(ı + cost)sinut== 2b 
alfo | 


fich ergiebt. | . 
Da nun 1 — cost = 3 —(I + cost), fd wird 


ou 
ST 2aau — zab/— 


sin u® 
alfo nad (Integralformel, 109.) 
S=2aau + 2abcotu + Const. 
Zur Beſtimmung der Conſtans bemerfe man, daß 
in A, mo bie Fläche anfängt, to, alſo aus der 





obigen Bleihung zwifchen u und t, sinut — - iff, 
a 
Diefes giebt cotu — Y —* und 
Const. = — 2aa Arcısiny 2 — 2a VY(a—b)b 
Es ift aljo vollftändig 
b | 
8 za u— Ärc. sin V=) + 2abcotu 
— Da V (a—b) b, 

Für u — —r erhält man hiernach 


ch 
Bilin, GLANG == aaa Arc. cosyY 72 2V (a—b)b, 


Faͤllt E in C, ſo iſt b a — b=<a, und 


man erhält Die Flaͤhe DRAO (Fig 54.) = 
ma _ aa, alſo weil dee Detant der Kugelflaͤche pe 
2 


Fras, DRAB = ai, wie in (8.). 
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16. Verlangt man die in der Kugel enthaltene 
chlindriſche Flaͤche GNAME ſelbſt, fo ſetze man den 
Winkel RFM = O, fo iſt x = b — (a—b)cosß, 
y= (a—b)sin®, alfo 


2* —V —— 2(a—b)? »% cos * 


Da die Cylinderflaͤche ſich abwickeln und in eine 
Ebene ausbreiten laͤßt, ſo findet man das Differential 
des unbeſtimmten Stuͤcks derſelben GEMN, welches 
W heißen mag, wie einer einfach gekruͤmmten Curve, 
deren Abfeiffe der Bogen EM des Umfangs Der 
Grundfläche, die zuftimmende fenfrechte. Ordinate aber 
NM=z iſi. Es ift alfo, weil EM = (a—b)P 

-3W = x(ä—b)z89 


— 2(a-—b)? b? cos GSP 


alfo | J 
W — 4(a—bj® b8 sin -9 


ohne Conſtans, weil W mit P. zugleih verfhwinder. 
‚ Für 9= # erhält man hieraus die Flaͤche GNAME — 


4(a —»)? BE, alfo, wenn b= - a, die Flaͤche 
DRALC (Fig. 54.) — aa DAB, | 


ı7. Um das Wolumen des in der Kigel ent: 
baltenen Theils des Cylinders, GEMA, zu finden, 
beiße der veränderliche Winfel EAM t, und der Ras 
dius AM u, fo ift 
N CK CP a—ucost 
y= PM usint i 
z = NM= y (2aucost — uu) 


PN | 
Z = usint; CE) z— cost 


alfo 
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€ = sin t3 : & — ucost 
nen 
OD- OH = % min fat 


dxdy zu ſubſtituiren udtdu. Nun iſt, wenn das un⸗ 
beſtimmte Stuͤck des Eylinders GNAME burqh Z bes 
zeichnet wird 

— ⸗Mnoxoy 


2 — udtdu Y (2aucost— uu) 
t fudu V (zaucost — uu) 
Da für ein ungeränterlihs t 


0. (a aucost — un)? — =3 acostöu {2aucost — un)? 


v i. 


— gudu (zaucost—uu)? 
fo wirb 


fizu(aaucost— ut = = — st fou(sancost—uu)t 


— * (a aucost— er 


Aber (sntegralformel , ‚58. 55 X 





u—acost 
forizaucost—un)? — — — (2an cost — un)? 
acost? ; - 5 t 
aacos Ang, co a cost—u 
2 acost 
4 Const,. —— 
Demnach | 
acöst-u 





—— 
-uu) —ascosts Ang, 
= (2aucost-uu) — — a'cos Ang acost 


— 2 (3acost—an) — u) V(aucost⸗ ui 
«+ Const. 
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An A, wo? anfängt, if u=o, daher Const., 
—0. mM iftu= AE.cosEAM = 2(a—bj)cost., 
Dadurch wird inneralb dieſer Graͤnzen 


2b-—a 
a 


= ab =) 90 2b) ab)? bF cos, 


‘ I j 
fuduy (aaucost — uu) == a? cost? Ang. cos 
| — 





Dieſes mit Ort multiplicirt, dann integrirt, und 
das Integral ſo genommen, daß es für (—=o ber 
ſchwindet, giebt 4 Da nun 


PURE * — + zent) 


= sine + + — sinzt = sint— ar 
— für t=o vermine, fo Be 
F= (int — ine) — Ang. cas- 





— aba) Gay a) 


Kür =-r erhält man hieraus das Volumen be 
. in der Kugel enfgftenm Cylinderſtuͤkks GNAME 
ab — 
= Ang. cos 





— —R 3a-2b)y (a-bjb 
welches für b =- a wird wi rin emo 
(Fig, 54.) Demnach⸗ mi; | na? der Detant ber 


Kugel, das Sid deſſelben DRALCB = Sa 5, wie 


9 
Boſſut gefunden bat. Man ſehe den X Slorentini 
fche Aufgabe, 16— 19. 
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18. Die bisherigen Benfpiele werben binreichend' 
fenn, um die Anwendung des in (11.) nach Euler ers 
Flärren Subſtitutionsverfahrens zu erläutern. _ Ich bes 
merfe nur noch,, daß man, anftart bie in (14.) und 
(15.) zum Grunde gelegten Ausdrücke für S zu ges 
brauchen, welde ſchon auf die Kugel fid Bag 
auch die Kormeln. für S aus dem allgemeinen Auss 
Drucke für die Oberfläche eines Körpers in (9.) vermits 
telſt der Ausdrücke der Coordinaten x, y, z int und 
u hätte finden fönnen, welches Be etwas weirläus 
figer gewefen wäre, 


9. Um Abſchnitte von Koͤrpern und krummen 
gläden ju mejjen iſt es nicht immer nöthig, Integral⸗ 
rechnung anjumenden: man gelangt oft kuͤrzer und 
netter zum Ziele, wenn man fie in meßbare Theile zer⸗ 
legen oder fie als Theile eines für fich und in’ feinen 

uͤbrigen Theilen meßbaren Ganzen darſtellen kann. Die 
eben in (4.) und (14.) vorgefommenen Behſpiele 
beftätigen dieſes. Hier zu ihnen noch ein drittes, 


Es ift ABCD (Fig. 59.) wieder ber Oetant eis 
wer Kugel, deren Mittelpunct C, SHalbmeffer CA. 
— CB=CD. EFG, HKE find ein Paar den 
Duaoranten ACD, BCD parallel geführte Schnitte, 
welche einander in MN fihnewen. Man fucht ſowohl 
Den Inhalt des zroifchen ihnen und dem Quadranten 
BA enthaltenen Stuͤcks der Kugelfläche , KMF, alg 
Das Volumen des durch fie und jenen Quadranten 
abgeſchnittenen Kugelſtuͤckks KMFN. 


Mon ziehe von B und A, als den Polen der 
Kugelkreiſe GMF, KML die Bogen BM, AM größs 
ter Kreife, und verlängere den lesteren bis an ben Qua⸗ 
Dranten BD in O, fo it AO aud ein Quadrant. 
Man fee die Bogen BK=a, AF=P und den 
Halbmeſſer der Kugel —r, ferner die Winfel 
MAB=y, MBA= 6, BMO ſo iſt CH=EN 
—_rsina, CE= HN —rsinß und. 
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Triliß. KMF = Tiilin. BMF.+ ABOM 
| 0 Quadril. BKMO 
. == rölr—rsinß) + r’(g--5)—r’ysına 
| . z rt(d—(ysina + d>1n£ß)) 

Fuͤr das Volumen des Kugelſtuͤcks KMFN jiehe 
tan noch die Halbmeſſer CF, CK, CM und ſtelle ſich 
an alle Punete der Bogen KM, MF vergleichen ge 
zogen vor, fo entiteht ein Kugelausfchnire, begränit 
von dem Sector KCF und den beiden Ausſchnitten 
don Kegelflaͤchen, CKM, CMF. “Derfelbe iſt, wie 
man leicht einfieht, einer Prramide gleich, deren Grund» 
fläche fo groß ale das Stuͤck der Kugelflaͤche KMk, 
und deren Höhe dem Halbmefjer der Kugel gleich if, 

Er iſt demnach * @—(ysina + ösind)) 


Hiervon find. die beiden Kegelftüde CMFN, und CMEN 
abzurechnen, um das Golidum KMFN zu erhalten 

‚Die Grundfläche des erften Kegelſtuͤcks iſt ein halber 
Kreisabſchnitt MNF, feine Höhe CE. Das halte 
Segment MNF findet fib aus dem ihm zugehörigen 
Winkel am Mittelpunete MFF d, und dem Halb: 


meſſer EF—rcosß, = - re cosß* (d — sind cos d) 


alfo iſt das Kegelſtuͤck CMFN= ‚. oe sinß cosß' X 

(5 — sind cos). : Eben fo iſt das Kegelitük 

CMEN= = r’sina oosa' (y—siny cosy). Daft 

das Rugelftüf KMFN 

=- r(20 — ysina(3 — sina?) — osin (3 ⸗inꝰ 
oina cosa* sinycosy + sinß cosß*sind.0050) 


Es ift nun noch zu zeigen, wie Die hier vorfoms 
menden von a und 3 abhängigen Groͤßen y, d und 
durch diefe beſtimmt werden, Dieſes geſchieht mittel 
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bes fphärifchen ben O rechtwinkligen as BOM, 
in welchem die Seite BOo=y, OM=.a, MB 

— 90° — A, und die Winkel OBM= 9° — 5835 
BMO — — Aus demſelben iſt 


sin sin B 


cos = 


cos — 
| cosß 


cosg — tang gatangfß = cosy — 

Sind ſtatt der Abſtaͤnde auf der Kugel BK und AF 
die Abſtaͤnde der Kreiſe KLH und EFG en Mirttele ⸗ 
punete der Kugel, CH—= a, md CE b, gegeben, 
fo iſt rsina=a, sauß=b, ud es wird 


car 
a 
Ver—bb) 
ab 
Vr — aa)(ır— bb). 
Dedurch findet ſich 


Trilin, RMFZ rr Arc. — 


cosd — * 


— — 


‘ab ; 
V rear bb) | 


— ar Arc: cos — — — br Arc, cos 


a 
V’lee—aa) Ver —bb) 
Solid, KMFN= Fab Vlr—aa— bb). + Ar 





1 
—— rn aa)y 


— — b(g1r— bb)ö 


wo ber Kürze wegen bie — Yr 5, 4 bey 
behalten find. 
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Man vergleiche die 45. und 46ffe Aufgabe ber in 
(14. ) angezogenen Schrift. 


20. Laͤßt ſich die Formel Xöx, welches das Dif: 
ferential eines unbeflimmten Stuͤcks eines Körpers dars 
flelle (1.), nicht integriven oder giebe die Integration 
derfelben fein für die Praris brauchbares Reſultat, fo 

muß man ſich der in dem Artifel, Quadratur, mit ge⸗ 
theilten Annaͤherungsmethoden bediencn. 


Iſt z. B. ein nicht ganz volles, gewoͤhnliches 
Faß, deſſen Are horizontal iſt, zu viliren, fo ſtelle 
man ſich dieſe Axe als ein Stuͤck der Abſciſſenlinie eis 
ner paraboliſchen Curve vor, und nehme die Ordinate 
derſelben in irgend einem Puncte der Are den Kreiss 
abfchnitte proportional, welcher der Durchſchnitt des 
vollen Faßraums mit einer in jenem. Pumcte auf die 
Axe fenfrechren Ebene ift, fo. iſt der angefüllte Raum 
des Faſſes dem von der Are, den beiden dußerften Drs 
dinoten, und der Curve zwifchen diefen eingeichloffenen 
Rlächenraume proportional. Da fi nun bey einem 
Faſſe wohl nicht leicht inehr als drey Ordinaten, ndm: 
lih die ‚beiden Außerflen‘ und die mittlere beitimmen 
laſſen, ſo muß man es bey der Veſtimmung des In— 
halts nad) der erſten Coteſiſchen Formel bewenden laſ— 
fen, und den Inhalt des Faſſes, ſoweit es angefuͤllt 
iſt, gleich ſetzen dem Producte aus der Summe der 
beiden Kreisabſchnitte, welche die Durchſchnitte des 
vollen Raums mit den Boͤden ſind, und des vierfa— 
chen Kreisabſchnitts, welcher der Durchſchnitt deſſelben 
Raums mit einer mitten Durch die Are den Boͤden pas 
rallel gelegten Ebene ift, in den festen Theil der Are 
oder der Fänge — Dieſes iſt die von Ram⸗ 
bert (Beytraͤge, Th. I, ©. 334.) gefundene Regel. 


21. Zur — des Inhalts einer krum—⸗ 
men Flaͤche oder eines Stuͤcks derſelben kann man auf 
aͤhnliche Art verfahren, welches Bier’ an der ſchiefen 
Regelfläche erläutert werden ſoll. 
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In dem Artikel, Kegel, 22. ift das Differential 
eined Sectors der gefrümmten Geitenfläde eines ums 
gleichfeitigen Kegels gefunden worden. Wenn nämlich 
in der dortigen Figur (Fig. 3. des III. Th.) ACZ 
CB=a, die Höhe des Kegels DE, der Abſtand 
des Fußpunets derſelben vom Mittelpuncte der Grunde 
fläche CE— g, der veränderiche Winfel am Mittels 
punete der Grundflähe ACM = 9, der dazu gehörige 
Sector der Kegelflähe ADM = 5 gefegt wird, fo iſt 


88 * a90 V ih? + (a—g cos )) 

Diefes ift das Differential des Flaͤchenraums eis 
ner Curve, an welcher die Abfeiffe x—=aP und bie ihr 
entfprechende (fenfreihte) Ordinate y =V (h'-- (a—g 


cosh)”), Um alfo die halbe Kegelfläche zu haben 
muß man die Area jener Curve, welche zwiſchen den 
zu x o und x=ar gehörigen Ordinaten enthalten 
iſt, ſuchen. Diefes auf eine annähernde Art nach den 
in dem Artikel, Quadratur, 344, 145. mitgefheilten 
Formeln, wovon die erfte von Gauß herruͤhrt, zu vers 
richten, hat man vor allen Dingen die Ordinaten y(); 
ya; ’y; y9; y!; yE) und y, welche bejtehungss 


weife den Abſciſen 0; mas V/35)5 -zras-V 5); 


—* mals + Vs); = za(5 + Yı5) und ra 

2 10 10 

zugehoͤren, zu berechnen; für welche der Winfel ® vie 
1 1 1 

Werthe 0 GV); (5 -+V5)5 — 


I 


rs +v5); rs + vYısz) und r bat. Diefe 
Berechnung erleichtert man fid) dadurch, daß man 
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A gcos® 
h 
nachdem a > oder <gcos® ift, als wodurd y= 


= +iangvV ober —tangv macht, je 


1 
—— wird. 


Nan fen zu einem Zahlenbeyſpiel a=ı, hy 
g = 3, fo gehören nach der Decimaleintheilung des 
Duabranten oder des rechten Winfels folgende Werte 
von P und y jufammen. 


R v Y 

0, o000000|2, 236068 — y(®) 
0, 2254033|2, 196036 — y(?) 

9% 5527864|2, 054293 = 'y 
I, . oooooool2, 061553 — y(?) 

I, 447213612, 481625 — y! 
ı, 77145967|2, 763420 = y(?) 
2, :ooooooc|2, 828427. y(*) 


Dieſe Werthe geben in die Formeln des angejr 
genen Art., in welchen f (wegen a = ı) =" iſt, ge 
bracht für die halbe Kegelfläche zwey Gränzen, em 
fleinere und eine größere, welche verdoppelt bie ganze 
Kegelflaͤche zwifchen 
. 560 + y9) 


9 
y) yM) + sly+ y”) 


+ 8y@) 


unb 


| 6 
"einfchließen. Die ausgeführte Rechnung giebt bie 
Werthe der Kegelfläche 14, 4492 und 14,5268, ji 
ſchen welchen man, da die Fehler der angewandten Annd- 
berungsformeln nahe gleich find, das arirhmerifche Mit 
tel nehmen, und ibm. die -Kegelfläche gleich fegen kant. 
Diefes giebt Für diefelbe 14,4880. Man kommi aber 
dem wahren Werthe näher, wen man, weil das Dir 
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haͤltniß der entgegengefetzten Fehler der Annaͤherungs⸗ 


formeln 3:4 if, die Summe von ver Eleineren und 


Bon > der größeren Graͤnze nimmt. ‚Hierdurch finder 


ſich die Kegelflähe 14,4825. An Mayers prakti— 
ſcher Geom. Th. V. 6. 93. nro. a5. iſt durch eine 
mühfamere Berechnüng aus Graͤnzen, die etwas weiter | 
ald Die obigen auseinander liegen, für dieſelbe 
14,4817 gefunden. | | | 


22. Don den Methoden, welche vor Erfindung 
der Integralrechnung angewandt worden find, Körper 
und ihre Oberflächen auszumeffen, find die Artikels ' 
Erhauftionsmerhode, Cavaleri's Methode des Untheilba— 
ren, Centrobaryca methodus, Ringfoͤrmiger Körper, 
‚nachjufehen. Der Guldin'ſchen Regel hat man fich 
audy wohl nad; Erfindung der Integralrechnung da bes 
dient, wo man mit der Integration einer irrarionalen 
Differentialformel nicht fertig zu werden wußte, Safe 
gebraucht dieſelbe z. DB. noch, um den Inhalt eines 
— wenn die Kruͤmmung der Dauben kreisfoͤrmig 
angenommen wird, zu berechnen, $. 76. u. folgg. feiner 
Doliorum Dimensio. Einen vortrefflichen Lehrbegriff 
der‘ praftifchen Stereometrie enthaͤlt Mayers praftifche 
Geometrie in ihrem zten Theile, wovon Die zwente 
Ausgabe zu Görtingen 1820. erfchienen if. Zu- bes 
merken find noch: 


Aufgaben aus der Koͤrperlehre von Lehmus. 


Halle und Berlin, 1811. 8. 


Hoßfelds niedere und höhere praktiſche Stereo: 
metrie. Leipzig, 1812. 4. | 

Mancherleyg brauchbare Aufgaben zue Ausmeſſung 
der Körper und ihrer Oberflächen finden fih aud im 
aten Theile von Meier Hirſch's Sammlung geome: 
teifcher Aufgaben. Berlin, 1807. 8. 
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Stereotomie, woͤrtlich: Koͤrper chnitt, don 
Frepeov, solidum, und reryw, seco, iſt derjenige 
Theil der Stereometrie oder Körperlehre, welcher von 
den Durchichnitten der Oberflächen von Körpen, die 
einander ganz oder zum Theil. durchdringen, handelt, 
Sie ift vorzüglich für die Lehre von den Gewoͤiben in 
der Baukunſt wichtig, findet aber auch in den K.initen 
mannichfache Anwendung. | | | 


| Die Methode, welche in der Stereotomie borjugk | 

teile angewandt wird, iſt die eonftruirende oder a aphiſche, 
Da diefe dem arbeitenden Kuͤnſtler, welcher die Ergebnifl: 
der Ötereotomie benutzen wıll, am meifter zuſagt fomofl 
wegen der Anfchaulichfeit, die fie mit fich führe, als auch 
wegen der Leichtigkeit, womit Die Llebertragung der Eu 
gebniffe derfelben in die Praris gefchieht, indem daju 
weiter feine Vorbereitung nörhig iſt. Weil aber ber 
den Körpern und ihren Oberflächen alle dren Dimen: 
fionen des Raums in Betracht fommen, fo find jur 
polljiändigen Darjtellung der Oberflächen. und ihrer 
Durchſchnitte im allgemeinen immer die Projectionen 
derfelben auf * nicht parallele Ebenen erforderlich, 
welche der größern Einfachheit und Leichtigkeit wegen 
auf einander fenkreche genommen werden, und davon 
die eine in Veziehung auf die Ausübung horizontal, 
die andere vertical ift, dem ſchon laͤngſt eingeführten 
Gebrauche der Grund: und Profilriffe gemäß. 


Um das Verfahren einigermaßen an einen Bey 
ſpiele fennen zu lernen, fey der Durchfchnift zweyer ge⸗ 
raden aber ungleichen Eylinder, deren Aren ſich rechts _ 
wwiflicht fehneiden, zu beſtimmen. 
Zu dem Ende fey das Rechteck ABCD (Fig. 60.) 
‚ ein Durchfchnitt des einen und andern Cylinders mil 
der bene durch die Axen EF, und GH, welche horis 
zontal fey. Mber AB, BC fenn. aus den Mittelpune⸗ 
ten E und G mit den Halbmeſſern EA = EB, und 
GB= GC, Halbkreiſe befchrieben: dieſe find die um 
AB und BC gedreheten und in die horizontale Ebene 
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tiebergelegten Durchfchnitte der-über ABCD ſtehenden 
yalben Cylinder mit verticalen über AB, BC aufgerichteren 
Fbenen. Auf den DBerlangerungen von AB, CB ſey 
BK = Bk fo groß ald BG der Halbmeſſer des Fleineren 
Sylinders genommen, und durh K, k die LK, kl 
sen Durchmeſſern AB, BC parallel gemacht, fo bes 
uͤhrt die legtere den Halbfreis BIC in I, fo daß GI 
enkrecht auf BC if. Durch L ziehe man mit der 
Mre EF cine parallele, welche der AB in M, ver HG 
n N und der DC in O begegne, fo ift N die horijons 
tale Projection des böcflen Puners in dem Durdy: 
ichnitre beider Enlinderflächen, und MNO die Projer: 
tion der dey Durchſchnitt in jenem Puncte beruͤhrenden. 


Denn denfe man ſich die Halbkreife ALB, BIC 
aber AB, BC auf der Ebene der Zeichnung Oder des 
Rechtecks ABCD fenfrecht aufgerichtet, fo fallen BK, 
Bk jufammen, LK, kl find in einer horizontalen 
Ebene, melde die größere Enlinderfläche in der durch 
L gehenden Geitenlinie fehneidet, Die Fleinere aber 
in der durch I gehenden Geitenlinie berührt. . Diefe 
Seitenlinien fiegen zugleich in den verticalen Ebe⸗ 
nen LMO, IGH, wovon jene deräre EF pas 
rallel, diefe durch die Are HG felbit gebt, Ihre 
Projectionen auf die Ebene des Mechtefs ABCD 
find alfo die geraden MO, HG, folglich ift N die 
Projection ihres Durchſchnirts, d. h. des höchften 
Puners des Durchſchnitts beider Enlinderflächen auf 
dieſelbe Ebene ABCD. Daß aber MO die horizontale 
Projeetion der dieſen Durchfchnirt in feinem höchiten 
Puncte beruͤhrenden ift, erhellt fo. Die Ebene der LK, 
kI berührt bey der verticalen Lage der Halbfreife ALB, 
BIC ven Fleineren Enlinder; eine Ebene, welche den 
größeren Enlinver in der durch L gehenden Geitenlinie 
deffelben beruͤhrt, ift auf den Halbmefler EL fenfrechr, 
und wird von der berührenden Ebene durch I in jener 
Seitenlinie durch L gefchnirren, die alfo den gemeine 
ſchaftlichen Durchſchnitt beider Eylinderflächen in jeinem 
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hoͤchſten Punete beruͤhrt. Nun iſt MO die Ptojet⸗ 
tion dieſer Geitenlinie, folglich die Projection ver 
den Durchfchnire der Enlinderflächen in feinem hoͤchſten 
Puncte berührenden. Zugleich erhellt, daß aud MO 
die horizontale Projection des: Durchſchnitts berühre 


Um noch andere Puncte der. horizontalen Proje 
tion des Durchſchnitts der beiden Cylinderflaͤchen zu er 
halten, ſchneide man auf BK und Bk von B aus die 
gleiher Stuͤcke BP und Bp ab, ziehe durch P um p 
die PO, pg parallel mit AB, BC bis an die Limringe 
ber Halbkreiſe ALB und BIC. Durdh Q und q ziehe 
man mit den Aren, EF, GH, ‚parallelen, welche ven 
Durchmeſſern AB, BC in R und r begegnen, einan 
der felbit aber in S ſchneiden, fo iſt S in der gefuchten 
Projection. | - | 


Der Beweis iſt dem vorigen, moburd gezeigt 
ward, daß N in der horizontalen Projection des 
Durchſchnitts der Cplinderflächen fey, ganz aͤhnlich. 


Wird die horizontale Projection ‚der berüßrenden 
an einem Puncte des gemeinfchaftlihen Durchſchnitts 
der Eplinderflächen, welcher nicht der hoͤchſte ift, ber 
langt, fo hat man die Durchichnirte der Ebenen, wel 
che die Snlinderflächen in jenem Punete beruͤhren, mil 
der horigontalen Ebene ABCD ju ſuchen, welche um 
dadurch erhält, daß man die Durchſchnitte der berub 
tenden an zufammengehdrigen Puncten Q, q der Hals 
freife ALB, BIC mit den. verlängerten AB und BC 
fucht, und durch diefe parallelen mit den Aren EF um 
HG legt. Der Durchſchnitt diefer parallelen iſt ein 
Punct der gefuchten Projection, und da man einen 
zweyten in dem mit dem Puncte Q, q berbundenen 
Puncte S bat, fo ergiebe ſich die geſuchte Projection 
ſehr leicht. ee 

Die Kenntniß der horizontalen Abfeiffen und Dw 
dinaten Gr, tS over ER, RS fo mie der zugehörigen 
verticalen Ordinaten qr oder QR an die a 

- uncte 
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Puncte des gemeinſchaftlichen Durchſchnitts der Cylin⸗ 
derflaͤchen reicht nebſt der Kenntniß von der Lage der 
beruͤhrenden an’ jenen Puncten ın ſehr vielen Faͤllen für 
die Praris bin. Oft nt aber auch die Mbwickelung eis 
ner oder beider Cylinderflachen mit der darauf gejeiche 
neten Eurve des Durchſchnitts nörhig. Dieſe auf den 
abgewickelten Enlınderflächen zu entwerfen iſt mittelſt 
der vorigen Zeichnung leicht. Die Bogen Bq, oder 
BQ werden die Abſtiſſen, und rs over RS die Dazu ges 
hoͤrigen fenfrechten Dromasen der abgewirfelten Eurve, 


Dieſes Benfpiel wird den Gebrauch und Mugen 
einer ſyſtematiſchen Abhandlung der Lehre von den Pros 
jecrionen auf zwey cvordinirte (Ebenen, der fogenannten 
Geometrie descriptive, binlänglich vor Mugen legen, 
Die Aufgabe, wovon bier eın beionderer Kalt aufgeloͤſt 
iſt, laͤßt ſich auch fo abfajfen: Aus der Projetion eis 
ner doppelt gefrümmten Linie auf zwey Ebenen. vie 
auf einander ſenkrecht find, ihre Projeetion arf eine: 
Dritte auf jenen beiden jenfrechte Ebene berjuleiten. 


Die Curve des Durchſchnitts beider Eylinderflä: 
den iſt übrigens eın Cykloimber, der Krflärung gemäß, 
weiche davon ın dem Artkel, Cykloimber, gegeben uf, 
Ihre auf die Kreisebene BIC fenfrechten, den Bogen 
Bq als Abſiſſen zugehöugen Ordinaten find nämlıch 
derjenigen der Durch die Endpuncte des Durchineffers 
BC gehenden einſach gefrummten Curve BSNSC, wels 
ce den Abfenien Br zugehoͤren, die mit denen an de 
Bogen Bq ubercinfomnıen. - 


Die horizontale Projeetion des Durchfchnitts der 
Enlinvderflächen oder die Curve BSNSC näher feunen zu 
lernen, nepine man den Anfang der rerbtwinfligen Eos 
ordinaten x,.y, z ın T, Dem Durchſchnitte der Aren, 
laſſe TN die Are der Abſeiſſen x, und TE die Arc der 
borizontalen Ordinaten y ſeyn, fo ul, wenn der Halb⸗ 
meſſer des größern Cylinders a, des Fleineren b haft, 
die Gleichung fur die krumme Oberfläche des größeren 
Cylinders | 

Mın 
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xx + zz aa 
die für die Erumme Oberfläche des Eleineren aber 
e yy zz — bb 
Hieraus folge die Gleichung für die Projection bes 

Durchſchnitts beider Eylinderflächen auf die Ebene der 
E, y, d. i. für die Curve BSNSC 

yy = xx — (aa—bb) 

welche einer gleichfeirigen Hyperbel angehört, dere 
Mittelpunct T, halbe Zwerchaxe TN ift, 


Der bier betrachtete Kall des Durchſchnitts zweyer 
fenfrechren Eylınder fommt in der Baukunſt vor, wenn 
ein Eleineres Tonnengewölbe fenfreht an ein größere, 
Das von derfelben Grundfläche aus fich erhebt, anläuft, 
und folches durchbricht, um in das größere Licht ver 
mictelft des Eleineren zu bringen, 


Über die Stereotomie bat man ein weitlaͤufges 
Perf von Frezier unter dem Titel: La theone et 
la pratique de la coupe des pierres et des bois ou 
traite de Stereotomie. Strasbourg und Paris, 
1737 — 39. in 3 QDuartbänden. Diefes Werk um 
faßt aber, wie fehon der Tırel zeigt, viel mehr, ald die 
eigentliche Stereoromie. Ein daraus vom Verf. felhit 
beforgter Auszug ift unter dem Titel: Elemens de 
Stereotomie zu Paris, 1760. in 2 Octapbaͤnden ım 
fbienen, Die Hälfte des eriten Theils hievon, von 
Kosmann überfegt, ift zu Berlin, 1801. herausge 
fommen, | 


Sternfiguren, oder auch ſchlechthin Sterit, 
Fönnen diejenigen ebenen oder Förperlichen Figuren genannt 
werden, welche entfteben, wenn auf die Geiren regu 
lärer Vielecke gleiche gleichfchenflige Dreyecke, ode 
auf die Geitenflähen der regulären Körper gleicht 
gleichfeitige Pyramiden fo geſetzt werden, daß daraus 
ein Polygon oder ein Polyeder mit regelmäßig abwech⸗ 

felnden auss_und einwärtögehenden Winkeln und Eh 
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fen’, worunter die bon jeber Art einander hleich find, 
hervorgeht. 


Es fen ABCDE (Fig. 61.) ein regelmäßiges 
Viele von n Geiren. über welchen die gleichen gleich: 
fehenkligen Triangel AFB, BGC, CHD, DIE EKA 
errichtet find. Damit nun an den Winfelpuncten A, 
B, .... E einmärtsgehende Winfel entſtehen, muß, 
wenn der Winkel an der Grundlinie der gleichſchenkli— 





gen Dreyecke a gefeht wird, 2« — . 180° > 





180° | 
= ‚ di. größer als der 


halbe Centriwinkel des Vielecks. Wird alſo der Halb— 
meſſer des um das Polhygon ABCDE beſchriebenen 


feyn als 180°, alſo «> 


Kreifes a gefest, fo muß AF =-AB .seca > fen 


als a.tng—, nämlic) größer als die halbe Seite 


des um den Kreis befchriebenen Polngons von n Geis 
ten, wie fich auch fonft leicht ergibt. Iſt diefe Bes 
bingung erfüllt, fo it AFBGCHDIERA eine Gterns 
figur oder ein (ebener) Stern mit 2 n Seiten und n 
auswaͤrts- und eben fo vielen einwärtsgchenden Wins 
feln, von denen jene ſowohl als diefe, jede für fich, unter ein: 
ander gleich find. Dieſe Gleichbeit iſt eine Folge von dev 
Eongruenz der Dreyecke AFB, BGC, .... u. f. w. 


Die Spigen des Sterns F, G,.... K find, wie 
fih leicht erweifen läßt, vom Mittelpunete L des um 
das Polngon ABCDE beichriebenen Kreiſes gleichweit 
entfernt, a'fo auf dem Umfange eines Kreiſes, defjen 
Halbmeffer FL = GL.... = KL. Auch find die 
Sntfernungen FG, GH ..... KF je jwener benachs 
barten Spitzen von einander gleich, geben alfo ein Dem 
Polygon ABCDE aͤhnliches regelmäßiges Vieleck. 


=; 
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Die Summe der ausfpringenden Winfel F+ 
G+ .... + K beträgt n(180°— 2a) =n. 180° —2na 
Nun ift ana > 360°, alfo jene Summe <(n—?). 
180°. Die einfpringenden Winfel an A, B....E be— 


— . 180°) = 2na + 





fragen zufammen n (2a + = 


(n — 2)ıg0°. Alſo die Summe aller Winfel des 
Sterns — (an — 2) 1800, wie es nad (Figur, 3) 
feyn muß. | 


60° J | 
Wenn a=—, alfo fo groß als der Centri 


winfel des Vielecks ABCDE ift, fo werden bie Ort 
ten des Sterns AF, FB, BG u. f. w. die Berlin 
gerungen je zweyer an zwey naͤchſten Winfelpunde 
des Polygons liegenden, nicht zufammenftoßenden Et 
ten deffelben bis zu ihrem Durchſchmitt. Sterne dielt 
Art können, wenn die Anzahl ihrer Seiten ungerade il, 
auch als eine befondere Art regelmäßiger Vielecke ange 
fehen werden. ©. Vieleck. Da bey ihnen jeder der 


auswärtsgehenden Winfel —— .1800, fo lt 
n 


fih aus dem gleichfeitigen Dreyecke und dem Quadrat 
fein folcher Stern bilden, | 


Eine andere Art von Sternen als die biöher be 
trachtete enrfteht, wenn (Fig. 62.) zwey ähnliche regel 
mäßige Vielecke ABCD und EFGH dergeſtalt in und 
um einen Kreis befchrieben find, daß die Geiten des 
äußern den Kreis in den Winfelpuncten des inner 
berühren, und alsdann jede Geite des innern Vielels 
fo weit verlängert wird, bis fie die Durch die ihr nd 
fen Winfelpuncre gehenden und gleichfalls. verlängerte 
Seiten des äußeren Vielecks fehneider. Die fo geh 
dete Öternfigur QAIFR . .. +. PEQ unterfcheidet ſch 
von den vorhin berrachteten dadurch, daß bie Si 
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und die Entfernungen der Spigen nicht ale unter ein= 
ander glei find, fondern von jenen, wenn man fie 
nach der Ordnung zähle, die ıfle, 4te, ste, gte, ge 
u. ſ. w., fo wie die 2te, 3te, 6te, zteu.f. w., dieſe 
aber, eine um die andere. 


Man wird aus dem, mad jest von ben ebenen 
Sternen gefage ift, ſich leicht eine Vorftellung von den 
aus den regulären Körpern entftehenden förperlichen 
Sternen mahen, und alsdann bey einiger Aufmerfe 
famfeit finden, daß folder Sterne, wo die Seitenflaͤchen 
der auf eine Geitenfläche des regulären Körpers aufges 
festen Pyramiden Erweiterungen der Ebenen von den 
anſtoßenden Geitenflächen des regulären Körpers find, 
es nur zwey giebt, welche aus dem Dodefaeder und 
Ikoſaeder ihren Lirfprung nehmen. Der erfle diefer 
Sterne läßt fih aber auch als ein Dodekaeder betrach⸗ 
ten, deſſen Geitenflächen reguläre Künfecfe der zweyten 
Arc find, dergleihen (Fig. 62.) eine zeige, und worin 
jede — wie AB zweyen anderen DC, DE begegnet. 
Ein Stern anderer Art entitehe noch aus dem Ikoſae⸗ 
der,. wenn man die an den drey Winfelpuncten jeder 
Seitenfläche des Ikoſaeders liegenden Geitenlinien bis 
zu ihrem Durchſchnitt verlängert, und Diele Durchs 
ſchnitte für die Gipfel der aufjufegenden Ppramiden 
nimmt. Auch diefer Stern läßt fi als ein Dodefaer 
der, deſſen Geitenflächen reguläre Sünfecke der zweyten 
Are find, anfesen. Es unferfcheider fih von dem nur 
gedachten darin, daß ed zwanzig dreyſeitige Ecken har, 
da das vorige zwölf fünffeirige enchält, S. Vieleckiger 
Körper. | 

Litterarifche Machrichten uͤber die Sterne finden 
fih in Kaftners geom. Abhandl. Samml. L Abh. 
45. Kaͤſtner erwähnt der förperlichen Sterne nicht, 
da doc Kepler der beiden vorhin erwähnten regelmäßis 
gen Sterne aus dem Dodekaeder und Ikoſaeder in der 
Harmonice Mundi gedenft, welche von Käftner ans 


geführt wird, 7 
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Stetig, f. Continuum, Dem' dort bemerkten 
fuͤge man noch bey: 5) Die Stetigkeit einer Function 
beſteht darin, daß ihre Werthe für unendlich kleine An 
derungen der veränderlichen Größe ſich unendlich wenig 
ändern. Gegentheils wird die Stetigfeit unterbrochen, 
Die Sunetion tangx z. Exempel folgt von xo bis 
x= 90°°— u, wo w fo flein ald man will fenn Fann, 
‚dem Hefege der Gretigfeit, für x== 90° aber wird 
die Sterigfeit unterbrochen, 


Storchfihnabel, f. Pantograpf. 


Subcontraria sectio heißt der Wechſelſchnitt 
bes fihi-fen Cylinders und Kegels, worüber die Artikel, 
Enlinder und Kegel, nachzufehen find, 


Subdupla ratio heiße bey ben Alten ein 
Verhaͤltniß wie a: 2a, deſſen Vorderglied die Hälfte 
bes Hintergliedes ift, | 

Subduplicata ratio ift das aus ber er 
lung eines Verhaͤltniſſes in zwey gleiche hervorgehende 


Verhälmiß. 3. E. das Verhälmif a: a? b?,om 
a”: b? —yYa;yb ift das ſubduplieitte von asb- | 


„Subnormafe iſt an einer Curve derjenige 
Theil der Abfeiffenlinie, welcher zwiſchen der Ordinate 


zu dem Beruͤhrungspuncte und der Mormale enthalten 
iſt. ©. Mormale, | 


Subſecante ift an einer Curve das Stuͤchder 
Abſciſſenaxe, welches die Ordinate zu dem Beruͤhrunge⸗ 
puncte und eine Durch den Beruͤhrungspunct gezogen 
fchneidende zwiſchen ſich abfchneiden. L'Huilier hat 
diefe nicht unſchickliche Benennung eingefuͤhrt. Pri- 
eipior, calo. different. et integral. expositio ele 
menlar, cap. V. §. 38. 


Subſtitution beſteht in der Einfuͤhrung des 
ſonſt woher gegebenen oder angenommenen Werths einer 
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Größe in einen analytifchen Ausdruck, welcher von der: 
felben abhängig ift, | 


In der Algebra laſſen ſich die Gleichungen mit 
mebreren unbefannten Größen auf dem Gubftitus 
tionswege, d. i. dadurch auflöfen, daß man den 
Werth einer diefer Größen durch die übrigen aus einer 
der gegebenen Gleichungen ausdruckt, und denfelben in 
den andern Gleichungen, worin jene Größe vorfommt, 
fubftituirt, wodurch die Zahl der unbekannten Größen 
und ber Gleichungen um eins vermindert wird, 


Den analytifhen Zufammenfegungen Fönnen wies 
berholte Gubftiturionen vorfommen. Um z. E. (a + 
b-+-c+d? zu entwiceln, made man erft (a + b)*, 
fegt darin b+c ftatt b, und erhält fo (a+b+ c)*, 
bierin fegt man c+d ftart c, und gelangt dadurch zu 
(a+-b+c+d)!. Die combinatorifche Analnfis macht 
in dem bier erwähnten Falle und in allen ihm verwands 
ten die fucceffiven Subſtitutionen entbehrlih. Bey der 
Subftitution von Reihen in Neihen bewährt fi ihr 
ausgedehnter Nutzen ebenfalls, 


Wiederholte Subftitutionen werben auch oft ans 
gewandt, um eine Größe, welche in einer fehr verwifs 
felten Relation zu andern ftebt, und daher auf directem 
Wege nur ſehr mühfam oder vielleicht gar nicht bes 
flimmt werden fann, nach und nach durch immer weis 
ter gerriebene Annäherung zu beftimmen, indem man 
ftate des wahren Werths einen ihm nahe fommenden 
ſubſtituirt, und dadurch einen noch näheren Werth oder 
die Verbeſſerung des ſubſtituirten finder, 


Subsuperparticularis ratio heißt in ber 
älteren Arithmetik ein Verhaͤltniß m;m + 1, deſſen 
Syinterglied das Vorderglied, welches eine ganze Zahl 
und größer ald ı ift, um ı übertriffe. Es ift das 
umgefehrte bon superparticularis ratio, oder von 
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m-+ ı:m. Im Lateiniſchen werden dieſe Verhält: 
niffe nach dem Theile — mit vorgeſetztem sesqui bes 


nennt. 3. E. 534 heißt ratio sesquiquarta, 4:5 
aber ratio subsesguiquarta. Man gebraucht diefe 
Benennungen, fo wie die ım naͤchſten Art. angejeig: 
ten, nicht mehr. | 


Subsuperpartiens ratio ift ein Verhaͤltniß 
wiem:m-+ n, wo m und n relatıve Primzahlen, jede 
— i, fin, vd m>n iſt. Es iſt Das umgefehrte 
bon superpartiens ratio oder von m+n:m. Ti 
Benennung wırd ın beiven Källen nach dem Bruche 


n 
= eingerichtet. 3. E. 5:3 heißt ratio superbipar- 


tiens tertias, 3:5 hingegen subsuperbipartiens 
terlias. 


Subtangente ift an einer krummen Linie das 
Stuͤck der Abſciſſenaxe, welches zwifchen der bis jum 
Durchſchnitt mır derfelben verlängerten beruͤhrenden und 
ber Ordinate zu dem Beruͤhrungspunete liegt. S— de 
ruͤhrende Linie. Den Ausdruck Gubtangente hat nad 
Zeibnigens Bemerkung, Opp T. II. p. 2xo., Kun 
ghens zuerft gebraucht. — Werden die Ordinaten aus 
einem Puncte oder Pole gezogen, fo verſteht man un 
ter Subtangente das Stuͤck des im Pole auf die Dr 
dinate an den Beruͤhrungspunct errichteten Perpends 
kels, welches die beruͤhrende abſchneidet. 


Subtraction, Abziehen, iſt ein Rechnunqe⸗ 
verfahren, wodurch aus einem Ganzen und dem einen 
Theile deſſelben der andere Theil gefunden wird. Die— 
fer Theil iſt der Unterſchled des Ganzen und dei 
erſteren Theils, oder der Überſchuß jenes über die 
fen. Die Gubtraction ift dag entgegengeſetzte der N 


dition. Gie wird entweder mie befiinmten Zahlen 


- 
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ober mit allgemeinen Srößenzeichen vorgenommen, Die 
Größe, von melcher eıne andere abgejugen wird, oder 
das Ganze Heißt der Minuendus; die abjujiehende 
oder der gegebene Theil der Subtrahendus; der , 
Unterſchied, Uberſchuß oder der andere Theil heißt ver 
Reſt. | 


Den der Gubfraction beftimmter ganzen Zahlen, 
unbenannter oder benannter, wird der Linterfchied auch 
in derfelben Korm ausgedruckt, welche das Ganze und 
der gegebene Theil haben, alfo in der defadifchen, 
wenn jene dekadiſch ausgedruckt find; in der dodefadis 
fcben, wenn Minuend und Gubtrahend von diefer Form 
find. Daß Diefes auf die kürzefte und einfachite Weife 
gefchehe, ift der Zweck der Mechnungsvorfchriften, wel⸗ 
che Hier an einigen Benfpielen erläutert werden follen. 


785364 935478 640004 
362152 871693 239479 
423212 ° 63755 400525 


Die Einer werben unter die Einer gefegt, damit 
alle gleicharrigen Zıffern unter einander kommen. Man 
zieht die Einheiten jeder Elaffe oder Stelle, indem man - 
ben den Einern anfängt, von den darüberftehenden ab, 
und ſetzt den Reſt in diefelbe Stelle. Sind in. einer 
Stelle des Minuendus nicht fo viel Einheiten vorhane 
den, daß der Abzug gefchehen Fann, fo nimme man 
eine Einheit. ber nächft höheren Gattung, welche 10 
folcher Einheiten gile, als wovon der Abzug gefchehen 
fol, hinzu. Fehlt die nächft höhere Gattung, fo nimme 
man eine Einheit der um zwey Stufen höheren Gattung, 
und bringe folche mit. 9 Einheiten der nächft höheren 
Sartung und so Einheiten der Gattung, in welcher 
ber Abzug gefchieht, in Rechnung. Fehlt auch die um 
zwey Stufen höhere Gattung, fo verfähre man auf 
eine ähnliche Art, indem man von den Einheiten der um 
drey Stufen höheren Gattung eine nimmt u. ſ. w. — 
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Statt die einer Ziffer des Minuendus, wovon der 
Abzug nicht geſchehen kann, zugelegten 10 Einheiten 
als eine Einheit der naͤchſt hoͤheren Gattung von den 
Einheiten dieſer oder der folgenden Gattungen des Mis 
nuendus abzurechnen, kann man fie auch mit der naͤchſt⸗ 
höheren Ziffer des Gubrrahendus zugleich wieder weg⸗ 
nehmen, indem man diefe um eins vermehrt abzieht. 


Dieſes Derfahren gewährt mehr Sleihförmigfeit 


und erfordert weniger Aufmerkſamkeit als das erfte, ift 
alfo für die Ausübung bequemer. 


Benfpiele für die dodekadiſche Form. 





9. 6. 11. 5. 10.4 _ 10.6.0... 4 7 
4. 2.°4:3. 6. 1 . 4 2.0, ı0. 8. 11 
—— — — — 

5. 4. 7. 2. 43 6, 3. 11. 1. 7. 8 


Beyſpiele fuͤr die dyadiſche Form. 


IIOOIOIIO ICIOOLIIOOIIOI 
10110011 LOL tOI1L 

— — — — —— — — 
1110001£ 10000001I011Q 


- Die Probe der Subtraction zu machen addire 
man die fubtragirre Zahl zu dem Mefte, fo muß bie 
Summe dem Mmuendus, als dem Ganzen, gleich fen. 


Don ber Meuner: und Eilferprobe der. Subtra⸗ 
ction f. Nechnungsprobe, | ’ 


Daß die Gubtraetion fich bequem in eine Addition 
der arichmerifchen Complemente oder Ergänzungen ver⸗ 
wandeln laffe, ift in dem Art,, Complement, in Des 
zug auf Logarirpmen erinnert, Es koͤnnen aber auf 
fonft Fälle vorkommen, wo jene Verwandlung vorteile 
haft if, 3: Er: ar | 
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23478 D 14323 
9543 E 8704 
86204 F 24398 
85675 
91296 
75602 


ü — — m — 


371798 


Um von der Summe der Zahlen A, B, C, die 
Summe der Zahlen D, E, F zu fubtrahiren, werden 
ſtatt deffen zu A, B, C die arirhmerifchen Ergänzungen 
von D, E, F ju 100000, welde find G, H, I, ads 
dirf und von der Gumme 100000 fo viel mal weg ges 
worfen, als arirhmetifche Ergaͤnzungen find, fo. entitehe 
das Geſuchte. Man wird den Grund hiervon bald aufs 
finden, wenn man bemerft, daß z. E. 8 von 15 fube 
ttahirt eben fo viel laͤßt ale 8 +2 von 15 +2, wo 2 
die arithmetiſche Ergänzung von 8 zu 10 iſt. 


Das Zeichen der Subtraction iſt —, welches 
zwiſchen den Minuendus und Subtrahendus geſetzt wird. 


“"Hoou> 


Subtraction benannter Zahlen. Man fubs 
trahirt Die gleichnamigen Größen von einander, ins 
dem man ben den Einheiten der geringften Sorte ans 
fängt, und nad und nad zu den höheren fortgeht. 
Kann der Abzug bey einer Sorte nicht gefchehen, fo 
nimmt man eine Einheit ver naͤchſthoͤheren Sorte, von 
welher befannt feyn muß, wie viel Einheiten der ges 
ringeren Sorte darauf geben, dazu, und rechnet dies 
felbe von den Einheiten der naͤchſthoͤheren Sorte des 
Minuendus ab, oder nimme fie wieder mit den Eins 
heiten der nächfthöheren Gorte des Subtrahendus zu⸗ 
gleich weg. 

8347 HE 7a | 64 11“ 

4958: 20: 10% 293: 95 8: 


3388 38 KHK 9A | 354° 10° 3“ 
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Im zweyten Exempel find die Einheiten: Ruthe, 
Fuß und Zoll des Duodecimalmaßes. 


Subtraction der Brüche. S. Bruchrechnung 
und Decimalbrud. 


Subtraction allgemeiner Größen ober alge: 
braifhe. ©. Buchſtabenrechnung. 


BSubtraction der Verbältniffe, ſchicklicher Zer⸗ 
fegung der Verhaͤltniſſe. ©. Verhaͤltniß. 


Subtrabendus. ©. Gubtraction. 


Subtrahiren Heißt den Linterfchied zweyer 
gleicharfigen Größen, oder, um wie viel Die eine ges 
Ger als die andere ifi, finden. 


Subtensa f. Ehorbe. 


Subtriplicata ratio ift. das durch Teilung ei 
nes Verhaͤltniſſes in drey gleiche enritehende Verhaͤltniß. 
Wenn z. E. das Berbältniß a:b durch Einfchaltung zweyer 
Mittelproportionalen in drey gleiche Berhälrniffe gerheilt 


2 
wird, fo entſteht die Progreifion a, a3b3, a3b?, b, me 
a: a5b5 — aib?: a3p3 ab}: bes: b3 


* V a:V b das ſubtriplicirte Verhaͤltniß von a:b il, 


Subtriplum ift fo viel als ein Drirtel. 3.& 
2 ift das Subtriplum von 6, — Subtripla ratio ill 
ein Verhältniß, wie 2:6 oder 3:9, überhaupt jede, 
das — ı:3 iſt. 


Summe ift eine Größe, welche mehreren anderen 
als ihren Theilen zufammengenommen gleich iſt. Diele 
Summe, bey welcher jeder Theil durch fein Hinzufommen 
Die anderen vergrößert, ift die Summe im eigentlichen 
Sinne, und heißt daher auch die arichmetifche zum Unter 
fchiede von der algebraifchen Summe, welche in uneigentlis 
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chem Sinne Summe heißt, indem fie, bey dem Zuſam⸗ 
menfommen entgegengefegter Größen, auch eine Differenz 
fenn kann. Man gebraucht die algebraifhe Summe 
vorzüglich, um Gäste, welche man fonft rheilen oder 
der beyzufügenden KEinfchränfimgen und Bedingungen 
wegen fehr weirläufig ausdrucken müßte, kurz und Doc) 
allgemein ausjudrucen. So wird in der Gtatif ges 
fagt: daß beym Gleichgewichte mehrerer an einem He⸗ 
bel wirkenden und in einer Ebene liegenden Kräfte die 
Summe ihrer Momente Null it. | 


Summe einer Reihe von irgend einer end: 
lichen Anzahl lieder iſt ein analyrıfcher aus diefer Zahl 
und gegebenen Größen zufammengefegter Ausdruck, defs 
ſen Werth dem Aggrrgat von fo vielen Gliedern der 
Reihe, als die Zahl angiebt, gleich iſt. Die Summe 
einer Meihe von unendlich vielen Gliedern, menn fie 
eine endliche Größe hat, ift entweder eine abfolute Zahl, 
welcher ſich das Aggregat der Glieder (die algebraifche 
Summe, wenn die Glieder nicht durchaus einerley 
Vorzeichen haben) immer mehr nähert, je mehr Glie- 
der zufammengenommen werden, pder wenn feine Ane 
näberung zu einem beſtimmten Werthe Statt hat, der 
Unterſchied zweyer Reihen, deren Summen unendlich 
groß ſind. — Nimmt die Summe einer Reihe immer 
fort zu, je mehr Glieder genommen werden, ſo iſt die 
Summe der in's Unendliche fortgeſetzten Reihe zwar 
unendlich groß, mag aber doch mit der Anzahl der 
Glieder oder einer Potenz derfelben verglichen werden. 


Beyſpiele. JI. Die Summe ber arithmetiſchen 
Reihe a; ayd; a+ 2d3 ........ a+(x— idd iſt 


— —(@a + (x— ı)d)x. 

Die Summe der Quadrate der natürlichen Zah⸗ 
len ı +4+9 +16 +... + xt if =...» 
— x(x + )Xä—). 
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Die Summe der Producte je zweyer naͤchſten 
ungeraden Zahlen 1.3 +.3:5 + 5:7 t 


4(x— N2x) iſt = (ax-1)axtı)x 
‚(ax -+ 3). | 


—— 1 — 
Die Summe der Bruͤche 4 4 = + im 


ift — Km rn, 
Die Summe der geometriſchen Reihe a + u 


r 2 x-i ae" — a a(e‘—ı) 
+ ae + .... + ae ren zu, — 


A — 
r x(x-+ 1) 


— — —7 el, 

I. In einer geometriſchen Reihe ſey der Er 

nent e ein eigentlicher Bruch, fo iſt die Summe det 

ganzen ohne Ende fortgefegten Reihe a + ae + « 
a 





-+ etc. ininf, =. 


— 
Die Summe der teeiprofen Quadrate der natit⸗ 
lichen Zahlen —— + etc. ininf. if= 
=, wo = der halbe Umfang des Kreifes für den 
Halbmeſſer, Eins, if. | 

Die Summe ber veciprofen Biquadrate ber I 
tuͤrlichen Zahlenreihe —— 


——— 
— 
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Die Summe der reciprofen Quadrate ber natuͤr— 


lichen * mit abwechſelnden Vorzeichen Ze 
1* 


2* 
1 
+; _— * _ + etc. in inf. ft = — r* 
4° 12 


2” Summe der reciprofen Biquadrate derfelben 
Zahlen mit abwechfelnden Vorzeichen — 4 Fe 
: | 
_—— +et. in inf. tr 

4* 720 


Die Summe der Brüche - + > ER * * 5 


etc. in inf. deren Nenner ei — — 
zaͤhlen ſind, iſt — 1 


— 


1 
Die Summe der Quotienten —— — 


1.5.5 3.5.7 


1 
— + etc. ininf it = 
4er n 12 


II. Die Summe der Reife nr —e te! — e 
+ e — etc. in inf. iſt der ee der Brüche 





I 1 
— und.= welcher ift — --- = —. 
— =, we che it — Jeder 
von jenen — Bruͤchen iſt * e = ı unendlich groß, 


. . I e 
Die Summe der Reihe in diefem Kalle aber =. Für 


e> ı ift die Reihe eine divergirende, und das Wort 
Summe in dieſem, wie in dem vorigen Falle ſo zu 
nehmen, wie in dem Artikel, Reihe, 34. angegeben iſt. 


Die Summe der Reihe 1 — 8x + 27x — 64x⸗ 
+ 125 xt. etc, in inf, ijt der Linterfchied der Bruͤche 
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(14xYIF22x« 8x(r +4x+x") 

— u —— 
(i—x')? (ix) 

jeder fir x — ı unendlih wird. Da aber jener Un 

verfähied. — 1— 8x +23x°— 3229 2386 gxi+r' 
(1 — x?)* 

1—4x+x° 
(1+x)' 


* Fuͤr x > iſt die Reihe einer divergentt, 


4 





‚ fo ift die Summe der Reihe für xZı, 


IV. Die Siam der Quadrate ber natürlichen 
Zahlen +4 +y+ ı6+ etc. wählt ohne Gränen. 


Da die Summe berfelben von ı bis x" — * R 
+ * iſt, fo verhaͤlt fie ſich zu x.x* d. i. zu dm 
1 1 | 

-— F— + — zu ı, alio für ein unendlides x 
3 2x 6x? 


I 
wie — oder wie 133. 


Die Summe aller Würfel der natuͤrlichen Zahlen 
von ı bis x3 verhält fidy zu x* .defto näher wie ı:4, 
je größer x ift. 

Wegen der hier angeführten Summen f. die Ir 
tikel: arithmetiſche Reihe, geometrifhe Reihe, Por 
zen, ruͤcklaufende Reihe. | 


Summirbare Reihe ift, deren Summ 
durch einen endlichen Ausdruck fich angeben läßt. De 
faßt diefer Ausdruck jede beliebige Anzahl von Gliedem 
vom erften an, fo it die Neihe allgemein ſummirbat. 
Aus diefer allgemeinen Summe ergebe fich die Summe 
der ins Unenpliche fortgefegren Reihe immer, aber 
nicht umgekehrt aus der Summe von einer —— 

— 
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Anzahl Glieder fletd die von einer endlichen Anzahl. 
3. €. aus der Summe ber Heiße ı + =+st% 


++ etc, in inf, melde =2 iſt, laͤßt ſich bie 
Summe von n Gliedern derfelben r + rt te 


2 ' 
+ — nicht ableiten. In andern Faͤllen aber 


kann dieſes geſchehen. Z. E. die Summe der ins 
Unendliche fortgefuͤhrten geometriſchen Reihe 1 + e 


+ e er etc. in inf. ift = _—— Verlangt man 


bie Summe! der n erften Glieder dieſer Reihe, fo 
ſuche man die Summe der vom (n-+ ı)ten Gliede 
an ins Linendliche fortgeſetzten Reihe, welche ift 
er pertt + et? + etc. ninf. =e’(ite-te* 


' 0-8 en | r ER . 
es 4 etc. in inf.) = — Dieſe von jener 
J — 


abgezogen laͤßt die Summe der erſten n Glieder x + e 
r—e" | 


4 e .8 Per — — 


J 
IE& 


t. Da fi die allgemeine Auflöfung des Pros 
blems: jede vorgelegte Meihe zu ſummiren, ſchwerlich 
je wird geben lafjen, fo hat man ſchon längft die Sa— 
che umgefehre, und auf verfchiebenen Wegen Neiben 
gefucht, welche fich- fummiren laffen, um in dem, was 
fi bierbey bemerfen laßt, Mittel jur Summirung 
vorgegebener Meihen zu entdecken, wie man es fonit 
auh ın der Marhemarif macht. Die vorzüglichiten 
Verfahrungsarten zur Erfindung fummirbarer Reiben . 
möchten folgende feyn. Ä Mr 

n 
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Wenn’ A, B,C,D,E, .... eine Neiße 
von Größen iſt, welche immerfort abnehmen, fo bilven 
die Unterſchiede derſelben A—B, B—C, C—D, 
D-E .... eine neue Reihe, deren Summe dem ü— 
berſchuſſe des erften über das Teste Glied der erften 
Meihe gleich ift, wie denn (A—B) + (BC) 
+(6—-D)+ (D—E)=A-—E. Verſchwin⸗ 
ver alfo, wein die Reife A, B,C,D, .... ins lin: 
enbliche fortgefeßt wird, das letzte Glied, fo iſt Die 
Gumme ber Unterſchiede (A—B) + (B—C) 
+ (C—D) + etc ininf, bloß dem eriten Gliede 
A der zum Grunde gelegten Reihe gleih. Ferner bil⸗ 
den die Unterſchiede A—C, B—-D, C—E, ...., 
welche entftehen, wenn man von jedem Gliede der 
Meihe A, B, C,D, E.... das zweyte nach ihm 
abzieht, eine neue Reihe, deren Summe gleich ift dem 
Überfehuffe ver Summe der beiden erften Glieder der Grund‘ 
reihe über die der beiden legten Glieder, da (A — C) 
+ (B—D) + (C—E) + 'D-M) + (E-G)= 
A+B-(F+6G) Verſchwinden alfo bey Korte 
feßung der erften Neife A, B, C, D.... ins Unend⸗ 
liche die beiden legten Glieder derfelben, ſo iſt die Summe 
der Linterfhiede (A—C) + (B—D) + (C—E) 
+ etc, in inf. ıbloß der Gumme der beiben erften 
Glieder A+B gleih. Eben fo ift, wenn man in der 
erften Reihe die Unterſchiede zwifchen jedem Gliede 
und dem rten nad ihm nimmt, die Summe derfelben 
fo groß als die Gumme der r eriten weniger der 
Summe ber r legten Glieder der erſten Reihe, folglich, 
wenn die legtere Summe bey Kortfegung der Reihe 
ins Unendliche verfchwinder, bloß der eriteren Summe 
gleih. Hiernach laffen fich aus einer einzigen Grunds 
reihe eine große Menge fummirbarer Reihen ableiten, 


3. Legt man z. €. bie Reife 1 +- ++ 
+ atc. ia inf. jum Grunde, fo find die Unterſchiede 
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det Bi zu a se = reis und es #, + = 


— + + etc. in inf. = ı, , alfo, wenn man auf 
23 

— — mit 2 pt, die Cum der re 

eipröfen! Drigonalzahlen ı ur — 4 - + — + eto; 


€ Ey 9 — 
in inf, =. Bade man bie ie 1, = : u 8 


% — 4 . 1.4 — 


mit ber + Hien Siehe * ob, ſo findet man 


auf vicſe Art die Summe * n a ee eiprfe Tri⸗ 
ey 1 +5 iii ERE — — 
—E—— 

n u 1 


dwunm man ih der Die 1 +7 +5 +- —* 
+ etc. ih inf, wieber bie — fo wird — + 3 
*8 2 2 + etc, im inf. =, alfo nah Mul⸗ 
uͤplieation mie > ; die Gumme der teciprofen Pyramis 


dalzahlen t + + up + ete. in inf, — =. 


Die endliche Baim 1 +7 —— — = Pa 


E4 


i.2 Ä if 3 
* 57 S Iran DENE BO 
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Auf diefe Weife laffen fich „. wenn man weiter geht, 
die Summen der reciprofen’ figutirten Zahlen von allen 
hoͤberen —— finden. 


4. Nimmt man in. der Reife 1 ** 9— 


** + etc, in inf. ° bie AUnteefchiede wiſchen je⸗ 


dem Shoe und dem amepten nad ihm, 2 » 


Alu — +: he etc. in inf, = = 7 + = 
alf durch Du mit F + + +7 + 


in inf, oder RR 


22 rn 
+ etc. in inf. = — welches eine von Leibnitz ge 
a 


gebene Summation ift, die Jakob Bernonlli nach ei 
ner dem Hier_ augewandten Berfahren aͤhnlichen um 

mit ihm auf einerley Grunde — Methode 
fand. Br 


5. Statt bes von Jatob Sernoufl — 
ten Verfahrens, von irgend einer angenommene 
unendlichen Reihe, deren Glieder unendlich abreh⸗ 
men, sie ſelbſt mit Ausſchluß des erſten, oder dt 
beiden erften, oder der drey eriten Glieder u. f. m. ji 
fubrraßiren, da dann der Linterfchied dem erſten, 
oder den beiden exften, oder den drey erften (Hliedern u. 
fe w. jufammen genommen gleich ift, ſetzte Moivre ein 
mehr analntıfhes, das er in den Miscell anal. Lib. 
VI. cap. 3. erflärt. Es beſteht darın, irgend eine 
unendliche Reihe, deren lieder nach den Potenzen det 
unbeſtimmten x fortfchreiren, und in welcher die Code 
ficienten unendlich abnehmen, mit einem aus beſtimmten 
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Größen und der unbeflimmten x zufammengefegten zwey⸗ 
oder mehrtheiligen Factor zu multipkeiren, dann dieſen 
Faetor 0 zu fegen, wodurch eın Werth von x fich 
ergiebe, welcher auch das Product aus der angenom: 
menen Reihe in jenen Factor o macht. Legt man als 
fo.der ımbeftimmten- x dieſen erh bey, und fest die 
erften Glieder des Produets auf die ‚andere Geite des 
-Bleichheitszeichens, fo iſt Die übrige unendliche Rebe 
den en Gliedernꝰgleich. 


Multiplicirt man z. B. die Reihe ı 4 * 
+ $ + en en etc. in inf, =s mit x — 1, 
fo wird — ı + —x — 





| I 

x® 2" —x35 ee 
3007 3.4 : 

in inf ÿ)s, ol x + er x 
, — — s j I.2 + — 
+... I + (xX— NDS. Setzt man nun x — 170, 
wodurch x 1 wird, nnd Diefen — bon x in die 


legte Gleichung, ſo bekommt man — J + — 


+77 
+ ...221, wie in 8.) 
Wird diefelbe Reihe ı + * +, Ze — eto. 


in inf. sS, durch x — 1 — er bie beiden 
eriten Slieder des Productd auf die andere Seite des 
GSleichheits zeichens geſchafft, ſo entſteht 


et etos II 4* +(xzx—ı)$S 
2.3 '2.4 5 En, | 
Setzt man nun x=zı, fo wird erhalten 
2 Tau 2 9 3 
— —⸗ un 5— eto, au,“ in inf. — — 
1.3 - rer: 2 
wie in (4.). Die Multiplication von S mit 1, . 
und nachherige Annahme x ı, führt alfo zu demſel⸗ 
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ben Reſultate, als wenn man die Reihe ı ++ +: 2 
t etc. . — mit Ausſchluß der beiden — Stine 
von fich felbit abgezogen hätte, 


| Da xx— ı aud für az—1, Null wird, fo 
erhalt man noch, wenn man am macht, 


2 2 + 2 2 — 
— 2.4 777 6 — 


Multiplicirt man die angenommene Reihe S mit 
z„°’—ı, und ſetzt nachher x 1, a gg man dafs 


felbe, als wenn man die Reihe +7 +7 +47 + etc. 


bom vierten Gliede * ſich ſelbſt M 


Wird die Reihe 8 mit (x-1) oder mit 1-2x}+-x* 
multiplicirt, und nachher x ı sefeht, fo . das 2 


wi als ob man erft bon ber Neiße 1 + +; — 


—— + eic.. fie ſelbſt weniger ihrem erſten Gliede 
abzoͤge, und mit ber Gervorgehönben er wieder eben 
(6 verfüßre, — | | 


| Man multiple bie angenommene Reihe ı + * 


4 ng + eto, 'in inf. * 8s mit 2x—ı, fo wird, 


wenn man das erſte Glied des Products auf die andere 
I En des — rn 


art = — * rat 25 eis. 
= 1+0G2—n)$ 


«el j W 1 
Setzt man jetzt 22 — 1o / alſo Fo fo wird 


Er 
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3.2 4 I 9 1 6 1 
Wr Er Ye Eee, ara — a ete. [, 
1.22 2.3 ae 7,5 167 Zu 


. Wird diefelbe Reihe ı + * + Fu + etc. — 5 


mit (x — ı)(2x— 1), d. i. mit 1 —3x + 23x multi⸗ 
plicirt, und nachher einmal x=ı, und dann 2X ı 
gemacht, fo entfichen dadurch zwey fummirbare Reihen, 
Es wird naͤmlich | 
5 6 7 3 
En etc, ın inf. — — 
1.2.3 = 2.3.4 r 3.4.5 + 2’ 

















und | 
6 . I 

3 . +ecininf=- 
1.2.34 2.3.4 8 3.45 16 4 


7. Es ift nörhig, daß in der angenommenen 
Meihe S, welche allgemein durh 1 +Ax+Bx’+Ex° 
+ Dx* + etc. vorgeftelle werden fann, die Coeffi⸗ 
cienten A, B, C, D.... über alle Sränzen hinaus ab: 
nehmen, damit die Producte wie (x — 1)8, (x — 1)8 
u. ſ. w. für den Werth x—ı felbft in dem falle, 
daß $. für diefen Werth =00 wäre, (wie, wenn 5 


ı + * 4 * + etc,, wirklich der Fall iſt) Null 


werden. Daß diefes aber unter der vorausgefehten Yes 
Dingung Start hat, erhellt für das Product (x — 1)S 
fo. Es if 

&—1)S = —ı +(1-A)x + (A—B)x' + (B—C)r’ 
+ etc, alfo für xı | 


&—N)5=—1+ (1A) +(A—B) + (BO) tete. 


Da aber vermöge der Borausfegung 1, A, B, C.-.- 
eine abnehmende Reihe bilden, deren legtes Glied bey 
Kortfegung der Meike ins Unendliche verfhwinder, fo 
ift nach (2.) die Summe der Unteefchiede (L—A) + 
(AB) + (B—C) + etc. = ı, alſo (x—1)S 
—=—ı + ı7=o, Üben fo wird der Beweis mit 
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Huͤlfe von (2.) für die Producte (x* 195 (x3— 13 
u. f w. geführt. 


8. Es faffen fich nach derfelben Metdode auch 
endliche ag Reihen Pe Multiplieire man 


z. E. die Reihe ——— #475 —— 
—s mit x— 1 = fest — nachdem das erſte 





x’ 4 etc, 


Glied des Productd, — — ‚auf bie andere Geitt 


der SEEN gebracht ih at, fo wirt 


— —4— — — * 
— Harpard 


1 


in inf, = | 
n+1 





| ai | u z : 


- — va 
inf. = ı, rn diefer Reihe fubtraßire — die 


vorige, ſo wird — —— .4* tom 





= 1 — 


— x 
| y 
9. Daß die Summe der Reihe ++; 
+ * + etc, in inf., 2 in (7,) angebeutet it, un 


9 groß (eg, erhellt daraus, daß log _— = 


D 1-3 
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— log(ı-x)= xt + x + Zi +etc,, | 
für x ıalb, ı EA + cto, 
2 3 4 | 
== log > =10g 9 if 
Es — aber gar keine Frage, daß der Logarithme 
einer unendlich großen Zahl ſelbſt unendlich groß ſey, 
doch iſt derſelbe von einem unendlich niedrigern Grade 


als die Zahl ſelbſt, und verſchwindet gegen dieſe. — 
Hieraus folge a , daß die — irgend einer har⸗ 


moniſchen Reihe — rar + — + etc. 
unendlich groß 4 — aa man fie fo aus. 


c{ı 1 | j 
FE rt abrı ton ar * ee 
wenn m die nächitgrößere Zahl an — — if, die einges 


Flammerte Reihe — + — = * z — — * — +etc, 


in inf. Dieſe aber * die natuͤrliche harmoniſche, von 
welcher die m — 1 erſten Glieder, deren Summe ende 


lich iſt, weggelommen find, alſo iſt die Summe en 


+ * + etc. gewiß unendlich groß, folglich um 
fo ke De — und daher auch * urfprüngs 
* Heiße — r — 


eig, 


— + 


10, Die Glieder der Reihe A, B, C, D ete, 
in (2) koͤnnen auch Producte von einer immer größer 
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| ır. Sind m, m+p,\m+q, mr etc in 
— ——— 
atichmetiſcher Progrefflon, fo ift = — 4 * 
+ — + etc. in inf. gewiß unendlich groß (4), 
Wird allo g>=2p, r=3p, s—4p u. f. w. genom 

men, und a+p—ß gefest, fo ift 
m m{m-p) m(m-+-p)(n--2p) 








— — 
Er am 7 BRrnrp) — 
— —2 


12. Setzt man in (ır.) p=ı, fo entſteht 
| m m{m+-1) m(m-+-I)(m+2) A 
— — —— — — — — — inf, 
rn T ABA a 
| — 


Bin | 
wo alfo, damit die Summe nicht unendlich - gwf 
werde, B>m-+ı fipn muß Ä 


Nimmt man hier m=ıy, und fegt n flat hı 
fo fommt | | | | 





‚1.2 23°“ 





I J 
tern n(ntı)n+2) . 
E 977 —— — in ink mi 
* n(n+ı)(n+2)m+3) an 


Hieraus ergeben fich, wenn mar n nach und ned 3, 
4, Gr .... feßt, die Summen der reciproken figuris 
ten Zahlen von der zten Ordnung an ſueceſſive, um 

fo Eann man noch mandpe andere Gummationen aus 
der“;gefundenen ableiten, 


Setzt man z. E. mzp-tı, Bp+fri, un 


dividirt auf beiden Geiten mit (P+1)(p+3). + Ptb 
fo wird | 
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Ger. J — rom | 


etc. in inf. m —— 
= — —D000— (Pf) 
 Säräbe man bier p+x ſtatt p, ſo wird 


CEWEN EEE WETTE TE Be 


J— nern 

r RZ PERIENEEGR: ——— 

ꝓeis in int. 7. ee Br) 

Hieraus folgt würd Subtraction 
L. 


—— Tu Sm. —J— 


Zu 





Fekmierer — (PFA+ 


1 

f—ı 1b +1). ge (P+xX+1). y 
13. Eine dritte Methode ſummirbare Reihen zu 
finden, iſt, irgend eine Function der Stellenzahl n_ für 
die Summe der Reihe anzunehmen, und das allges 
meine Glied daraus zu ſuchen, welches leicht iſt. 
Denn da die Summen von n — ,E Gliedern der Reihe 
und ‚von m Gliedern aͤhnliche Sunetionen, jene von 
n—1ı, diefe von n find, beider Summen Linrerfchied 
aber vas nre oder allgemeine Glied iſt, fo aiebr fich fol: 
ches ohne Schwierigfeit. Bezeichnet alfo S die für die 
Summe angenommene Function von n, s die Ahnli« 
die von n—ı, und T das allgemeine Glied, r IT 
S—s=[T. 


Beyſpiele. J. Es fn S—= Ant + Bn, y alfo 
— a fo iſt T=2An—A+B, 
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Setzt man hier n nach und nah 1, 2, 3, etc., ſo 
wid die Neife AFB/ ZA HB, 5A+B u. f. Ds 
eine arithmetiſche der ech ab ‚in Ra? | 

‚ Differens | 24 iſt. — * 


—— — — 
I E⸗ ſey 3 —— — alfe Br "ArBa—) 
folglich Ren Kran Ken = 


Aa ıBrA4 nB). 
2, 3.. geſetzt, * iſt 


Wird n — und nach 1, 


une un — —— .., 
— + (arB) Casa. + (ArzBjarse #*% 
AL Ln 


- — 
* — ums —— 


4a —ıyByA4nB) — D 
go man — * auf beiden Seiten mit L_dividiren kanu 
Nimmt man n= vo fo ift nad) Dibiſion * AL, 


I 
— — ven inf AB 


Im. Es fy S=AK*, fo if s—Ak""', und 
T Akııı (k—ı). Da fürn=ı, S=T werden 
muß, bier aber S=Ak, T=Ak—A wird, fo muf 
man die Conſtante A, auch von der allgemeinen Sutnme 
abziehen, umd diefe Akn — A annehmen. Die Reihe 
it Ak—A, Ake — Ak, Ak®— Akt, etc. eine geos 
metrifche mit dem Erponenten k, 


Diefes einfache und einleuchrende Verfahren, ſum⸗ 
mirbare Neibe zu finden, hat weſentlichen Bezug auf 
die Differenzenrechirung,. 

14. Wenn die Glieder einer Neihe, deren Summe 


befannr ift, nach Porenzen einer unbeftimmmen Größe x 
fortſchreiten, fo ift die Summe felbft eine Functien 
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von x. Da nun die Gleichheit zwiſchen der Reihe 
und ihrer Summe fuͤr jeden Werth von x, alſo auch 
für x+ 0x gilt, fo iſt die Reihe mir ihrem Differens 
tial zufammengenommen fo groß als ‚die Summe mit 
ihrem Differential, folglich das Differential der Reihe 
gleich dem Differential ihrer Summe. Sucht man alſo 
dieſe Differentiale und dibidirt beiderſeits mir dx, ſo 
erhält man eine neue Rethe zugleich mit ihrer Summe, 
Durch wiederholte Anbringung diefes Verfahrens laffen 
fih alfo aus einer ſchon ſummirten Reihe unzaͤhlig viele 
andere ſummirbate Reihen ableiten. | 


So folgt aus der geometriſchen Reihe | 


wet Bear 
14xPSXA x4 ren: 
AL—— xXx 


+ pp 
ft 





auf Die angegebene Weiſe diefe 
vr... j R ’ J— a? Zr 1 
1 2x x? 4 4xNd + etc... — — —— 
— * 3* + 4x9 4 — 

und aus dieſer wieder auf diefelbe Art die Reihe. -- 
| — 

(1—x)5 





2-4 6x 4 12x° 4 20x8 + etc... = 
I | 
I ++ 3x + 6x! ı 10x3 +... ———— 
Man erhaͤlt hierdurch, wenn man weiter geht, alle 


I a 
a ap Mi 
ein ganzes n entflehen, und in welchen die figuritten 
Zahlen der verſchiedenen Dronungen die Coefficienten der 
Potenzen von x bılden. 


15. Das angewiefene Verfahren laͤßt ſich auch 
dahin abändern, daB man vor der Differentiirung noch 
mit einer Potenz -bon x multiplicirt, Hieruͤber ſehe 
man Eulers Iustitt. Calc. Diff. P. II. Cap. II, $.21. 


Reihen, die aus der Entwickelung von 
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et segg. — Ferner ift Mar, daß, wenn die jum 
Grunde gelegre Reihe, deren Summe. befannt ifl, eine 


endliche Zahl Glieder hat, diefes auch bey den abgeleite 
ten Reihen der Fall feyn werde. So finder fih aus 


x yxtt 
xx + Li. 

. 1 — Xx X 
mern man differentiirt, und nachher auf beiden Seit 


mit 9x divibirt 
f — n u*t 
142x54 3x? ....4 nxtt —⸗ — n+1)x +Dx 
(i—x)' 


und hieraus, nachdem zuvor mit x multiplicirt worde, 
auf aͤhnliche Art 
144 + 9x Ley nr 

= OTX—n+I)®xH(ann + 2n— Rt ten 


(tx), | 
Um hieraus die Summe 1 +2 +3 +... +2 


zu haben, muß man x = 1 fegen, Alsdann aber mi 
der Ausdruck für die Summe - Man macht dat 
1-x-w, alle 1—-wi=x, fo wird der Ausdruc 
fuͤr die Summe — DIN „ DIRT, 


1.3 
+ etc., alfo für wo, — wie gehörig. 





⸗ 


16. Euler giebt a. a. O. F. 26. eine allgemint 
Formel, wodurch ſich in mehreren Faͤllen ſummit⸗ 
bare Reihen finden laſſen. Sie iſt folgende: 
Wenn a 4 ax 4 ax? a''xd + etc. 8 
und Aa + Afa’x + Ala’xt + Aa: 4 et = b 
ſo | F 
x.ax 08 zaAtı 868 
dx 1.3 : öx® 

3 A3 u; 
4 en. 88 4 eit. 
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d. i. hat man die Summe der Reihe a Palx 4 a“xe 
+ ete,.. und multiplicirt die Glieder derſelben mit 
den gleichitelligen der Reihe A, A’, A” etc.. ſo iſt die da⸗ 
durch entitehende Neihe Aa + Ala'x- A’a'x! + etc, 
fummirbar, wenn die Neihe A, A’, A... . zuletzt auf 
verfchwindende Differenzen führt. Der Gag felbit wird 
in dem Art., Umbildung der Reihen, erwieſen werden; 
Hier nur ein Beyſpiel zur Erlaͤuterung deſſelben. 


er ER 1 1 
Es ſey S 14 * — T Fu + etc. 
I I 
—2 log ie Reife A, Al, A“.... bie 
= — und die Reihe A, A’, bie 


der natürlichen Zahlen ı, 2, 3, 4... fo iſt Ar, 
AA = ı, A’A und alle folgenden Differenzen —o, 


0 
Daher wird, weil =" log — +-.— 





wie: befannt, | | = 


17. Moivre bat außer der Differentiation auch 
die Integration angewandt, ſummirbare Reihen zu fins 
den, Miscell. Analyt. Lib. VL. c..ı. Daß dieſe 
bier, und wie fie angewandt werden fönne, erhellt au‘ 
(14). Wenn naͤmlich A + Ax +A'x® + Axs 

ete. z=P(x); wo P(x) die Function von x bezeichnet, 
aus deren Entwickelung die Neihe A + A'x + A’'x® 
+ etc, hervorgeht, fo iſt, wenn auf beiden Seiten mit 


zUTdx multiplieirt, und integrirt wird, — 


Do 


\ 
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Alyıtı A“xnt 2 Altiyn+3 

nr ı n+ 2 .n+3 

— dx.OCx), two die Conſtans offenbar fo beſtimmt wer: 
den muß, daß fa""8x.9(x) für zo verſchwindet. 
Man erhaͤlt auf dieſem Wege ſowohl unbeſtimmte als 
beſtimmte ſummirbare Reihen, wie die folgenden Bey⸗ 
ſpiele zeigen werden. — — 


| i i Y. 
18. Gitter teen 


2 die = 





I ® 
log — alfo, wenn man mit x auf beiden Gi 
ten multipliciet, und integrirt | 

I: ER 1 1 
2 —x5 xt - — x’. etc I fexlogs— 
J 1.2 — * 3.4 T 4.5 r 01.2 


Das integral [Oxlog — wird gefunden, wenn man 
cheilweiſe integrirt. Es | iſt naͤmlich ſox log — 


= —— 
Ba ta ————— 
o Feine Conftans hinzukommt, weil das Integrul 
chon für x — d verſchwindet. Setzt man nun x! 


in welchem Falle (ax )log— Null wird (7), fo ent 


— vr. t-, 2: — 
ſteht die Rihe — — —— + — + ei6c in inf, 
het b — 2.3 * 3.4 * 45 = x 

= IL er . — * F 
Auf aͤhnliche Art wird, wenn man dieſelbe Reihe 


J 


mit xa29x multiplicire, nach vollbrachter Integration 
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> C24 SEHEN 1 IRITUBE > ı2 Verse SR 
ar) ara sur) + etc. ninf = 
ı[ x". xuı | 1 en. 
lan er | log. 
alfo, wenn man x=ı 2 
14)20442) er" ara) 
+ etc. inini — aa Hatten +, 4a] 











DI 


x" 





= 

log — 

| I—x 

auch o fr x — In dieſem Salle bat man alſo 
1 1 

— ern t gern Pe 


I. I I 


Iſt n gerade und — — ſo — 


etc, 








k 
TE BUN — — 1 
21. ar 2I—I . 2172. ae . 


Sehr man — in der berigen — n=ai, 


fo iſt. R ' 
se be u 
Bea arena + aeg + A int = 
” ı (1 I I 
ar ar Tr 25 — 1 a3 210—2 Tun + } 
r — 1 r 


Ze biefee:unid dee. * — entſteht durch 
Subtraction die neue Reihe 





—— etc, in inf, — 


— 

ı(2r+1) — 3) t7 5 — 5) 
or ee eg 

— letz Heuss 


w oo... ar Jar—i 25—3 
rest 2 e zer s - 4 


13373 Fr 
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19. Nimmt man die vorhin gefundene Meike 
ie + — 4 * etc. in inf. 


=x— (x) log — 
I—ı 


— — und multiplicirt auf beiden Seiten mit ©x, 
fo entſteht durch Integratjon 

I 1 
— — 4 etc, ininf, = 
123. 2:34 © 3:43 + 


| Setzt man hier ax +ıx = Oo, woburd Xi 
wird, fo entfteht bie > — 


— — RAR etc — 
1.2.3 * 2.3.4 + 3.4.5 + es 


„N * 


Macht man aber 1220, alſo =, h 


wird 

ı ı 1 | 
— u I, + etc. ininf, 
1.2.3 8 2.3.4 — 32 * ni 

| er = 
; | —* 05275 
bi 


| — —* — 


== log. 2-- 


20. Ein Paar Renfpiele ‘von — oBerfafrung 
arten in (14.) ımd (17.) an Reihen, deren Glieder fra 
fernbente Bunclenn find, mögen bier noch folgen. 
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In dem Art., Quadratur, ar. „ iſt gezeigt, daß 
log® = log.sin® 4 log. sec 9 + log.sec—Q 


4 log. sec 9 + etc, 


Differentiirt man bier auf beiden’ Seiten, und dividirt 
nachher mit 99, fo wird 


1 1 i 
Ta + = * — + — * 


+ — ung 4 eie. 


alſo, wenn man 20a P op un (Soniom,, 
En ſubtrahirt, 


— 2cot2 = et +— ang + —ung 9 


+ ung -p + etc. 


wie gleichfalls in dem Art., Quadratur, 35., aber auf 
eine andere Art gefunden iſt. 


4 


Aus Goniometrie, 73. iſt, ‚wenn man daſelbſt 
b=a fest 
1 
cosa + cos2a + cos3a + cos4a + etc, = — F 
Nun ſey a Sx—0, alſo 2,22 —- 20, lu. ſ. w., 
ſo wird 


1 
— ST m. — — + 00549 — etc. = — 
1 
oder cos — cos2P + c0s3Q- — — + etc. ⸗ — 


Multiplicirt man hier auf beiden Seiten mit 89, und 
integrirt, fo wird. | 


582 Summirbare Reihe, 


gi TEE: u %, >; 
'sin® — — sin20 + — sin3$ — — sin49 + etc. 
er De: R 4, 

| je 

v — * 
| | 2 
wo dem Antegrale rechter Hand des Gleichheitszeichens 
feine Conftans beygefügt ift, weil es für @=o, wit 
die Reihe linker Hand ausweiſet, 'verfchwinden muß, 


Auf ähnliche Arc finder fich aus. 
sinp— sin2P + sin3gP — sin 40 + etc. = - tang-9 
diefe Summation | 


1 I. I 
cosQ — 032.9 + = c083 0 — = cos4P 


I 
| . zlog2+ log.cos 9 


21. Wenn die Glieder einer "unendlichen Reife 

‚von befannter Summe Functionen einer beränderlice 

Größe find, die ſelbſt wieder in unendliche nad da 

Motenzen diefer Größe fortfchreirende Meihen ſich aufli 

fen lafien, fo erhäle man duch die wirfliche Entwite 

lung und Vergleichung mit der befannren Summe af 
einmal eine unzählbare Menge fummirbarer Reigen, 


Loͤſet man z. E. in der Reihe 
coso — c0s2P + cos39 —- acosq 4 etq.⸗ 


die Coſinus in die ihnen gleichguͤltigen Reihen auf, und 
ordnet alsdann das Aggregat nach den Potenjen tt 
O, ſo wird —— 
1 -1 —— rec, 
2 


— to TI NT 5t— etc) 


— 
— 


O4 
tt te) 


oe |. 
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folglich iſt | 
ı1—ı-+r 11 4 11 +Ht-ı+teco—- 


2 

1 — 2 3 — 4 45 6-7 — 8! etc. = 0 
II PTIOTVTET RZ 8 
überhaupt für ein ganzes m 

rm. gem + zw — gem + sem. ete,—o 
wie in dem Artifel, Potenz, 58. gefunden ift. 

Eben fo wird, wenn man in der Gleichung 
sind —sin2d-+5in39—sin49-t-etc. — KA tane— 

2 2 
auf beiden Geiten die Entwicelungen in leihen fest, 
Pı—2 +3 —4+5—etc.) 

us 
PER De +33?— 4? + — etc.) 
1.2.3 


5 
+ —— 254 30 — 4⸗ + 5s— etc.) 
Is 


—— eic, 


(21)09 (aD N 
I.2 9+ I....4 — L....6 e 
+ etc, 


wo BC), BOY, DE) u. fe w. bie erfle, zweyte, dritte 
n. f. w. Bernoulliſche Zahl anzeigen, Hierdurch wird 


._ (") 
1—2+3—4+3;5— etc = un 
(+ — 1) U) 





1234 3— 44 55 — etl, — — 





4 
326 — (5) 
——— —* 
überhaupt für ganze m | 
zyımıı — gem-ı + — — — eto. | j 
(ar — 1) Bccy 
zm 


= - 1)". 


RAR PL.- ia... „PL... Co 
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wie ebenfalls in dem Art., ‘Potenz, 60 und 65 ges 
funden ift. 


In Goniometrie, 73, ſey b=.aa, fo wird 
cosa - cos3a + cos5a + cos7a etc. =o. 


er I 
und, wenn man a eg macht, 


sin$—sin3P + sin5 — sin 70 etc. == o 
Aus diefer Reihe folge auf die vorige Arc zu ſchließen. 
1i—3+5—7Tt9—ete,=o 
13 — 33 + FH gG— eto. 0 

überhaupt für ein ganzes m 
ya-ı__ — + zu — 75* + > glg un etc, == 0% 


Aus der Reihe (Goniom., 147.) 


c0osQ — cos20 + cos5Pp — an + etc. =; sec 0 


aber 
r— 3’ 5 — 7 +gt—etc —=——Ja 
= ts erg ren = +3ß 
+57 rg et. = —4Y 
eic, 
6 


wo secp=1+ — 9° 1... - Prrwiähreer, ee etc, 
I, 
geſetzt iſt. Man febe auch den Art., —— 96. 
22. Da die Glieder einer Reihe unendlich ab⸗ 
nehmen koͤnnen, ohne daß die Reihe convergirt, d. h. 
eine endliche — hat, wie bei der harmoniſchen 


Reihe 1 2 +7 + etc, ber Tal iſt, 


ſo entſteht die Frage: Woran erkennt man, ob eine 
unendliche Reihe abnehmender Bruͤche eine endliche 
Summe habe oder nicht? 

Das einfachſte Mittel zur Beantwortung dieſer 
Frage ſcheint die Vergleichung der gegebenenen Reihe 
mit einer andern, deren Summe ſchon bekannt iſt, zu 
ſeyn. Hierdurch erkannte Jakob Bernoulli, daß die 
Reihe der reciproken Quadrate der natuͤrlichen Zahlen 
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ı+-— + *** + etc, in inf, eine — 
Summe babe, — ſie naͤmlich kleiner iſt, * die 
Summe der reciproken Trigonalzahlen 1 + — +7 


+- — sr etc, melche endlich und — Me Lind eben: 
fo — daß die zus ber De —+ rag 


+ — + etc. in inf. unendlich fey, weil außer dem 
— jedes Glied derſelben groͤßer iſt, als das > 
ftellige in ber natürlichen barmonifchen Reihe ı + — 


4 — + etc. 


Es laſſen ſich durch eine folche Vergleichung — 
Graͤnzen finden, zwiſchen denen die Summe einer vor⸗ 
gelegten — — — Zum Beyſpiel diene die 


— ———— + etc. oder rue | 
+ — + ec Diefe mit ber Reihe at 





re + etc. deren Summe (wie fih aus (11), 
wenn — dort m=ı, pZ4 BZ=9 macht, und 
nachher auf beiden Seiten mit w multiplicirt, leicht 


ergiebt) — — if, verglichen, reigt zuerſt, daß + 


2 
+ + tele > iſt, 43 5 
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f ver — 5:3 
— u. J. w. — =5: 
37 5.9 1.3145 | 
7 | 
— : — 917 < 533 
TE NIT Traun 
2 2 
— — —I33U < 5:3 
9A 9413 
ete, 
Folglich — 2 — + et _s . +— a! 
+7 gi 3 15 5.9 


— — — 3 24 ; ſo daß demnach Ir, 
— * der Werth der vorgegebenen Reihe iſt, ide 
> und - 2 fälle, 

Man kann auf diefem Wege, wenn man von beis 
ben mit einander verglichenen Reihen eine gleiche An: 
‚zahl Glieder vom Anfange an-zufammenrechnet, einan⸗ 


‚der viel näher Fommende- Gränzen finden. Mimmt 
man ;. B. von beiden Reihen die erſten * —— 


zuſammen, fo betragen folche bey ber * — — 


+ etc. 0,7729063 bey der Heiße — — En + re 

Hingegen '(0,487805, alſo die übrigen elide a4 leem 
Reihe vom aIten an 07012195. Hieraus iſt * 
| ih — + etc, > 0,7906 + — 


d. i. ** 0,785 101 und > 01772906 — 
0,012195, d. i. < 0785668. 


-Summirbare Reihe. 687 
Maclaurin hat in der Vergleichung mit ber har: 
| 1 —J— 
moniſchen Reihe 1 ++ = + Fr + etc. oder . 
> 

uch der allgemei — a + et 
— tg ELC, : 

6 er gemeiner 2 Bearab R 
ein Mittel zu finden geglaubt, die Convergenz jeder 
Reihe abnehmender Brüche zu beurtheilen. Kr fagt 
nämlich, (Treatise of fluxions art. 362) daß, wenn 
A, B, € drey hinlaͤnglich weit vom Anfange entfernte 
und auf einander folgende Glieder der Reihe find, und 
A A-B buc AB 
C =B=-0 Ka = A_B | ; 
Reihe endlich fey. In diefem Falle nämlich nehmen 
die Glieder von dem Gliede -C an flärfer ab, als- in 
einer Barmonifchen Meihe, roeshalb denn Maclaurin 
fließen zu dürfen glaubt, daß die Summe A-+B 
rCetc., und mithin die Summe der ganzen Reihe 
endlich ſey. Allen diefer Schluß ift nicht ſicher. Es 
koͤnnen nämlich die einzelnen Glieder einer Reihe Eleiner, . 


als die der harmoniſchen ı +, tt + n etc. 
feyn, ohne daß deswegen die Summe der Reihe endlich 
waͤre, wie dieſes mit der Reihe der reciproken Prime 
1111 11 
len + — + —- + —- +—- + — etc, dir 
EB EC BT | 
Sall ift, von welcher Euler (Introd. in Anaiys, inf. 
Lib, I. cap. XV.) gezeigt har, daß ihre Summe uns . 
endlich fey. Denn obgleich das Geſetz des Fortgangs 
der Primzahlen nicht genau bekannt ift, fo ift doch aus 


fier Zweifel, daß jedes Glied der Reihe = + ri +7 





ift, die Summe der 


+7 + etc, kleiner fen als das gleichftellige in der 


Bier eie. 
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23. In einer Abhandlung: De progressioni- 
bus harmonicis obseruatianes, Comunent. Petrop, 
T. VIE. giebe Euler als Merfinal, daß die Summe 
einer unendlichen Reihe abnehmender Bruͤche endlich 
fey, folgendes an. Eine ſolche Reihe, fagt er, hat eine 
endlibe Summe, wenn, indem die Weihe über das 
Unendliche hinaus fortgeführt wird, dadurch die 
Summe feinen Zufaß erhält: gegenrheils ift die Summe 
unendlich, wenn, durch Fortführung der Reihe über das 
Unendliche hinaus, ein Zufag von endlicher Größe ju 
der Summe fich ergiebt. 


So parador diefed auch Plingen mag, fo richtig 
iſt es, wenn es gehörig veritanden wird, Druͤckt man 
es fo aus; Wenn die Summe von fo viel Glieden 
der Reihe als man nur will, je weiter das erſte derfek 
ben vom Anfange der Neihe an genommen wird, deſto 
Fleiner wird, und, bey Vergrößerung jener Entfernung 
über alle Graͤnzen hinaus, unendlich abnimmt, fo if 
‚die Summe der Reihe endlich, im Gegenrheil unend⸗ 
lich; fo fiehe man leicht, daß die ganze Behauptung 
nichtd anders als ‚der entwickelte Begriff der Conber 
genz iſt. 


Zum VBenfpiel diene bie natuͤtliche harmonilde 
Beige at St —+Z— tete Die Summe 


— 
ati 
+ ..e.+ =, iſt megen der befkänbigen 


ni—ı i — 
> oder 


nd — 1) Gliedern derſelben nah dem uten, 
u I 

+ n-+2 
Abnahme der Glieder > 








> — Der Ausdruck ı J iſt, was auch i fen 


mag, weil es nicht <ı werden kann, allemal endlich und 
pofieiv. Alfo bleibt, man mag auch.fo viele Glieder ber 
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Reihe vom Anfange an zuſammengerechnet haben als 
man will, immer ein Zufag von endlicher Groͤße zu der 
Summe zu madhen übrig, diefe kann fich daher Feiner 
bejtimmten Gränze nähern, und ift folglich unendlich, ’ 


Noch mehr erhellt dieſes, wenn man die Eigen⸗ 
ſchaft jever harmonifchen Proportion, nach welcher vie 
Summe ber beiden äußern Glieder größer ift, als das 
doppelte mitslere, zum Grunde legt, Hieraus folge 


: 1 Ei | 
nämlih, daß die Summe =: : — + 1... 


1 2 o e 
= > iſt als SCI Fr x ni —ı) d. i. 
2n(i — 1) ni —3)—ı 


Tepe russ terwerg 


Man kann alfo, wie weit auch das erſte Glied — 
n+r 





vom Anfange der Reihe genommen werden mag, von 
den übrigen, indem man nur i==4 fegen darf, immer 


nod fo viel dazu nehmen ‚, daß die Summe — 
* 3 n + 1 

r L I 5 | 

+ — + etc... 4 er, mehr als 1 betraͤgt, und 

Da dies ohne Aufhoͤren gefhehen Fan, fo folge, daß 

die Summe der Reihe ı ++ + etc, in inf, 


feine beſtimmte Gränze Bat, fondern unendlich ift, 





24. Da e6 indeß in andern Fällen nicht fo leicht, 
tie in dem vorigen, feyn möchte, die Ergänzung der 
Gumme von irgend einer beliebigen Anzahl der erſten 
Glieder einer Reihe zu fchaͤtzen, ſo bleibt freylich die 
Dergleihung mir einer fummırbaren Meihe immer daß 
ſicherſte Mittel die Konvergenz oder Nichteonvergenz 
einer Reihe zu beurepeilem Diefes Mittel hat Gauß 
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auf eine fehr feine Art zu brauchen gelehrt, In ei 
ner Abhandlung: Disquisitiones generales circa se 
riem infinitam ı + — Ser Bor), 
- — 1.2 yY+ı 
„at ra+ BEHNEHN ae 
1.2.3 at ta) 
Commentatt, Goeitingens. T. II, theilt er da, 
wo bon der Summe jener Reihe für den Fall x 1, 
die Rede ift, einige, fehr allgemeine Säge die Abnahme 
und das Wahsıhum der Glieder einer Reihe, fo mie 
die Convergenz oder Michtconvergenz. betreffend mit, 
toben eine Meihe von einem gewiffen Gliede an, im er 
m m{m+ ı) 
| B., BR+D» 
+ etc., im legten mit der nafürlichen harmoniſchen 
verglichen wird. Die Säge felbft find folgende.- 


fien Salle mit der obigen ı + 


Penn M, M’, MV, M4,,.. die Glieder eine 
Reihe find, welche den Stellenzahlen m, m+ı 
m- 2, m-+ 3 bejiehungsweife entfprechen, und dt 
Duotient J 

M’ _ m’! + Ami=T + Bmi”? 4 etc. 

M "mA + am“! 4 bmi”2 + etc. 

“4 v4 ’ ‘ 

iſt, die folgenden aber * * etc, ais erh 
wenn darin m-+- ı, m+2 etc. an bie Stelle von m 
gefeßt. werden, fo werden die- Glieder der Reihe M, 
M', MU, MU"... je nachdem A <a oder >a il 
unendlich abnehmen oder wachfen, in dem alle, aber, 
wo A a if, einer beftimmten Graͤnze ſich näheren 
Ferner wird in dem Kalle wo Aa iſt, die Summe 
der Reihe M+ MMM ertc. ininl. 
entweder endlich oder unendlich ſeyn, je nachdem 
a—A>r oder. niht > ı iſt. Wegen der Beweiſe 
dieſer Säge muß die Abhandlung felbft nachgeſehen 
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— 


werden: hier wird es genuͤgen, fie an einem und an⸗ 
derem Beyſpiel zu erlaͤutern. 
— ee 1.1.3.3 
J. Die Neiße fy ı + — Ä 
b Li * 2.3 7 2.3.4.5 
M’ (am—ı)® _ 


M 2m@am+ı) 





-, 1.1.3.2.5.5 Pe 
— — — etc. lern 
er ö 2 ſt 








=}; alſo A=—ı, 
mm + 4m mm--m., 

a=ı, und Aa, folglih nehmen die Glieder der 
Reihe unendlidy ab, und weil a—A—.2 ‚ fo ift die 


Summe der Reihe endlich. Sie ift nämlich —, wo 
* der halbe Kreisumfang fuͤr den Halbmeſſer, Eins, iſt. 


— 44 95h 
I. Die Reihe fy ı + — — 


3.3.5.5 

.4.4.6.6.8 M’ 2zm(2m-+2) : 

EB 5 BL + etc. Hier Te a 

”3.3.5.5.7-7  M (Cm-+ı)” 
 mm-m 


er, folglich A—a. Die Glieder neh— 


mer alfo zwar beſtaͤndig ab, naͤhern ſich dabey aber 


einer gewiſſen endlichen Graͤnze, welche — * iſt. 


— 2.5, 3.5.7. 9, 3.5.5. 9. 11.13 

II. Die Reibefeg ı TEN 2.6.6.10.10.14 

- | M' (4am-ı)(4m+ı) ı16mm-ır 
4 etc, — m im. 
“+ eto, Hier iſt ZT (9m-2/m+2) 1ommag 


— ut: alſo A=a=o, Mithin wachen die 
mm— 2° 

Glieder beftändig, aber fo, daß ſie einer gewiſſen ends 

lichen Graͤnze ſich naͤheren, welche —Va iſt. 
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25. ' Wenn eine Reihe nach den Potenzen einer 
veränderlihen Größe x fortfchreiter, fo kann nur die 
Frage fenn, für welche Werthe von x die Meihe con: 
bergire oder nicht, Diefe laffen fich durch das Borige 
nieht beitimmen, obmohl, wenn ein gewiffer Werth 
von x angenommen wird oder gegeben ift, die Conver⸗ 
gen; oder Nichtconvergenz der Reihe häufig mach den 
obigen Sägen beurteilt werden kann. (Einige Ber 
“ fpiele mögen das hierben au beobachten u an⸗ 
xt 


deuten, Die Reihe ı+- = — — + — ine _— 


R 1.2.3 
‚+ etc, condergirt, — ai nicht gleich — 
doch zuletzt gewiß fuͤr jeden endlichen Werth von 1. 
Dieſes erhellt fo. 

Das nte Glied diefer Reihe nach dem erften il 


; für ein unendlich großes mn aber 1.2.3.0 





1.2.3.0 
n"t 2 

or ‚ wo e die Grundzahl der natuͤrlichen age 
rithmen anzeigt, wie in dem Artikel, Summirung ie 
Reihen, bewiefen werden wird. Dasurd <a ſich 


— erxn ex 
- DE — — 
1.2.3.0 nut nuttyor ar = 75 am 


wo ‚beide Factoren (2). und =: — klein 


ſind. Alſo nehmen die Glieder der Reihe fuͤr jeden 
Werth von x wenigſtens zuletzt unendlich ab. | 


Daß aber die Summe der Reihe für jeden Werth 
bon x endlich ſey, läßt fich fo einfehen. Wenn x flis 
ner als ı ift, fo nehmen die Glieder der Reihe ſtaͤrket 
ab als im DVerhältniffe 1:x, daher ift die Summe 
der Reihe Eleiner als die Summe: .der- abnehmenden 
ie Reihe vH + x + . etc. * 


Ss x=ı,fiftı-tı+ — + 
4 
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. — — — t 
Te ete. 


alfo — Iſt x Si, fo fey r die ganze Zahl, welche zu⸗ 
naͤchſt kleiner iſt als x, und es iſt die Reihe — ı 4 


x x® x* x x 

rem 
= x? 2 fr ur 

— —— + etc. mo die Glieder in det 


eingeflammerten Reihe färfer als in dem Verhaͤltniſſe 
von et rsx abnehmen. Alfo it die Summe derfelben 
Fleiner als die Summe der abnehmenden geometrifchen 

x 





i en 24 Fr f 
Meihe ı 2: — se — + etc. welche 
iſt N. Daber ift die Summe 


—— r+ı—x 
xx 

der urfprünglihen Reife <ı + x + = +... 

x! 


r41 
+ ae ht alfo gewiß endlich, 


| er 
Die Reihe ı + x ——— 
alſo in jedem Falle zur Berechnung von e*, wovon fie 
die Enrwicelung ift, brauchbar, obwohl nur für die 
Werthe von x, welche nicht > ı find, bequem, 
| | I xx 1.5 x 
Die Reihe fy x + +: ——— 


2 345 3 


4 
———— + etc, alſo das nte Glied derſelben 
35.704 


23 der xn 

Fr ST, Aus dem Art., Binomials 

3:5:7:..,,20— 1 n 

Coeffieichten, 15., folgt, daß für ein unendlich) großes n 

re Dr n—L I 7 ur 

— — — — — — ,V-, Hierdurch wir 

Te V- Hi burg d das 
Pp 
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unendlich vielte lied der vorigen Reihe —(: — 

Rn . 2 nyn 
welches offenbar, fo lange x nicht >2 ift, unendlich 
Hein ift, Der Werth x2 macht alfo die Gränze, 
über welche hinaus die unendliche Abnahıne der Glieder 
aufhoͤrt. Daß aber für x2 die Öliever ber Peihe 


M 
unendlich abnehmen, zeige auch der Quotient * (man 
ſ. hier, 25.), als welcher für die gegenwärtige Neiße, 


22mm 
Ar den Wertb x 2, — — iſt. Za— 
und für dv W h amm+3m+1 ! 3 


aleich erhellt daraus, daß a— A, folglich > if, 


die Endlichkeit der Summe der ohne Ende fortlaufen— 


den Reihe. | 


Die Meihe ftellt übrigens die Hälfte des Qua— 
drats eines Kreisbogens dar, deſſen Querfinus, den 
Halbmeſſer für Eins genommen, x iſt. Da es feinen 
größeren Sinus verfus als 2 giebr, fo wird begreiflic, 

warum die Reihe für größere Werte von x als 2 dis 
vergirt, Die Divergenz zeigt bier die Unmöglichkeit 
der durch die Reihe vorgeftellten Größe an. 
26. Wenn die Glieder einer Reihe mit abwech— 
felnden Vorzeichen a—b-+c—d-e etc. unendlich 
abnehmen, fo erhelle ohne Mühe, daß die Summe ver 
Reihe endlich if. Denn es ift, wenn s diefe Gumme 
bezeichnet s<a ud >a—b; ferner s <a—b-c 
und s>a—b-+c—d u. f. iv. wo die Gränzen, zwi— 
fchen denen s liegr, immer näher zufammenrücken, und 
um weniger als eine gegebene Größe verfchieden werden 
fünnen, daher s fich felbit einer gewiffen endlichen 
Sränze nähere, welche die Summe der ohne Ende 
forrgefeßten Reihe iſt. 


27. Cauchy bat ſich auch mit Unterſuchung 
der Convergenz der Reihen beſchaͤfftigt, und daruͤber 
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mehtere Gäße in dem Cours a Part, I: 
Chap. VI, vorgefragen. 


Summirung der Reihen ift der oynbegeif 
der Verfahrungsarten, wodurch aus dem befannten ' 
Geſetz der Bildung einer Neihe von einer endlichen 
oder unendlichen Anzahl Glieder die Summe derfelben 
gefunden wird, Da es nämlich Feine ganz allgemeine 
Methode zur Summirung der Peihen- giebt, fo kann 
nur von Verfahtungsarten in der Mehrzahl die Rede 
feyn. Von diefen Berfahrungsarten werden die allge: 
meineren, welche auf mehrere Arten oder ganze Klafe 
fen von Reihen anwendbar find, den Gegenftand des 
gegenwärtigen Artikels ausmachen. Die fpecielleren 
Derfahrungsarten zur Summirung aritimetifher und 
geometrifcher Reihen find in den diefen Reihen all 
ders gewidmeten Artikeln vorgetragen. 


1. Ein. elementarifches Verfahren zur Summis | 
rung unendlicher fowohl als endlicher Reihen ift vie 
Zerlegung derſelben in andre fummirbare Reihen. 
. Hierdurch laffen fi unter andern alle Reihen fummis 
ren, welche entſtehen, wenn die Glieder einer arithme: 
tifhen Neihe irgend einer Ordnung  folgmweife in bie 
lieder einer geometrifchen, fteigenden oder fallenden 
Meihe multiplieirt werden. Die einfachften Reihen dies 
fer Art entjtehen, wenn die figurirten Zahlen irgend 
einer Ordnung folgweife in die Glieder einer geome⸗ 
trifhen Reihe multiplieire werden: Diefe Reihen ſelbſt 
ſind fr +" +r’ + rt? +etc.; ı 4274 31-4 gr? 
+ etc.$5 ı + 3r + 6r’ + ıor + ete.: ı+ur+ 
zor® + 20° + etc; u. ſ. w. Die Summe der er: 
ften,, welche eine ſimple geometrifche Reihe it, ift be: 


fannt, naͤmlich = - — = Auf fie wird die Summe 
der zweyten Reihe, auf dieſe die Summe der dritten 


u. ſ. vo. zuruͤckgebracht. Die zweyte Reihe laͤßt fi 
namlich in folgende jerlegen 
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a+r+r+rtrten, beren — = — 
1 221 
x 


EEE or — 








ı—ı 

J 
"+r+rt tete . — ..» — 
| | E—ı 

— 

rt rec . ... = 
1—ı 

r 


rs + etc. . ‘ ® . — 





Lo! 

-+ etc. . — ei 

Es ift nämlich die mente der Hartialreihen - = 

r(ı Fr+r+r5+ etc), alſo fomme ihre Sum, 

wenn die der erften mie r multiplicire wird, Eben i 

entftebt jede folgende Parrialfumme aus der naͤchſtver 

bergegenden. Daher bilden die Partialummen felti 

wieder eine geometriſche nr mit dem Sirponenten r, 
. 41 1 

—-r tor — t—n! 


Die dritte Reihe — ſich in folgende Partialreihen 
++ 4 ars 4 55* 4 6r34 etc. — 





und die Totalſumme wird — 





(1i—r/ 
r+2r" +375° +4r? + 5r° + etc. — — 
—— Gen 

r? 
((—r)' 


r’ 


"+ 2r5 + gr - gr +eto — 





r + 2 + 3r° + et. = 
(1) 

r* 
rtt- er + etc = — 
(1—r)' 
rt + etc = — 
—- 


+ etc. + etc, 
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wo von den IE das vorhin bemerfte oil | 


Die Totalfumme res — —— 


2. Die = Summen der vorigen Reihen 
laſſen fich auf aͤhnliche Art finden. Kürzer erhält man 
fie dadurch, daf man die unendlihen Gummen von 
dem Gliede an, welches zundchft auf dasjenige folgt, 
bis nit zu welchen die Summe verlangt wird, fucht, 
und ſolche von den eben gefundenen Summen abziehr. 


Soll z. E. die Summe der erften n Glieder der 
Meihe 1 +3r +6r? + or? + etc. gefunden werden, 
fo muß von der vorhin ‚gefundenen Summe der ohne 


fortgefegten Reihe die Summe biefer == er unt? +22, 


+ M+2)(nt3), nt2 + @ ot + etc. 
| 2° 

in inf. abgejogen werden. ‚Nun r er Triangularzabl 
die Summe aus der nächvorhergehenben und: Der 
Steienjahl, alſo 








| arnyar? _ * tn+ı 
I, 2 
(n+2)(n+3) _ —— — 
1.2 1,2 
—— — — + .n+3 
EIN LEINEN 7 
1.2 ı,2 
-tN Lars 
etc. _ etc. 


Die vorgegebene Reihe zerfaͤllt alſo in dieſe drey 
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- Be a EN 


SE m(i+ ar 3045 + etc, in inf.) 


: + r(1 +3r+6r° + ı0r? + etc, in inf.) 
| anhı) r" nm r" 
142. "ir An) (1—r)5' 


Ba iſt 1+3r+6r°--ıor’-+.., Be — rg 


.2 
n(a+ 2) 
Ir" nr" L.2 
an Gar 





deren Summen ſind — 


r" 





Man wird hieraus leihe ben Schluß ziehen, daß 
die Summe der Reihe, welche entjteht, wenn die n 
-erften figueirten Zahlen von der Ordnung m(ı, 1, 1, 
ix, etc’ für Die ‚Zahlen der eriten Ordnung genommen) 
beziehungsweiſe in die n erften Glieder der geometti- 
fhen Reife 1, r, 2, rs u,f.mw, multiplieirt Kalbe, iſt 

1—r!" Yrn Br Dir” 
—— —— — — — — — etc. . — 
Va N > u— Ir 
-7T 

wo A, B, €... M die m—ı erſten Eoeffitienten 
aus der Entwirfeling von (1 — 2)7 find, 





Wie hieraus die Summen für ven Werth r = 
abzuleiten find, ift in dem Artikel, a nn Kaike ‚ 
15.5, gezeigt, 


3. Da bie Potenzen der natürlichen Zahlen ſich 
aus den figurirten Zahlen zufammenfesen laſſen, jede 
rag nämlich aus zwey zunaͤchſt auf einander 
folgenden Zriangularzahlen, jede Eubifjahl aus drey 


\ 
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naͤchſt auf einander folgenden Pyramidalzahlen, jedes 
Biquadrat aus vier naͤchſt auf einander folgenden figus 
rirten Zahlen der sten Ordnung u. f. w., indem 
nämlich | 





‚ ınn-tı) n(n— ı) 
nn _ — — 
1,3 1.2 | 
n3 — | | 
n{n+ı)(n+?) (n-ı)nin+:) (n-2)(n-ı)n 
— —— — — 4 —— — — — — 
1.22.3 | I 9,3 1,2.3 
nt — * 
n..(n+3) — —— — 9 (n-2)..(n-+1) 
J— 1....4 —E 
| (n3)....m 
un 
u. ſ. w. 


ſo ſieht man leicht, wie die Summen der Reihen 

ı? + 2’r + 37? + 4° + 5’rt + etc, 

13 4 23r + 3717? + 4973 + 5’rt + etc, 

1* + zer + 3917? + Mir + 5irt + etc, 
u. ſ. w. Die unendlichen ſowohl als die endlichen fich 
vermictelft der. vorigen Summirungen beftimmen laflen. 
Es wird nämlic) | | 

| ıtr 


2 ers in — 
1--4r4+9r°+ 16r54-25r%-+ etc. in inf. — 
I+4r+r 

— 


ı-Lıır rn? $r3 


((—r)? 


14874277’ 4647412 5r44 etc.ininf, = 


1--I6r + 8Ir 255734 625 r3-Letc in inf.— 


u. ſ. w. 


Die endlichen Summen einer jeden dieſer Meis 
ben werben aus ber unendlihen Summe berfelben 
Reihe und aller vorhergehenden, wie es auch in (2) 
der Fall war, zuſammengeſetzt. Um dieß kurz zu über: 


600 Summirung der Reihen. 


ſehen, bezeichne Sx” .r* bie Summe der ımenbliden 
Reihe 1", r + a”. r° + 3%. 1 + ete., Sn", r aber 
die Summe der n eriten Glieder derſelben, fo iſt 
$Sx",r“ = Sn" ,r” 4 (n-+ı)"r+t + (n-+ ay"r"*? 
+ (n + 3)®r"+3 + etc. in inf. 
d. i., wenn man (n+ı)®, (n+?2,”, (n+3)" uf. 
nah den binomiſchen Lehrſatze entwicelt, und mit 
Euler die Binomialcoefficienten zur ween Potenz nıd 


loiuiose 


bezeichnet 4 
= Sn, P+n®,r (tr + etc ininf,) 


2% [ = erre+ art 4 313 4 474 + ete.ininf, 


; + [= je rar 2er en+4erttetc ininf.) 


* 


Y [=] ‚ERIR Fam, ZW.) 4mirs+ etc, ininf) 


= Sasitte( mn Sx’, x* + 2] — 8x.v 
1 
* [2 es] ¶α 
2 _3 
= | 
+. +5 |) Es 


Hieraus iſt \ 
Sn®.r’— Sx",r* — 1". —— * (Ze Sx.x 
1 — r 1 


+ ass + [-]er.s#. 
Hera) 
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Die hier vorfommenden unendlichen Summen Sx .r“, 
Sx*.r“, u.f. w. find Die vorigen ı — 27 + 317° + an 
—- etc, I+4r+gr? + Tor etc,, 1 + 824 277° 
—+ bar? + etc. u, ſ. w. mit.r multiplicirt, 

4. Es ſey allgemein die Reihe a + alır + 
a’'ı? „ar etc. ininf., von welcher die Coefs 
ficienten a, a‘, a’, al, etc, eine arichmetifche Reihe 
der mten Ordnung bilden, zu fummiren,. Bezeichnet 
man nun die Yinomialcoefficienten wie in (3), die Ans 
fangfglieder der Differenzreihen aber durh D’, D, .... 
D), fo iſt (Arithm. Reihen hoͤherer Ordnung, 7.) 
das allgemeine Glied unferer Meihe, deſſen Stelle nach 
dem erſten durch p ausgedruͤckt wird 


—D—— 


Setzt man hier p nach und nach — o, 1, 2,3... 
etc, , fo witd die vorgegebene Reihe in folgende m4 1 
Partialreihen zerlegt | 
at ar +ar +ar +ar + ar + etc. 
+Dr+ 2D'r* + 3Dr’ +4D't +5Dr5+ et 
+D’r®+ 3D“r) + 6D’rt + 10Dtr5 + * 
D + 4D%r+ + 10D"'r5 + etc, 
+ D‘l!y4 m 5 D''44r5 + etc, 
+ D""rS + etc, 
+ etc. 
Die Summe der erjten ift — der zweyten — 
| ; 1—r (1—r)? 
Hy f 
der dritten — sone. ber letzten oder (m-+ ı)ten 
De)rm 
(i—r)®t! 
a D’r D’r Dry 


i—r (t—rj? (13 (1—r)! 


Daher iſt die Summe der vorgegebenen Reihe 





urn 
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D®) 
+ — aa Man, fege fie — 
A+ Ar A Ar +... + Ami — 
— aa Bringt man nun 


alles auf einerley Benennung, fo erhält man zur Be 
flimmung der Eoefficienten A, A’, A’... folgende 
Gleichungen 

A =a 


A' =D — — 


A" —D" 


El» 





n— DU 
AD 





5] 
uͤberhaupt 
Ad pa — AIR 94 — =) DO) 


RR. — ]p + + [7]: 


wo die oberen Vorzeichen für ein gerades A, die unter 
für ein ungeradeg gelten, 


Um in den Ausdruck diefer Eoefficienfen wiede 
die Glieder der Reihe a, a’, a’ u. ſ. w. einzuführen, 
ift aus —— Reihen boͤherer Ordnung, 2.) 

za —a 
* z al —2a ra 
D — all — za L zal—a, 


DV) — —E— 4 a0-t) F — ]aa-» —— 


——— vxIP. 
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Die oberen Vorzeichen für ein gerades A, bie unteren 
für ein ungerades genommen. 


Subſtituirt man diefe Werthe in dem Ausdrucke 
für AQ@), und fest den dadurch hervorgehenden Ausdruck 
von A0) = aM — cladıı) + Ha) NO) 

. + cAN)a’ + ca, mo bie oberen Vorzeichen 


für ein gerades 2 die unteren für ein ungeraded ges 


ten, fo iſt 


[+ 2#] | 
a ER a lt ad 
4 FH 


—A 
+ — 











RR 


“ zu ; —F Eee 


— Bu ——— a Ei — 














Dieſer Ausdruck für c() laͤßt ſich noch weiter zuſam⸗ 
menziehen. Es iſt nämlich aus dem Art. Binomial: 
eveffieienten, 22. VII., wenn man die dortigen Bes 
| — in > bier umfeßt, 


G+E: + E62]+- +6 
= 


est man bir — A, — a ſtatt B, a, welches vers 
ſtattet ift, und verwandelt alsdann die Coefficienten der 
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negativen Potenzen in bie ihnen gfeichgeltenden der por 
fitiven nad) der Formel 


a 


wo das obere Vorzeichen für ein gerades, das unfer 
fuͤr ein ungerades q genommen wird, fo erhält man 


B+n-ı a 2 
Ka a a en a ae rm 
ep 
Maht man nunhern=a, ß+n—ızÄy,a 
= m—iX-+ı, folglich — 


ſo wird 


Eee 


m—A+0— —] [== I 




















c—ı 
+ [>] = [> 
alfo | u 
cl) — Ps 2 
Demnach iſt 
AA) — a) — 
m 17 „fi „. +1, 

ra u ee a ]er24- 


—— Jar} 

K—1 — 15 

5 Zu dem en gefundenen — gelangt 

man fürjer, wenn man die vorgegebene Reihe aa 
Far tat Hat... ad + etc, mil 


* 
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((—r)"t: multwleirt, und das Product = A 4 Ar 
f Art + AUS + etc. ſetzt. 

Um alsdann AR) zu finden, darf man nur die Slies 
ber der Entwickelung von (1-r)”*? vom erften an bis zu 
dem, welches in 1* multiplieire iſt, in uingefebrrer Ord⸗ 
nung unter bie Glieder der Reihe atar tar +. 

+ ad)rk + etc, fegen, und jedes untere Ölred in das 
darüber ſtehende Multipliciren, fo erhäle man alle Pro: 
Duete, welche in rA BIRSIDE find, und fo den vori⸗ 
gen Ausdrick für AR, 
AM+2) wird hiernach 


alt!) [> E - |. + = e»-.. 
I I 
. r =] 4 | 


mo das obere Vorzeichen für ein tingerades, das un— 
tere für ein gerades m gilt, und die legten Coefficienten 


' m+tı 74 
nach der Korme Ei = Fer 2 m] ans 


ders ausgedrückt find. 


Da aber a, a“, a”, ... in einer arithmerifchen 
Meihe der mten Ordnung find, fo ift (Arithmerifche 
Reihen höherer Drönungen, 3.) ber in der vorigen 
Gleichung, rechter Hand des Gleichheitkzeichens ftehende 
Ausdruck, und alfo auhb Art) —=o, und eben fo 
Amt2), AB) uvm. ==o, fo daß Al”Irm das 
legte Slie des Products ift. 

Wird diefes Product nun wieder durch —** | 
dividirt, fo entftcht 
at art a’rı? + a’ + a + etc, in inf. 

] 
Grm 
welches mit dem vorhin gefundenen übereinftimmt, 
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6. Iſt das allgemeine Glied a7) der Reihe 
a, a’, a’, etc. eine folche Function der Stellenzahl x, 
welche für x — o verfchwinder, fo ift, wenn man o 
ale das Anfangsglied der Reihe anfieht (und das darf 
man in Beziehung auf die mre beftändige Differenz, 
oder noch höhere), die (m-+ ı)te Differenz, d. i. 


u FH je» + BE J 
X 2 
m-+ ı” u 





auch —=0,8,1.,A®M <o. on diefem Gall bricht 


alfo das Product in (5) mie Ar) m ab, welches 
zugleich das höchfte Glied des Zäplers ift. 


7 Die mten Porenzen der natürlichen Zahlen⸗ 
reihe ı7, 2®, 3@, etc, bilden eine Reihe der mten 
Ordnung von der eben angezeigten Art, daber ift 

ı" + 2®%,r + 3%.r° $ 4” ‚13 4 etc. in inf, 
_ A+AT+ AU + AUS +. 4 ABI 








\ — (1 — y 

wo | | a 
A —— 

A! — HT. 1* 





jet]. 


— [at ap 
+ [= er —— 
19)” 
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Die oberen Morzeichen für ein ungerades, die unteren 
für ein gerades m genommen. Ä 

Hier find nun noch die Coefficienten, welche vom 
erfien und legten gleichweir abſtehen, einander gleich, 
nämlih A= AU, A'— Al-2), Au— am-3) 
u.f. w. Denn für ein ungerades m it, wenn man 
den Werth von AlT=7) rückwärts ſchreibt 


AND) _ A— (—-ı" — >] 
1 


ee 
+... E - mn + mn, 


d. i. =o, weil (—ı)", 0”, m, am... Glieder 
einer arithmerifchen Reihe der mten Ordnung find, 
(Arithmet. Reihen höherer Ordn., 3). Iſt m gerade, 
fo ift auf eben die Arc 


A— AU (— I)" — E33 ‚om 


+7 )-[F7>+ 
une =] (m— 1)" m. 


und aus gleichen Gründen =o; alfo iſt beiden Faͤllen 
AC Ac-ai). 


Auf aͤhnliche Weiſe erhellt, daß — am) 
AUZAC) u. ſ. w. Iſt alfo m ungerade, fo giebe 
es einen mittelſten Coefficienten, welcher ift ATI. 


Alles dieſes kann man fi an den in (3) aufgeführten 
Summen erläutern. E | 


8 Get man r=—ır, und laͤßt m erftli 
gerade —2p feyn, fo wird 
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er at? RP 4? 4 5 etc, 
A—A+ AN AU de Ale) Al 


gutı 





= Aber der Zähler des rechter Hand flehenden Bruches 


ift o, weil A— Ale), A A), un 
Ale) = AP), daher ift 
18P — 2?P ger — 4? 5 — etc, ininf. —=o 
übereinffimmig mit (Poten, 205 und > (funtmichen 
Reihe, 21.) 
Iſt zweytens m ungerade = 2p—ı, fo wird 

eB3 __ gepmi ho gEpTı  48PT2 L 3σ — etc.ininf, 

A—A'+AÄAU— AU L .... Alt) 4 AG) 

a+P 

alſo, wenn man die gleichen Glieder zufammennimmt, 
A—A HAN FARM) 4 FA) 


ae 











das obere Vorzeichen für ein ungerade p, das unter 
für ein gerades genommen, Diefe Summe ift aber aus 
Moren;, ” und 65. oder, Summirbare Reihe, 21.) 


- (21 ) Bo) 
= (— i ) — & -_ ‚nd BE) die pre Bernoub 


lifche Zahl anzeigt. Daher entſteht folgender, ganz in 

depenbente Ausdruck für die Bernoulliſchen Zahlen 

OPEN 2p ‚AA rAN- „zFArM+L ar 
(2 2’P—ı) 1 Alle 

wo von den Vorzeichen das vorhin bemerfte gilt. 


saplace bat dieſen Ausdruck für Br) auf eine 
Andere, ſehr Eünftlihe Art gefunden. Die vorberge 
bende Ableitung verdanke ich im weſentlichen Pfaft. 
Die bisher erklärte Summirungsmethode aber hat N 
Eob Bernoulli zuerjt angewanot, 


Die Hefindenen Summationen find nicht 


9. 
obne allen praktiſchen Nutzen, ſondern werden zuweilen 
| mn 





— 
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in ber Rentenrechnung gebraucht. Man ſehe daruͤber 

Tetens Einleitung zur Verehnuing der feibrenten und 
Anwarticaften Th. I. in den Zufägen zum erften Ras 
pitel, Um ein einfaches Benfpiel der Anwendung zu 
haben, fee man, eine Mente werde n Jahre hindurch, 
am Ende des la Jahrs mit a, am Ende des jwenz 
fen mit a+d, am Ende des dritten init d-+ 2d, 
und fo am Ende jedes folgenden Tahrs miit d mehr 
als am Ende des naͤchſt vorhergehenden bezahlt, ind 
es fölle der haare Werth derfelben 8 gefunden werden; 
wenn für das Enpital 1 an jährlichen Intereſſen u ge 
rechnet wird, 


u. d 42d +(a-1)d 
ee ar ei 
ee Iren 


— Alt — etz) 


* n—1I 
EG + Hart“ *x5) 
alſo nach (2) J— 
_ ——— I (HWr 9 di 
* ulı Fu)" ur(ı+ juni ul + u)" 


_(a +, et) 


| ui + I)", 

Iſt a= 500, d= 10, n=30, U=o; 04; biß 
alſo 4 Procent jährlich gerechnet werden, fo wird 
1, -=75, ty = 1,04° = 3,243398, 
und en — | 
__ 250739. 2,243398 — 300) 
537243398 I din 

== 10719,432 9— 
Di 


ah a ad a⸗ 
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n einer zu Leipzig, 1820. herausgekommenen Anwei— 


fung zur Waldwerthberechnung von Pernigfch iſt 
diefes Erempel ©. 54. $. 24. nach einer ganz falſchen 


Formel berechnet. 


10. Um die Anwendbarkeit der erflärten Sum: 
mirungsmethode an einem etwas zuſammengeſetzteten 
Benfpiele zu zeigen, wähle ich die Reihe 





— = (I na 
n an-+ı ( — 





n]I ı" _f.2 ar n gu Ä 
1:15 Harzer 
4 n n" 


1 1 b_ b: obo b: b' 
| a’ " (a-+b)a' 
wo bie oberen Vorzeichen für ein gerade r, die un: 
teren für ein ungerades gelten, fo wird, wenn man 
b=n+ı,r=n-—.ı nimmt, und a nad) und nad 
rt, 2, It ſetzt 
De nr ar me ar 





a1 an en 
| (n+ 1)": 
 (n+2).1”—: 
— — (m+r)°. (n+7) _ (n+ 1) 
n43 2 3° 23 ran dal Zr 
3 „rom 
0 (043).2° 
.ı _z np (nt) (ar? 3 _ mr) 
at nm m Ba Te Bi Deere 


‚4 
=; (2n+,)°”° 
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Dur Subftitution diefer Reihenausdruͤcke für 


— — — — pird bie vorgegebene Reihe in 
n+2’n+3 '""" antı 

n Partialreihen zeilegt, ſo daß 

—58 


REIA. Man ]- — 
— NG * — 5 —. 


4 ⸗ 2] Bun ] — 
— * 
eo] ‚Im "in 2+ BI- 3-. 


(El ern Fi per Elan Dre 


r- 
an-+ı 
ift, mo die oberen Vorzeichen überall für ein ungerades 
n gelten, 
Es ift (Arichmerifche Reihen hoͤherer Ordnun⸗ 
gen, 2.) — 


— 


das. Anfangsglied der nten Unterfhiebeeiße für die 
Hauptreihe 0", 17, 2"..,..n", alſo (a. D. 20, 





2 
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8: 6.) eo r:fo lange mn ifh Daher fallen von 
den vorfteßenben Reihen alle bis auf die letzte aus, 
und es iſt 


———— 


A * n+4” — 


aut a 
= int — 


n—1 L n—ı t 
iR +13 ir 


—» fa—ı I + I 
= 1 "an — 


E⸗ iſt, das obere Vorzeichen für ein ungerades n ge⸗ 
nommen, ” 


| n—ı) 1 a en 
— Se EUR 


nL LER r 
+ 9 wer = — 


das Anfangsglied der m— iten Differenzreihe für die 
— = 

— 1 1 
— nrsada — tan - 
Sucht man die Anfangsglieder der Differenzteithen durch 
wirkliche Subtraction, ſo wird 
die erſte A | 





























I 
a: rm) rar 


bie zweyte 


ee 1.2. 
Haaren F arerats) 


, t 5 ne 
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SR 1.3.3 


N. 
alfo » das Anfungegted der (n— iten Untrfhiedereife 


1 .2.3 MELTTT) n— 1 d 8 b Boi 
— —* —; das obere Bois 
(A+2,(n+3)/(n44) .- antr’ 
Weichen für cin — a ern Hierdurch, wird 


Tl’. 2. . 2 oe 
z — — — Yen (2A) are 
wo das obere Vorzeichen, wie bisher, für ein uwje 
rades n gilt, oder an ohne tiefe Doricheift — 


de dritte , * F 





1.2. ER ara, 

= arena). — 

11. Die in dem Art., Summirbare Reihe. 16 

mitgetheilte Formel von Euler’ fanıt als eine DVeralle 

gemeincrung der Formel in. (4) im ihrer eriten Geſtale 
angeſehen werden. Iſt naͤmlich 

un at —— ax ne TS us ete. 84.30, 


— Ala'x > Alatiya + Allı at 5 + etc. =2 
fo: il, wenn A, A/, Au, Au, als lieder einer 
‚grishwetifchen Heiße einer Höperen Ordnung betrachtet 


werden, allgemein das Glied in Z,. deſſen Stelle, nach 
dem erften. duch) p bezeichnet wird, 


— ni LJ Ak + [ae re 
tja) 


wo AA, AA, AA, u. ſ. w. bie Ynfangsgkieder. ei 
erjten, swenten ; dritten, u. f. w. Unterſchiedoreihe für 
die Hauptreihe A, A’, A’, A etc. ſind. 


Wird nun p nach und nach So,, 23, eto. 
— fo wire Z Pe in — BERNER 
‚zerlegt, fo daß 


(a4 2)”, (ma) 


x 
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Z — Alartax +a'x? La'xsLa’x‘ 4 etc) 

x. AAla’t2a'x zax4 44x— sa'x* L etc.) 
+x°, Ar A(a" + 32x {6ä''x*Lıoa’x3.tı5a”’x4 4 etc.) 
+x3 A3A(a'' L4a''x HIoa’x® L200"'x3+-3 5a” x* etc.) 
+. a pr 
eto. 





"5. 
⸗ —, Di 
die in — ai, 5 — 
 0S n 
x’, N ftitiige: —“ n. fm an 
Volglichh — ars — 
— 58 ze, ‚As 0°S 
vn AR — F tn ft —7 
un ch ‚Ar 255 
1 er ax! F — 


Sind A, A’, Ari... wirklich Glieder einer arithmeti⸗ 
{hen Reihe von, irgend einer höheren Ordnung, fo daß 
die Differenzen von einer gewiſſen Ordnung” an ſaͤmmt⸗ 
lich verſchwinden, ſo findet man hierdurch witklich die 
Summe von Z, vorausgeſetzt, daß die Reihe S oder 
aaa etc. ſelbſt nicht irgendwo abbricht, 


88 
in welchem Falle einer | ber , iferetalguotienen Fl 
os A | 
Dxe' ax; 5 
den wuͤrde. Sonft erhält man nur ſtatt der urfprüngs 


lichen Reihe Z eine andre, die — ſchneller con⸗ 
vergirt, als jene. KUN EEE BE RE a 2 


12. Verwandt der obigen Suinmiruingsmergobe 
ift diejenige, nach: welcher“ die ‚einzelnen Glieder einer 
su fummirenden unendlichen. Reihe felbft wieder in uns 
endliche Reihen aufgelöft werden, deren Ölieder in cie 


f w. und, e ihm foldenden Null wer⸗ 
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ner andern Verbindung ald ber. urfprünglichen wieder 
neue fummirbare Neihen bilden. Diefe Methode iſt 
von Pfaff in einer Eleinen Schrift: Verſuch einer 
neuen Summationsmethode. Berlin, 1788, vorgefras 
gen, und durch viele wichtige Anwendungen. erläutere 
worden. , Man wird. fih von ihr einigermaßen einem 
Begriff machen Fönnen, wenn man in dem Art., Gums 
mirbare Reihe, 21,. die Summe der dafelbft in die 
Porenzen von © multiplicirten unendlichen Reihen als 
anders woher (z. B. aus 8. ded gegenwärtigen Art.) 
bekannt anſiehet; es wird nämlich alsdann umgefehre 
in. Beziehung; auf die dortige Abficht SG 
eos O — cos 20 + 00539 — cos4P + et, =, 
welches dort als befannt angenommen wurde. 


13. Wenn das allgemeine Glied einer Neihe ald 
eine Function der Stellenzahl gegeben ift, fo hängt die 
Erfindung des fummatorifchen Gliedes (f. den Artikel, 
Reihe, 36.): von. der umgekehrten Differenzenrechnung 
ab, Bezeichnet nämlich y das allgemeine oder bee 
Strelle x angehörige Glied einer Reihe a, a’, a etc, 
8 das fummatorifche Glied derfelben, fo daß S=a-r 
a-alt,.. +y if, fo it S—y.die Summe dies 
fer; Reihe bis zu dem vorlegten Gliede oder von x — x 
Gliedern. Wenn alfo x in x— ı übergeht, fo betr 
wandelt fih S in S—y,. und umgefehrt, Daher iſt 
y die endliche Differenz von S—y für Ax=ı, di iy 
45—y)=y, alo S-y=xy+C, wo 2 das In⸗ 
fegeationszeichen für endliche Differenzen iff, und S— 
Zyt+y+C. Das Integral Ey muß in der Vor⸗ 
ausfegung, daß Ax unberänderlih und — ı iſt, ges 
ſucht, und die Eonftante C dadurch beflimme werden, 
dag für x—=ı, S=a, oder für x=o, S=o wer: 
den muß. — Da y==Ay fo hat man auch S— 
Zy+ZAy+C=Z(y+Ay)+C, wo y+ Ay das 
der Stelle x-+ ı entfprechende Glied if, Man ſ. 
Differengenrechnung, 66. und folgg. w 
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14. Beyſpiele von Reihen, auf welche "tief 
Gummirungsmerhode anmendbar iſt, giebt der Art. 
Differenzenrechnung, 72. — 81; nur hätte dort das 
Zeichen 8 nicht gleichbedeutend mit Z gebraucht werden 
follen. Unter den Reiben, deren allgemeines Glied eine 
algebraifche Function der GStellenzahl ift, werden, wie 
aus den dortigen Beyſpielen zum Theil erhellt, nad 
diefee Methode fehr leicht ſummirt diejenigen, derm 
Glieder Producte aus ben auf einander folgenden Glie 
dern einer arithmerifchen Reihe find, diefe Glieder im 
mer in gleiche. Anzahl und fo genommen ‚. daß der eriie 
— jedes Products mit dem zweyten des naͤchſtvot⸗ 

ergebenden uͤbereinkommt, ferner die Meiben von Bris 
hen, deren Zähler die Glieder. einer arithwetiſchen 
Meihe irgend einer Ordnung, die Menner aber Pro 
duete von der eben angezeigten Veſchaffenheit ſind, wo 
bey jedoch die Zahl der Factoren in jedem Menner di 
Ordnungszahl der arithmetifchen Reihe der Zähler wi 
nigſtens um 2 übertreffen muß, wovon der Grund il 


dab. — ſich nicht algebraiſch angeben läßt, Aa 


auch Reihen, deren allgemeines Glied eine tranfeendentt 
Ä ——— der Stellenzahl it, entziehen ſich dielet 
ummirungsmethode nicht. In dem angezogenen At, 
findet man z. B. die Reihen ſummirt, deren Gliedt 
die Sinus oder Coſinus der Vielfachen eines Winkeh 
e ſſind. Hier ſoll noch die Anwendung auf die rd 
Taufenden Meihen gemacht werden, unter welchen die 
arithmetiſchen jeder Ordnung und Die geometriſche 
begriffen find. en 2 
— 85. Die jetzt vorzunchmende Summirung id 
laufender Reihen fege die Kenntuiß des allgeme) 
Gliedes derfelben voraus. Sr dem Art. Nüclaufen? 
Meihe, iſt gezeigt, wie daſſelbe aus dem erzengende! 
Vruche gefunden werde, Es kann aber ſolches auch 
nach der dort in (29) geſchehenen Anzeige, auf ander 
Art, durch Integrirung einer linearen Gleichung m! 


’. 
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endlichen Differenzen, aus einer Ginlänglihen Anzahl 
der erfien Glieder’, und der Weziehungsfcale gefunden 
worden ſeyn, ohne erſt zu dem Urbruche zuruͤckzugehen. 
Ein zweytes Erforderniß zu der durch die obige Sum— 
mirungsmethode zu- bewerfitelligenden Summation rück 
Inufender! Meipen- ik, da man Zar, Txa*, Exrax 
u. f. m. anzugeben wiſſe. Da der Artifel, “Differenz 
zenrehnung, hierüber nichts enthält, fo foll das noͤthige 
Bavon hier erft beygebracht werden, und zwar unter 
ber allein hier brauchbaren DVorausfegung, daß Ax: 








ax 
Zar — — C. 
| — * 
Ferner iſt RER 
Au xa” — (+ w)arte — xa* 
wir * xa*(a® — 1)+ war ’ a” 
alfo umgefehre Da Shui . 
(a — ı)Exa? = XAxa* — war, Zar 
s Er warte 
f — a — — C: 
| a ea u 
und * 2 ; — M 
xar warte 
Exam — ⸗ —— 40.. 


a — 1 (ar — 1) 
Auf dieſe Art kann man weiter gehen, und Zxta® 
aus Za*, Zxa” u. ſ. w. finden. ©. 


17. Dun fey. die rücklaufende Reihe 

I, Ar Ya, 46, 146, etc 
gegeben, deren allgemeines, der Stelle x + ı angehöris 
ges Hlied, wie aus dem Art., Ruͤcklaufende Meihe, 15-, 
erhellt, — 2° + 2,3” it, fo wird das ſummato— 
riſche Glied derfelben S=— E,2% + 2,2,3° d. i, 
nach der vorigen Formel für Zar, wenn w darin — 1 
gemacht wird, =— 2° +3" + Const, Für xo 
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wird s=o, ‚alfo Const. =o,: und 5 ſchlechthin 
z—2"+3% Fuͤr x—5 batman.alo : 
re 14. 446.4 146 =— 2° + 3? 
EEE 324 243 
— AK 
un auch duch, wirkliche Bufaumenechnung der Dlies 
der gefunden wird. 


Die Summe’ der ins Unendliche fortgefegten Heiße 
ale. Werth ‚des Urbruchs für zZ ı genommen, Eann, 
weil dabey die Anzahl ‚der Glieder nicht in Betracht 
kommt, feine andere, als die gefundene Conſtante feyn, 


welche. = 0 ft Und ‚fo ERDeS- fi re au biejeihe aus 


v—z.. .. 
dem Urbruche eg wein man darin z=ı 
52 + 062° ! 
fest. — | 
18. Die Reihe fen ek 
u Br, ‚43,167, 631, etc 
von welcher das allgemeine der. Stelle — angehoͤ⸗ 


rige Sieh Rürtlaufende Reife, 16.) — .3* — 3° 


— if, gir diefe wird alfo — ux,z%— 3x 


+2.2.2%, di, nad) den obigen — (= 
g*t3 


van Einen 


Const. x.3 — 3° + 2X! 4 Const. Die Eon 
ftans wird, da. 5 für x=0, auch —=o wird, —=—ı. 
Daher iſt SZ (xX—-3)3 +2! 1. Fuͤr 6 
wird alſo | 
4434244434 1674651 = 3,3°42°—1 

= 729-1283—Hr 
% 85 6 

wie i ch Aug au wirlliches Aufammenrenen finder. 
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Die — — ı giebt den — des Us 


— 52 4 82* — 
bruchs 1m 82 4 212° — 1628 De 


19. Iſt bas — Glied einer ruͤcklaufenden 
Heiße durch Winfelfunctionen gegeben, fo möchte es 
am fürzeften ſeyn, ſtatt diefer ihre Werthe in Expo⸗ 
nentialausdruͤcken zu ſetzen, um alsdann von den voris 
gen Formeln Gebrauch machen zu koͤnnen. 8 


—* z. B. das der Stelle x+1. augeborige Slied 
b 
—* sin(æ-1)0 * 7 sin xO), wo J und © aus 


AR der — a und b aber Pr den beie 

den erilen oder irgend ein Paar “andern Gliedern der 

Meihe beſtimmt werden, fo erhält man dafür, werin 
f(cos$ +sin®.Y—ı)=p 





und ficos® — sin®. venzı * 2i7 
a (pr —*1) 
gemacht wird, pen Ausdruck —— 
Be pre  MmeD 
a — — 
a se IL 2 I, wg 
| vg P--9 
I. Bund p“ aq+b,.g“ + i 


P—-94p<ı p—qgg-ı 

Und nah Beſtimmung der Conſtans aus beim Sa 
So,:für x=o 

a API- ap +bg-b «_, APg- ag + bp-b, b, 4 

. (P- Ei P-DP-1\g- 2)" 

, a+ 

+ 5=n@ zer 1);:; 
g wieber herſteüt, ae ur 


—“ md wenn MAR k und ? ſtatt und 
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= Ä . 





ab fsinx® a ° Ffrrsinxti)) 
1-2fcosp + sin® = 2fcoso+f sind. 
.. be fr"!sin(x-ı)P a+b 

er er ger rt 


Exempel. Fuͤr die Reihe 


3 1, 3, 2, — 1, — 3, — 2, 1, etc. 
iſt (Ruͤcklauſende Reihe, 19) a=ı, bz2, fzı, 


9=4r ; alfo wird für diefelbe 


ni 


= +3 


2sin(x — 1)0 —sin(x +1) — sinx$ 

1’ u fr 1J sin ꝰ oo 

æin(x — ı)P—sinR; > aa 

ER NR od + 3 

Kür n—6 erhält man hiemah 

, in 3 in | 

(: y  SInzm,— sınz * R 

_ ge sosgrt+2 
z—=-1—23737=>0 





Und es iſt auch 143 4 1 * — 0. 
Die,Conftante 3 ift auch Gier der. MWerch-de In 
bruchs ur | 


ıi—2z7 2 


i 
19 





für == 1. 
„29. Die Summen ruͤcklaufender Reihen foffen fid 
übrigens, wenn aufer der Veziehungsfeale fo viele ven 
den erſten und letzten Gliedern der Reihe gegeben fd, 
als die Scale der Relation Glieder hat, auf eine ei 
mentarifche, fehon von Moivre gewiefene Art finden 
67* ‚Se fenn naͤmlich A, B, C, EYE zZ -G, H Gfieber 
einer folhen Reihe, deren Beziehungsſcale + «, -}, 
iſt, WALBL+CH.F GH ASS HÜ 
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A A, 
B= B 
C= Ba—Aß 
D= Ca—BßB 
G= Fa—E3 
B= 6a.—F3 


ao, wenn man auf beiden Geiten abdirt, 
SZA+B+ (S-A—H)a— N 
und hieraus 

PO „A+B-(A+H)a+(G+ H)ß 

I—a+ß. 

Auf ahnliche Art laͤßt ſich die Sumine der Reihe fin⸗ 
den, wenn die Scale der Relation aus drey oder mehr 
ðlidern beſteht. 


21., Verlangt man die — der ohne Ende 
fortlaufenden Reihe, fo fälle die Vecrachtung der letz⸗ 
ten Glieder aus, und es iſt daher in dem angenom⸗ 
menen Salle 

_A + B— Aa 


ia BR 
Dieß -dient den Urbruch einer rüchlaufenben Reihe zu 
Anden, wozu aber die Glieder der Bejiehungsfcale, fo 
wie die in den Ausdruck für S eingehenden erjten Glie— 
der der Reihe noch in die erforderlichen Potenzen bei 
a. z ju multipliciren find, 


Für die Reihe | ——— 
t 42 + 142? + 4625 + 14624 + etc; 
EC, hat man A=ı, B=42, a 52, B= 68%, 
et zu, 
u Se — 524 62° 1—5z+62° 
| * ſich aus der Beziehungsſcale einer ruͤck⸗ 
—*8 Reihe der Nenner des erzeugenden Bicch 
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leicht ergiebf, fo läßt fich der Zähler dazu auch durch 
die Merhode der unbeftimmten Eoefficienten finden. 
Der Urbruch felbft giebt alsdann, wenn man darin die 
unbeflimmte 2, in deren auf einander folgende Potea= 
jen die Glieder der ruͤcklaufenden Reihe multiplicire 
werben, —ı feßt, die Summe ber ohne Ende fortge: 
festen Reihe. 


Um nun bie Summe bis zu einem gewiſſen 
beftimmten Gtiede zu erhalten, muß man auf die bo: 


‚tige Art die Summe der unendlichen Reihe, welche das 


jenem Gliede zunächft folgende zum Anfangsgliede har, 
fuchen, wozu ‚außer diefem Gliede von der nächfifolgens 
den noch fo viele als die Beziehungsſcale Glieder weni⸗ 


ger eins enthält, durch Runctionen ihrer Stellen ‚ge: 


geben feyn müfjen. Der Unterſchied beider unendlichen 
Summen giebt die verlangte endliche, 


23. Wenn der Penner der gebrochenen Function, 
aus welcher die ruͤcklaufende Reihe entfteht, Null ift für 
z—ı, fo läßt fih die Summe eines endlihen Stüds 
der Meihe durch das Verfahren in (20) nicht finden, 


‚indem ſolches diefe Summe =- giebt, Bey dem 


Verfahren in (22) wird, wenn z2 — gemadhe wird, 


diefe Summe gleichfalls =; man muß alsdann die 


Differentialrechnung — der in dem Art. Function, 
5%, gerviefenen Art zu Hülfe nehmen, oder fie durch 
ein anderes gleichgültiges Verfahren erfegen, um den 
Werrh der Summe in dem vorliegenden Salle zu ews 
halten. 

Exempel. Von der Reihe 2, am, 29, 65, etc. 


für welche die Beziehungsfcale + s; — 2; iſt, fucht 
man die Summe der acht erften Glieder, Der Ur— 


2 + 52 
bruch der Reihe iſt — — und das allge⸗ 
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meinte Glied der aus diefem Bruche entwickelten: Reihe 
2 + 112 + 292° + etc. .....(9,27— 7)z”, alfo 
die Reihe vom’ gten’Gliede an 229728 + 46012 
— 92092'° 4ete. ⸗ 28(2297 + 460124 92092° 
+ 'etc.). Der erzeugende Bruch der — 


2297 —22002 
‚Nie iſt 


— 32 + 2z° 
Daher iſt | 
2-+ 11242924... + 114527 
_2-7 52 — 22972° + 22902? 
— 1— 324 22° | 


welcher Brud 2 — wird fir z=ı. Differentiirt- man 
Zähler und — jeden fuͤr ſich, ſo iſt der Quotient 


— 2297. 827 4 2290. 928 
der Differentiale ————— 
—372.22 
= 2239 für z=ı wird. Ulnd dieſes iſt auch die 
verlangte Summe, 


24, An dem chen erwähnten Fall, wo der 
Nenner des Urbruchs 1 — 2 oder eine Potenz von 
»—z als Sactor enthält, Fann man auch die Summe 
einer endlichen Anzahl Glieder der rücklaufenden Meihe 
Dadurch finden, daß man den Urbruch in zwey Brüche, 
deren einer die Potenz von 1 — z zum Denner bat, 
zerlegt. Die Neibe, welche aus der Entwickelung die: 
fes Bruchs hervorgeht, ift in Abficht der Coefficienten 
eine arirhmetifche von einer um z niedrigern Ordnung 
als der Erponene der Poren; von 1 — z; ber andere 
Bruch giebt entwicfele eine rücklaufende Reihe, für 
welche die Vorausſetzung in (23) niche mehr Start 
findef, Die vorgegebene Meihe wird alfo in zwey zers 
legt, die einzeln nach Arichmet, Neihen höherer Ord⸗ 
nungen, 12., und nad) dem hier gewiefenen Verfahren 
Bis zu irgend welchen Gliede ſummirt werden können, 


welcher 
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25. Will man die Summirung der arithmeti⸗ 
ſchen Reihen höherer. Ordnungen nicht aus dem anges 

führten Artifel vorausfegen, fo fann man folche durch 
die nur erflärte Summirungsmethode finden. Da 
nämlich das der Stelle x + ı entfprechende‘ Glied 
y-+- Ay einer arithmetifchen Meihe, deren erſtes Glied 
A, Anfangsglieder der ‚Differenzreien aA, - ara, 
Asa, uf. w. en ift 


Arzt —— 


ſo wird, wenn — die Summe von x Öliedern der 
Reihe bezeichnet, 


‚By == Axxo 4 — .Zıt — >> BR 


TA + et 


an an 2)(x- * = ete, 





| | — 
d. i. aus ——— 1. und 58., 
_ I > ul (x-ı)% IE ı 
Sy xA + —AA + ArA 
2° — + ett. 


ohne Conſtans, weil für <= o, auch sſsy S o wen 
den muß. 


26. Es iſt aber zu bemerken, daß 8y ſich auch 
hoch auf. verſchiedene andere Weiſe ausdrucken läßt; 


© ” 
Sy= "A, + 2un, wer, ‘Am, 


ıi.2.3 
„20% Isa, + m... 





1 Is: .. .“... 
wo Ay; A As; A_,, etc, bie der Stellenza hlen 
0, —1, —3, —3 etc; entiprechenden Ölieder. an 
a alfo vie Meike ruͤckwaͤrts fortgefegt werden 
muß, 


/ 
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Iſt z. B. yxt, ſo/iſt Au,o, AA_,Z—1ı, 
AA ,=+14, AA_,——36, AA, +24, 
alle übrigen Differenzen aber So, daher iſt | | 


to, ar | 
I. 2 


pi CHNCH) _ ,aE+n..c+3) 
"Or du 3 3 I» 2..-..... 


4 
x(x+ ').....(x+4) 
t u wre 5. 

Herr Prof. Schweins giebt dieſe Formel nebſt 
mehreren andern in feiner Analyſis, S. 326. unter 
Dir. 565 *), und fcheint fie für neu zu halten. Neu 
ift fie aber nicht, fondern fie ſteht im weſentlichen eben 
fo, wie hier, ausgedruckt fhon in Meißners Stern 
und Kern der Algebra, wovon die zweyte Ausgabe zu 
Hamburg, 1740. erfchienen iſt. Das Verfahren die 
Ölieder der rückwärts fortgefegten Reihe und deren 
Differenzen in Betracht zu ziehen wird dort Halden, 
einem geſchickten Rechner des ſiebzehnten Jahrhunderts, 
zugeſchrieben. 


Die beiden Formeln für Sy find übrigens. bloß 
befondere Fälle folgender allgemeineren 


Sy XA-(r-ı) + — dan) 


1. 
., x(x+3r—ı)(x 3—2) 
* 1. 2. 3 

etc, F 
mo x jede beliebige ganze, poſitive oder negative, Zahl 
ſeyn kann. Für die erfte (gewoͤhnliche) Formel iſt 
z==0, für die zweyte r=ı. . 


AA :-1) 


*) Wird dieſe Formel mit Ne: 561., welche dieſelben Litteralpro⸗ 
ducte enthält, zufammengehalten, fo zeige lich, daß letztere 


| Mr 


unrichtig it, 


\ 


“ 
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Von der Richtigkeit dieſer Formel, deren Herlei⸗ 
tung hier zu weitlaͤufig werden wuͤrde, kann man ſich 
leicht a posteriori verſichern, wenn man A.(ı), 
AA (ar-i)/ APA_Gr-ı), u. f. w. nad Arithmet. Reihen 
höherer Ordn., 9.) durch A, AA, ArA, wem 
ausdrückt, und die gefundenen Werthe in der obigen 
'Kormel: fübftituirt, wodurch fie in die von (25) übt 
"geht. Es ift aber nicht zu überfehen, daß dort das 
Anfangsglied A die Stellenzahl o har, melde hie ı 
iſt, daher r, ar, 3r. m ſ. w. ſtatt z kommen, us 
AM, A-ar-ı), A-(ar-i) zu finden, 


n Pimme man y=x*, r aber erſtlich 2 m 
dann =Z—ı, fo wird 
x(x+ 3) 4 LE. 
I. 2 1. % 5 
EDEN 

z A 2, 3. 4 
xx ++ SICH NH) 


B8x x — 65. 


24. — 
| 27 I. % 3. 4. 5 
und 
— r6.x-+ 175. 23) + 302. x 85) 
1,2 Il. 2. 3 
x(x— 5)(x—6)(x—7) 
aan 1. 2 2.004 


| KHK 8)I 

24. — — — 
| — I 2 2 4. 5. 
Es wird ſich weiterhin Gelegenheit zeigen, bie Zei 
cdefficienten in den vorigen Formeln für Sx* anden 
auszudrucken. 


27. Zür die Reihen, deren aflgemeined Glid 
y=9(x) gegeben ift, läße fich vermittelft des Taplor 
fchen tehrfages Teiche ein allgemeiner Summen: Au% 
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bruc erhalten. i Es bejeichne nämlich 8 die Summe 
‘von x Öliedern der Reihe bis mit zu y, fo daß 
A 92) +9)... + Px—ı) + 9a) 


Di | 











PR y 
——— Oy i dey 
(x ı)= y mm + 1°. TB 
——— 
— 18. ET + etc 
Olx—2)= BEN + 2° — ei 
ae ..77.2,0x* 
3 er: 
— 
9(2) = Pix—(x—n)) 
an en ae — — 
a a Pe a Fre 
dsy 
| ee Te 
9a) =P9x—(x—ı)) i i 
EEE RN} EU SELL. | 
— x 37 le, 1.2.0x* 
=). + etc. 


alfo duch Zufarmmenrechnen 


dey 
say an Hama) + ea dr 


— — +. etc. 
1.2.30x°® | 
wo S(x — 1), S(x—ı)*, S(x—ı)?, etc. aus ben 
in dem Art, Potenz, 39. gegebenen Ausbrücen für 
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'Sx, Sx*, Sx3, u. f. w. gefunden werben, wenn tan 
‚bon derfelben beziehungsmeife x, x®, x3 nf. w. abzieht, 
‘oder auch, was auf’ dafjelbe hinauskommt, übern 
x— 1 ftatt x feßt. 


Man kann aber leicht Sx, Sx*, Se u. ſ. m. 

felbft in ven Summenausdruck bringen, wenn man bus 

| Oy dey 
‚Blied Go)=y— x. + x! 


"1.2.0x® 
noch mit einrechnet, und dann wieder abzieht. Da bir 
fe8 der Stelle o entſprechende Glied nady der in (13) 
angenommenen Bejzeichnung durch ‘a vorzuſtellen iſt, h 


_ ed 





wird 
4 a 
— u A a ‘ 
s ( ı)yy— a Sx + — — .Sx 


2:3 - 


28 .· Mach Eulers Bemerkung, welcher ben er 
ften Ausdruck für s in den Institt. calc. diff. PL 
$. 60. den andern ebendafelbit $. 136, giebt, find dir 
Ausdrüce zur wirklichen Summirung der Reihen wo 
nig brauchbar, weil für große x Die Coefficienten ſeht 
groß werden. Lim den zweyten Gummenausdruf in 
deß durch ein Erempel zu erläutern, ſey y=x“, fo il 


0° 0° 
= na, DI manjenn, DI 


x x x’ 
— u. ſ. w., alfo, weil ’a=o iſt, 
SK(x+ 1) = x 5x — Sn 2; „em Sr 


— 2 
a er 


x073 — + on 


‚DIDe=]) .... 1 
am)... 1 Sx", 


z Äs 2, 44444 n 


Gummirung der Keihen, 629 


Set mnn=ı,powid 
5x Zıx + ı) — 5: - 
alfo Sx = ur) 
— 1. 2. 
Fuͤr na ift 
| Sx* = (x + ı)x? — 2x.5x + Sx® 
welches wieder auf das vorige führt, fo daß die For⸗ 
mel die Gummen der geraden Potenzen unbeftimme 
läßt, die ber ungeraden Potenzen aber auf eine dops 
pelte Art giebt, 


29. Da durch das Taylorfche Theorem die Dife 
feren; Ay durch Ax und die ſuceeſſiv iven Differentiai⸗ 


d2y 9 
* 8 —, u. f. m. ausgedruckt wird, 


und baraus weiter A’y, Asy, Ady u. f. mw. durch‘ 
eben biefe Größen ausgedruckt fich finden laffen *), fo 


9 
laſſen ſich auch umgekehrt die Differentialquotienten = 


quotienten 


® 
— > —— ſ. w. durch Ei A’y, Aby u. f w. und durch 
—— Oxs 
Ax ausdrucken. Durch eine Ausführung, melde für 
diefen Art. zu weitläufig werben würde, hat Lagrange 
zuerſt gefunden, und Laplace erwieſen, daß allgemein 
ei .Axm* | logcı+ ay)] 
' Ox? „4 
iſt, vorausgefegt, daß man in dem Gliede rechter Hand 
bey der Entwickelung die Erponenten des Potenzirens 
von Ay in Erponenten des Differenzirens umwandelf, 


Hiernach ift alſo, Ax, mie eö hier ber Fall if, 
=ı geſetzt 


) Man fehe Eulers lastiit. calc. dif, P. IL c. TIL 9. 56 
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8 | 1 4 | I 
Io A—— Ay — Ayo At etc. 
* —— Ari Tr 
dey — — 
dx⸗ AT z + 12 2 y 
— As — + etc, 
> d 2 2 
öty 
— — — etc. 
O*x — 
uf.w. *. | u. f. w. 


ED CI. ' 
Ox’ Oxe Ox5 
w., fo wie Diejenigen von S(x-r)r S(x-1)*, S(x-ı)® uf 
w. in den erften Ausdruck für s, fo wird durch Zerfällung 
ber Eoefficienten von Ay, Aty, Ay u. ſ. w. in ihre Factoten 


Bringt man diefe Werthe von 


Ze (x - 1)x (x—ı)x(x+ı),; 
a 


&—-r)x(x+1)(x+2) 
On. % — — 


Dieſer Ausdruck iſt zwar nur durch Inducties 
gefunden, man kann ſich aber fehr leicht von der Nice 
tigkeit defjelben a posteriori überzeugen, . wenn man 
darnach die Summe einer geometriſchen Reihe fucht, 
und ſolche mie dem befannten Werthe bderfelben vers 
gleicht. Zu dem Ende ſey y — e*, fo it Ay 
et eX* — (e—ı)e*, und eben fo Ay — (e—ı)'e, 

‘ | eitI_e 





Ayz(e—ı)e u.f.w. Danın s= 


— 


ei 
(et — 
— iſt, ſo muß ſeyn 


) —— dieſe Formeln auch leicht aus den Euleriſche— 
a. Rs ze Ab. 


= 
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e* — 1)6 — 
Ei EN 
e—1I I. 2 





—— F (e — ı)!ex 


. 2% 
_ (x—ı)x..x-+2 


(e — 1 ex + etc, 
I, 2. ... 4 ) * 


oder | 
(e* — 1)e= e(e-n2— ee = Toy 
+ er — ae ec.) 





* — — .(e=1) + Ss Een] 
Emmen, —— )) 


1. 
e&(e—(ıte— — —— = e* (e — yy 


— et: 


30, Erempel. Es ſey y=x®, fo wird 
(x— ger: _ zer = ea 


I. 2 
— —— F 4 — Fr — — 
I, Zur. DB u000% 5 


Die Differenzen Axt, A*x%, Axt u. ſ. w. laſ⸗ 
fen fih als Summe von Combiuationen, in welder 
die verbundenen Elemente Factoren find, darftellen, 
und zwar bier, wo AxZ ı ift, aus den Elementen 
x, x+1,x+2 uf.w. Da eine umftändlichere, ties 
fer geſchoͤpfte Ausfuͤhrung hier nicht an ihrem Orte 
ſeyn wuͤrde, ſo muß eine a Darſtellung 
ihre Stelle vertreten. 


Sxt = x,xti— 
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Es ift mit Zuziefung von (Buchftabenrehnung, 


ı8 x.) 
Axt (x+ ı)Y-xt= (ar ıB +-(x+1)%x 
| +(&+n)x"+r) 
| = 1.8 +-x(x+ — 14641) 
und hieraus 


Arizı, (+ DEREREENTEEENSRENGERN 


— IK 


—zı((x+2—x)(x FI) + FD — ar 
Ab ren 
er 


xF2’—-x=(x+ 3—x)(x-+2)+x) 
Ar (X +2 xl +2) ++ 2)S+EN) 
Dadurch wird, wenn man alled gehörig ordnet, 


Axt ı,2 | x +xz+ı) +xxX+2)+ (xt 
+a+Na+D Hr ata 


und hieraus 


xt ı. — — 


76α 
ix+ Deo +nD-(x+2) 


-x(x+2)-7 
— 1,2 Ie+ z—x)(x+ 14 (x-+ ge x)(xt?) 
| +4 Dr 


— 


——α—) 
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Sieraus endlich | | 
—R 2.3(04 1x). + (<+2—(z+1)) 


+a+3=acH+2) + “retn) 


1. 2. 3.4 
wie bekannt. 


Bebient man fich alſo der ———— Zei⸗ 
chen (Combinatoriſche Analyſis, 25.) und erinnert ſich, 
daß xXNixxxx, fo iſt 


8.x· Cx DS )ECH. (x-ıXx-+ı). 'B' 
(2) 


(3341) 3 (x,x+1,242) 


— nat ı).(x+2). ‚A 


(7, %+1, 242, 240) 
+ s (x-ı)x(x+ı)(x+2)x+3). 


So hat Herr Prof. Schweins in feiner Analyſis die 
von ihm für S.x% gegebenen Ausdrücke eingerichtet, 
Den eben gefundenen har er nicht, 

31. Behandelt man den zweyten Ausdruck für s 
in (27) eben fo, wie jegt mit dem erſten gefchehen ift, 
oder fürzer, fest man in bem transformirten Ausdrucke 
in (28) x+ ı flatt x, wobey aber y als terminus 
a quo ſammt den davon abhängenden Ay, A’y u. fe 
w. ungeändert bleibt, fo wird nach Abrechnung des der 
Stelle o entfprechenden und mit eingerechneten Ölies 
Des a 


= a4 * —— + rt 


— iq 
_ tn... 
L 2% „...... 4 


— fr eto. 
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Diefe Formel läßt ſich mit der erften im (26) für 
Sy vergleichen. | — 

32. Exempel. Iſt y=xt, fo iſt ao, und 
es wird | — — 


Si —(x+ı)xs 
ar r x(x+1)/x+2)- — 


I. 2 Il. 2 3 
xa+n..... +3) 
I. 2 aan 4 
i x(x+ı)..... EN 


.„ Aixt 


+ 


I 2 source. 00 5 


(4x1 (X, 341,242) 


= (x+ D. D- x). C+ ! (st ıy(x-taiB 
9) ) 3 
— cat nyactha)ict3). A 
4 (x,x+41,%X42,2p)ı 
+ xa+n. ern 4% 


Da 5.x4 auch — S.(x HF)? — (xt 1)*, fo wird nad 
eben diefer Kormel, weil (+ Dx+ 1) — +’ 
x(x + 1)? , 


Su=ı, D — 1).“c ++) 'B 


(+1) 2 (x+1,x+2) (x+42,x42,24) 
I 

I hr)ate)at3). 4A 
4 (x41,242,...244) 


22 ste) (x+2)(x+3) (+4). 


Diefen Ausdruck hat Herr Prof. Schmweins unter 
Nr. 563. | | 
33. Dermittelft der vorhin gelepreen Zuruͤckfuͤh⸗ 
rung von Axt, Art u. f. w. auf Summen bon 
Producten nach den. Combinationsclajjen mit Wieder: 
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holungen laſſen fih nun auch die Ausprücde für Sxs | 
in (26) anders darftellen. Der erfle und legte geben 


St ——I-ı(ıt1). °C e> xx 1)(x+2), B 
2. (1) 3 | (1,2) 


— ct ı)'xFe)(x+3). /A 


1,2,5) 


4 HEHE) 


=x.'D+ —x(x-3) 'C + —x(x-4)(x-5). B 
a) 2 34) 3 (4, 5,6) 


J 
+ —x(x-5)(x-6)(x-7). A 
4 | (3,6, 7,8) 


— (5-0) (8-7)8-8) (89). 


34. Da die Bernoullifchen Zchlen nichts anderg 
als die Eoefficienten von x in den Gummen der gera: 
den Potenzen der natürlichen Zahlen von ı bis x oder 
in Sx⸗, Sy, SC u f. w. ohne Ruͤckſicht auf die 
DBorzeichen find, fo fieht man, wie mittels jener Sums 
men, wenn fie nach der bier gewiefenen Art gefuche 
und dargeftellt worden, fi die Bernoulliſchen Zahlen. 
durch Producte der natürlihen Zahlen, 1, 2,3..% 
nad ven Combinationsclaffen mit Wiederholungen aus, 
drucken laſſen. So erhält man z. B. für die zweyte 
Dernouflifche Zahl BC) aus dem Ausdrude für Sx+ 
in (30) und dem legten Ausdrucke in (32) wern man, 
nachdem jeder mit x dividirt worden, x—o feßt 


Bm cn + Zr 
2 (ı) 3 (1,2) 4 (1,25) 5 

Emm D-. C ee 

(41) °% (1,2) 3 (1,2,5) 4 (1,2,3,4) 


1 .2. 3.4 
— 
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Aus den beiben Musbrücken für S.x* in (33) aber wir 


2) — V — 3 — 1.2.3 BEN I et 
26)] 3 (1,2) 4 3 5 


= m c+ 3m — 5.67 4 
(2) 3 G, 9) 3 (4,5, 6) 4 6, 6,7,8) 

— 
[2 | 5 


Es dürfte nicht fchmwer feyn, diefe Formeln, wo 
von die erite die einfachfle, die dritte die zierlichſte 
ift, allgemein zju machen, wenn es von Nutzen fern 
könnte. 


35. Da die Eoefficienten in der erften aflgemeis 
nen Gummationsformel in (27) veränderliche Größen 
find, die zweyte aber in (29) außer diefer Unbequem— 
lichfeit audy noch vie hat, Daß darin die fucceffiven 
endlichen Differenzen des allgemeinen Gliedes y vor 
fommen, wodurch ihr Gebrauch fait nur auf folde 
Reihen beſchraͤnkt wird, deren allgemeines Glied eine 
ganze rationale Function von x iſt, ſo iſt es noͤthig 
eine andere Formel zu ſuchen, welche von dieſen Lin 
bequemlichfeiten frey iſt. Eine ſolche erhaͤlt man auf 
folgendem Wege. 


Man. fege in der erften Formel in (27) ſtatt 
S(x—ı), S(x—ı)!, Sk—ı)3 u. ſ. w. ihre durd 
die Vernoulliihen Zahlen BY, BI, BH) uf m 
ausgedruckten Werthe aus (Potenz, 44.) 3. B. 


Kr + 6.5.4 2Beo 
2 


., 6.5.4,3.2 
3.2 10 
* 2.3.4.5.6 
und ordne das Aggregat fo, daß alles was in biefelbe 
Dernoullifhe Zahl multiplicirt iſt — zuſammengenommen 
wird. Gebt man nun die Rechnung weit genug fort, 
fo finder fich 


! 
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*8 dey x Oy 

2 dx 3 a Tr 7 "1.2.30x3 

DE 0° >; 2? ö’y x 6Oy- 
+ = 








2 * 79% 2. 

xt 845 
. +0.) 
J 4 1. 2. 3. 80x⸗* * .) 
Bar a — 
ur, (2 2 x 3 "1.2.0x4 





1.2.3.4 


— ⏑ vun ame — 


Bo X 0 x Hy 
(=. x 2 0x 3 1.2 0x6 





4 — 
4 6( ya Dry 5 Bey 


I.2.. 6 Es 0x a ‘ax7 3 j 1.2 0x3 . 


| ——— 7 + ec.) 








4 1. 2. 1.2.3.0x9 
— etc 
| ı BO) Da " 
Die hier in a 2 B / u. ſ. w. multi⸗ 
ET 
plicirten Reihen — offenbar aus der erſten 
x! dy 
zy-—. en + etc, wenn man barin y nah und 
| öy 9° d⸗ 
uad mie 7, 27 2. er u. fe w. vertauſcht. Laͤßt ſich 
Ox 


alſo für vie erſte Reihe ein geſchloſſener Ausdruck ges 
ben, fo bat man auch einen foldhen für die übrigen, 
Die erfte Reihe ift aber feine andere als die Bernoul⸗ 
liſche Integrationsreihe (Incegralformel, 145.), wel 
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che fich aus dem kaybeſchen Lehrſatze auf flat I 
ergiebt. 4 


Es fey z eine Gun von x Ox, ſo iſt 
822 


—— dx er * 5 * 
os⸗ 


1.2.3.0x3 
wird ox+ w)— O(0) = Const, , und. 
| — 0z * oz x 0% 
Const. = 2,2 — — 
| otz 
— 7 TA 
alſo mit Beyſeiteſehung der Eonftans 
— 82 x⸗89522 x3 oz 
rer * 3 12.083 
x4 "Az 


— , — oje Ol, 
4 ——— 


Setzt man nun hier zuerſt z — — wo dann 
8 oz © 

Seen ſ. w. mwird, fo verwandelt 
ſich die Reihe rechter Hand des Gleichheitszeichens in 
die erſte der obigen Reihen in dem Ausdrucke für 5 





r 


.@ 4 * Nun ſey VETZ fo 


* 


Setzt man 2z Sy, fo entſteht die zweyte, in — multi 


* dy08y 
licirte ihe. — — — . 10, ge⸗ 
pliciree, Neihe. Wird z ——— u. fe w.9 
nommen, fo entitehen die dritte, vierte, fünfte u. h 
BG) (2) BO) 
w., in —, —— * u. ſ. w. multiplicirten, Rei⸗ 
243 Dash Id 


ben. Daher ift nach Wiederherftellung der Eonftanten 
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| Bo dy DB) Ay 
— |— — — ——4 —— 
= px +4 —— ex 1.2.3.4 0x3 


Bls) 2 

1.2.6 0x3 

mo bie Const. aus den Eonftanfen aller Partialreihen 

zufammengefegt it, und dadurch beſtimmt wird, dag 

für xXXO, auch s==o werden, oder überhaupt für 

einen gewiſſen Werth von x der durch die Kormel für 

die Summe von fo viel Sliedern der Reihe, als ‚jener 

Werth von x. angiebt, gefundene Werth mit dem, auf 

gewöhnlichen Wege erhaltenen Werthe dieſer Summe 
uͤbereinkommen muß. 

Die ſo eben gewonnene Summationsformel un⸗ 
terſcheidet ſich von der, aus welcher fie abgeleitet wor⸗ 
‘pen, dadurch, daß die Coefſicienten der Differential⸗ 
quotienten in ihr beſtimmte Zahlgroͤßen ſind, daß dieſe 
Differentialquotienten nur eine ungerade Hrdnungszaßf 
Haben, :und daß ein Glied der Formel eine Integra⸗ 
tionsgröße if. Euler hat in den Imstitt. Calc. Diff, 
P. J. c. 5. diefe Kormel auf einem andern, etwas ums 
-ftändlicheren Wege, entwickelt, allein feine Abſicht da: 
bey war mit auf die Darftellung der Melarionen der 
Bernoulliſchen Zahlen Yerichter. Hier Fam es auf eine 
kurze Herleitung an, wobey der Zufammenhang der 
Formel mit der in (27) klar dargelegt werden konnte. 

35. Fuͤhrt man in die gefundene Summations⸗ 
‚formel wieder Ay, A'y, Asy u. ſ. w. ein, indem man 

oy 9% a 03 ö’y ha 
flat — Dr a f. w. ihre duch Ay, Ay, A’y 
u..f. w. ie Werthe aus (29) und ſtatt 
BI, BI, BA u. f. w. die numerifchen Werthe 
Derfelben fest, fo erhält man eine neue Gummationss 
formel, nad ‚welcher 


3 
3 [yo + —y+ -Iay— Int 4 ya 
fs ++ a 


+ etc, 
+ Const. 


— etc, F Const. 
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Um durchaus abmwechfelnde Vorzeichen in den Reihen⸗ 
ausdruc zu bringen, und das Geſetz der Coefficie iten 
befjer zu erfennen, bemerfe man, dag s—=Zy-+y 
4 Const. iſt. Gest man dieſen Werch in die Fon 
‘mel, fo wird 

2 
yet — 
* — etc, + Const 
Nun fen | 
Zy=fyox+ a'y + a'Ay- allAty- eto + 0, 

Die Eoefficienten a’, a’, a, u, ſ. w. Fönnen 

nach folgender Merhode beftimme werden, die derjenigen 
nachgebildee ift, welche Quler in den Nov. Act, Pe 
trop, T. XI, zur Beſtimmung der Coefficienten. ge 


b Ad 
lehrt bat, wenn — (1+ acosP)} ‚ und aͤhn⸗ 
liche Ausdruͤcke in Reihen von der Form A-+Bcosf 
Ccos20 + Dcos30 + etc. zu entwickeln find. 


Man fege, weil a’, a’, a''' u. f. w. beftimmt: 
Zahlen find, alfo gar nicht davon abhängen, weldt 
Runetion y von x ift,- ftart y ſolche rationale ganit 
Sunctionen, bey denen ſich nicht allein Zy, fondern aus 
Ay, Ary, Ay, u. ſ. w. leicht beſtimmen laffen. Hierdurch 
erhält man, weil einmal eine der fucceffiven Differenzen 
Ay, A'y, Ady, beitändig, alle folgenden aber © 
werden, in jedem befonderen Falle aus der obigen Ir 
nahme Zy = /yox Fa y+a"Ay-t etc. + Const 
eine Gleihung mit einer endlichen Anzahl Glieder, ir 
dem die Meihe rechter Hand irgendwo abbricht. Si 
y fo gemähle, daB es mit den fänımtlichen Dife 
tenzen Ay, A’y, A’y, u. fs mw. bis auf die Jegre be 
ftändige für x—o verſchwindet, fo fällt; wenn man die 
Integrale Zy, fsAx mit x—o anfangen läßt, das in die 
beitändige Differenz multiplicirte Glied, indem ed mit 
der Const. zuſammen o. wird, aus. Verſchwindet 

num 
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nun überbieß y und das einfeitig. beffimmte Ey, fo wie 
Die veränderlichen Differenzen bis auf eine für einen. 
gerifjen andern Werth von x, wie ı, fo Fann man 
durch Annahme diefes Werths von x alle Glieder jener 
Gleihung bis auf ydx, weldes nun ein beftimmtes 
integral wird, und dasjenige Glied, welches die nicht 
für x = ı berfhmwindende Differenz zum Factor har, 
wegfchaffen, und fo einen der Eoefficienten a’, a’, at, 
u. ſ. w. duch ein beflimmtes Integral ausdrucken, 
wie fich fogleich zeigen wird. | 


Man mache zuerſt y=x, fo ift ER EL): 





! 


} 
welches für zo fhon verfhmwinder, und ydx = 
Sx°x; ferner Ay=ı (weil Ax=ı if), Ayo 
u. fe we Daher | 
—1I)X 
— ——— 4 a'x + a + Const, 
Das Integral ſxdx werde fo genommen, daß es 
für x 0 verfchwinde, fo wird, wenn zo gemade 
wird, Const. = —a’, alfo 


—= — fox + «as, 


Wird bier nun x ı gefeßt, fo folge 
a = — xox | 
das Integral von x=o bis x—ı ‚genommen. 





(x—ı)x 





Zwentens ſey y= — fo iſt (Differenzen⸗ 


rechnung, 58.) Zy= — 3 ‚ Ay (ebendaf. 
9.) =xı, Ayz=ı, Ay=o, uf. w. Daher 
x(x—1)a—2) _ 26-1), | 2@—ı) 
ee TE u a u 
I» 2 3 — — 2 er 
+ a’! 4 Const, 
Si 


b 
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| ; =» i ? 
Nimmt man das Integral F ox fo, daß es für 





s 
xo verſchmindet, fo wird für — Const, =—al! 
und wenn man nun x—i fett, 


a’ ERBE. en. ° 


I. 2 





das integral innerhalb der Graͤnzen x — 0O u 
x 1 genommen, 








Drittens fey — — 3B ſo iſt — 

GRID ge — —R8 
1. > 34 oh 2 
Ayzmı, Ayu.f.w. —Zo. Mithin 
Te = era 2) 
I. 2 3. 3 
+ m ——— ——— I) + alız 
le 2% | 
ri a” + Conil, 


Hieraus folgt nach berfelben Art zu fchließen mir 
borbin 
at — — 1) (x ui 
| 20.3 
das Integral von xXXo big x erſtreckt. 








Das Geſetz der Fortſchreitung zeige ſich nun Flat, 
und es ijt allgemein 
ee r+ 1), Sr 
I o U. ..r.0 r 
Das integral von x—=o bis x—ı genommen. 


Hieraus entwickelt man leicht folgende Ausdruͤcke für 
die Coefficienten a’, a, al! un 


at) — 
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1 4— 
az » 
2 
) 
2\3 20) 
ı fi I I 
all -——— A + —B ) 
2.3\4 3 r, 
1,2) 
al — 2 244-020) 
2,3:4\5 4 3 2 
(1,2,5) 
a I V x. 5 I ) 
— —— —-—-A+-B--C-+-D 
2.3. 4 5 65 
C1,2,5,4) 
etc, 


wo bie Zeihen A, B, C .... Summen von Pros 
Ducten der natürlichen Zahlen, welche der jedesmalige 
Zeiger angiebt, nah den Combinationsclaffen ohne 
Wiederholungen anzeigen. = 


Das Bildungs » Gefeg diefer Coefficienten läßt 
fih auch noch auf eine andere Weife darjtellen, naͤm⸗ 
lich folgendergeftale, : 


Man formire eine nach den Potenzen einer unbes 
ftimmten u forrfchreitende Neihe 
B + Bu + ‚Bu? + Bud + Brut + etc. wo 
x(x—1) 


B=Jfex, B'=f[x0x =l——— dx, Bu — 


geen) 
1. 2% | 
men, daß fie für x — o verſchwinden, und B’, B', 
3 u. ſ. w. für den Werth x 1 ſich in —a', a”, 
—.a' u. ſ. w. verwandeln. Dan fege nun die Summe 
der obigen Reihe P, wo P eine gewifle Bunction von x 
und u ift, fo wird, wenn man beiberfeics die Differens 
finale nah x nimmt, | 


öx u. fe w., bie Integrale fo genom⸗ 
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(El 1 (++ 222, 


xx— — —) r 
ern = + ee.) 
— Ox(ır + u)* 
folglich durch Integration (in Beziehung auf x) 
= * u)* | 
3) + Const.. 
Da P für — ae muß, fo wird Const 


‚ alfo 


_ (ttu)* rur—r 


Isar g(ıtu). 
Setzt man x, fo —— ſich P in 
1 — aftu — au? — au — etc. Daher if 


u — — u)' 





1 — au — au? — alu — .etc, — 
log(ı +) 
I 
— g(ıt u 
fo daß fih a’, a’, a! u. ſ. w. auch durd) at Ent 
wickelung des Duotienten — ober der Poten; 
lIog(t + u)]? beſtimmen lafen. Man erhält dw 
durdy für a’, a’, a’ u, fe w. folgende recurrirendt 
Sormeln ne 





I, 
oder -— al — au alu? — etc, 
u 


2 
af — — = 
2 3 
I 1 1 
a — ll — u ar — — 
2 3 4 
I I I 
2 4 5 
r 


2 3 4 
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Beylaͤufig Fann man bemerken, daß hieraus, ur 


gefest, folge | 
x(X--1) I)(x—2) 


Sox + Sax + a 4 


2—1 


x 





‚ o0or2 
wo die Integrale fo genommen werben, daß fie ſaͤmmt— 
lich für x=o verſchwinden. Setzt man noch x=1ı, 
fo wird | | 


alfo die Summe der unendlichen Reihe 
1 


4 u “u * — 
a’ rat a av etc in inf. =ı er 
Setzt man aber u=— ı, fo wird P=o, alfo 
6 — 6 + ß" — pe + ß’r — etc. =o 
und nun x=ı gemacht, 
ıira—a' all av Leto — 0— 
alfo = 


a + at a! Lara’ tete — 1. 
Da die Coefficienten a’, a’, at u, ſ. w. abwechfelnd 
negativ und pofitiv find, fo befommen in der Reihe 
— a’ + a" — a! + etc, wenn flatt a’, a”, a’! 
u. fe w. ihre numerifchen Werthe gefegt werden, ſaͤmmt⸗ 
liche Glieder das Vorzeihen +. Hieraus folgt, daß 
die Ölieder dieſer Rihe —a', + a", — all, ohne 
Ende abnehmen, und zulege unendlich Flein werden 
muͤſſen, weil fonft die Summe der Reihe nicht endlich 
und —ı feyn fönnte, Diefes Ergebniß ift nicht uns 
wichtig. | 

36°, Die eben entwickelte Summenformel ergiebt 

ſich auch aus dem oben in (28) angeführten Gate von 

Lagrange, wenn man darin n——ı, und /[yOx, Zy 
— 9 

und y beziehungsweife ſtatt — ATty uad A°y fegt, 
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übrigens bey der Entwickelung von Llog(r + Ay)" 
nach der dortigen Megel verfaͤhrt. Es wird naͤmlich 
auf diefe Weife, Ax— w gefest, 


— 
& — = [log(ı + ap 


= Zy— ay— alAya/Aty— etc. 
woraus unfere Formel dadurch ,.. daß man w= ſetzt, 
und eine willkuͤhrliche Conſtans beyfuͤgt, hervorgeht. 


57. Auch die Summenformel in (35) ift in 
jenem Lagrangiſchen Sage enthalten, defjen allgemein: 


ſter Ausdruck eigentlich iſt | 


öy ne 
(Ay)” ee "dx — ) 


wo e die Grundzahl des natuͤrlichen Logarithmenſyſtems 
anzeige, und vorausgefegt wird, daß man die Expo⸗ 
nenten des Potenzirens von Ay und dy mit den Zeis 
chen A und 9 ſelbſt verbindet, und die Differenzen und 
Differentinle mit negativen Erponenten in Jntegrale 
ummandele, alfo Z”y flatt A-=y und "ydx" flat 


my 
* ſchreibt. 





Um vermittelſt dieſer Formel Zy, welches ihr zus 
oy -ı 
folge = ( Pre: ) mit den angegebenen Fin 


ſchraͤnkungen ift, zu entwickeln, bedarf es der Entwil⸗ 
Felung von (e*— ı)=* in eine nad) den Potenzen von 
u fortſchreitende Reihe. Diefe ergiebt ſich fo. 


Es iſt 


1 ET e 


e"—ı — alu 


“mithin, wenn man u pyV—ı macht 





ıu 


— 6 
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1 — AV- — 
ei e3PV-ı 39V -ı 


d. i. nach Th. J. ©. 877- 
_ c0os3P—y —ı.sinzP 


2y—ı.sini® 
I 
— = zu hen 


alfo ‚aus Cyklometrie, 16., wenn man bie dortige Be⸗ 
zeichnung der Bernoulliſchen Zahlen mit ber. hier ges 
brauchten vertaufcht, 
30, Br Bo 
—— - etc. 
or ze 1.2 123. — 2.6 ) | 


2 


und wenn man u wieder herftellt, d. i. — — — 1 
we 

















— (1) (2) 
— Vi + — uy-I * B u, v-ı 
— u 1.2.3.4 
5 
a us.VY-ı —etc )— = 
1,2400 
(1) (2) (3) 
— u ——— B us B us 
1.2 1.2.34 1.2.0 
Ä — etc, 


| a, # 
Entwickelt man Gier ( — ) mit 


den borgefihrichegen BEN fo wird 
Ya Ye dw* O'y 
Ey = - yx— — LI ri A 
/ „ Jyx — OX 2. 
5) ws — 
_—— — — elc, 


1.2. 4604 
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In biefer. allgemeinern Form ift die Kormel in 
dem Art., Duadratur, 134. angeführt, Auf der jmey: 


OX .. 
ten Formel für 23 in (36) berußt die in eben dem 


Art. 150., mitgetheilte Formel von Laplace zu ben 
mechaniſchen Quadraturen. Bey der Anwendung auf 
die Summirung der Reihen iſt Sy — 8y y ode 
—sy, und w=ı, mit Beyfuͤgung einer willkuͤht— 
lichen Conſtans zu dem einen oder andern Theile der 
Formeln, welche auch ſonſt, wenn fie nicht ausdrüd: 
lid) Hinzugefege wird, als in Zy oder [yOx mit begrif⸗ 
fen gedacht werden muß, 


38. Was nun den Gebrauch ber beiden zulett, 
nämlih in (34) und (35), gefundenen Summa— 
tionsformeln betrifft, fo bricht ſowohl die eine als 
die andere ab, wenn y oder daß allgemeine Glied der 
zu fummirenden Reihe eine rationale ganze Functien 
ber Stellenzahl x if, Denn alsdann verfchmwinden 
nicht bloß die Differentialquotienten, fondern auch bie 
Differenzen derjenigen Ordnungen, welche höher find 
als der Erponene der hoͤchſten Potenz von x in y. Iſt 
diefes nicht der Kal, fo erhält man durch die eine 
Formel ſowohl als durch die andere für die Gummt 
einer Reihe felbft wieder eine Reihe, und zwar mit un 
endlich vielen Gliedern, wo es alsdann darauf anfommt, 
ob ſolche fich dem Totalwerthe fchneller nähert, als die 
vorgegebene zu fummirende Reihe. Gollte diefes aber 
auch nicht feyn, fo mag fie doch in analytifcher Nüd 
fiht, durch die veränderte Sorm der Summe, brauch— 
bar feyn, Die erfte Sormel hat vor der zweyten ben 


Vorzug, daß darin bie Differentinlquotienten J 


33y 0° | | 
=. == u. fr w. vorkommen, welche faft one Aus 


nahme nicht allein ungleich leichter zu finden ſind, ſon⸗ 
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Dern aud einfacher ausgedrucft werden, als bie fuccefs 
fivden Differenzen Ay, A’y, Ady u. ſ. w. Dagegen 
nehmen in der zweyten Kormel die numerifchen Eoeffis 
eienten ohne Ende ab, da in der erften die Bernoulli— 
fchen Zahlen eine höchftdivergente Reihe bilden, wodurch 
Der nah der Tormel gefundene Summenausdruck in 
beftimmten Sällen, wenigftens cin den weiter vom An: 
fange entferntern Gliedern, gleichfalls Divergent werden 
wird, — Es ift- jest noch der Gebrauch der gefunder 
nen Formeln durch einige Beyfpiele zu erläutern, 


39. Es fey die Summe der harmonifchen Reihe 
; 1 1 1 1 1 — 
—— eure. + a 


| | 
zu finden. Hier ift y--ı alſo x = logx, 
oy _ 9% _,. Py 


— 1.2.3.45x° uf. w. Daher nach der erften 
Sormel in (34) | 


| BO) Ba B6) 
s=C+lgxr + DS nn — 


2x am 4x? 6x6 
HB 
+ Br BD 4 etc, 


— 
8x3 1ox'® 


Da die Conſtante GC aus dem Kalle x—o nicht 
beſtimmt werben Fann, fo feße man xXI. Kür dies 
fen Werth von x ift s—ı, alfo | 

ı BU. BU) BO a 





ı. BO) Ba) Bc(6) MBH 
2 2 4 6 


Da die Bernoullifchen Zahlen eine divergirende 
Reihe bilden, fo ift diefe Reihe zur Beſtimmung ber 


ß 
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Conſtante nicht tauglich. Weil indeß die Vorjeichen 
in ihr abwechſeln, ſo wird der Totalwerth, wenn man 
zur Berechnung defjelben fters ein Glied mehr zujicht, 
immer zwiſchen zwey Graͤnzen eingeſchraͤnkt, die, fo lange 
die Reihe convergirt, immer näher zufammen ruͤcken. 
Hält man ſich an die vier erften Glieder, weil da 
. füyfte fehon eine Entfernung von dem Totalwerthe be 
wirfen würde, fo findet ſich | 
C>035 

< 0, 58333 

— 0, 57500 

< 0, 57397. 

Daß die Conftans wirklich zwiſchen diefe Grän: 
zen fälle, zeige ſich, wenn man fie auf einem ande 
Wege ſucht. Wendet man namlich zur Summirung dt 
vorgegebenen che die zweyte Formel in (55) an, | 

I. 
Ae — —, 
iſt — — — * x — 


1. 2. 
—— 3) 
= c + logx 7 — — — 


Ay — ‚, U. f. w. ar all 


2x 12 —S 
1 1.. 2— 19 L. 2. — 
a 720 ——— 
— eic. 
y)Der allgemeine Ausdruck für — ergiebt ſich leicht neh 
— n-n)m2), 
der Formel Ay =(y-7. re y' — — 


+ etc) . (—ı)" 
vermittelft des Satzes, daß 


an tm) 2 mann) 2). 
m a mtr 1.2 m+tar 1.2. 9 — 
u 2 ER - SE RER ©. 2a 


55 nem) — (mar) 


welcher aus der oben — angeführten und gebrauchten Rda 
tion der Binomial-Coefficienten abgeleitet werden kann. 
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Die Eonftante bier, C’, iſt mie der vorigen einere 
ley, wie ſogleich erhellt, wenn man x unendlich groß 
ſetzt. Es wird nämlich aus der erften Formel für s, 
wenn n eine nn große Zahl ift, 


ce=ı + — + + tu + l Ion 


4 


Aus der — — Fir s aber bey derfelben Ans 
nahme des Werthes von x 


C=Sı+—4+—+—+ joe 
— 4 er. n Oo [7 
Daher €’ = C 


Um nun C’ oder C vermiftelft der aimenten For⸗ 
mel bequem zu berechnen, ſuche man die Summe der 
zehn erſten Glieder der Reihe durch wirkliche Addition. 
Heißt ſolche der Kuͤrze — h, fo iſt x= 10 gemacht, 

1 I I 1. 2 


h=C' + logıo +7: 


12 Io.II 24 I0.1I2 
19 1.23. 3 1. 2.3.4 


— a a ae u ne 


720'10,11.12.13 160 10. 11.... 4 
alſo | 


Ozh-lgo——+—. 


ı2 IO.II 24 10.11.12 


19 1.2.3 
EB Re HEERES etc, 
710 10.11,12,13 


Die Reihe convergirt durchaus (35), obwohl im 
mer langfamer. Gie giebt, weyn die zwölf erften 
Glieder in Rechnung gebracht werden, und dieſe felbft 
mit acht Decimalftellen geführt wird, 

C'= 0,57721366. 

Dieſer Werth von C’ oder C, welcher hoͤchſten⸗ 
in der letzten Decimalſtelle fehlerhaft ſeyn kann, faͤllt 
zwiſchen die oben angegebenen Graͤnzen, und zeigt da— 
durch, daß die Reihe für C in ihrem convergenten 
Stuͤcke doch eine Annäherung an C gewährr, 








1 I I 








\ 
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Um jest C in mehreren Decimalftellen genau zu 
erhalten, fege man in der erften Reihe für s gleichfalls 
x 10, fo wird | 

0) (2) PO) 


— — 
2,10° 4,10% 6. 106 








1 
C=b—logıo — — + 


und hieraus, indem h un 
2520 Ä 
C = 0,5772156649015328606065 

wo zu der Berechnung nur das convergirende Stud 
Der Reihe zugezogen wird. Die Neihe nämlich gehört 
fo wie die erſte fürs felGft, wie groß man auch x 
nehmen mag, zu der Gattung der halbeonvergirenden 
(Reihe, 32%). Der divergente Theil derfelben ift die 
Entwickelung einer Sunction, welche ſich häufig auf ein 
beſtimmtes Integral bringen, und fo mit dem legten 
in Rechnung gezogenen Gliede vergleichen läßt. Dia 
mentlich ift diefes bey unferer Meihe der Fall. Man 
fehe darüber Erchingers ſchoͤne Ausführung in 
Schraders Commentatio de summatione seriei 


a | a 
ech A ze etc, 1, 16, Hier 
B6+a Tora e. 16. 
mag die Übereinſtimmung des gefundenen Werths von 
C in den acht erſten Decimalſtellen mit dem, auf 
einem andern Wege erhaltenen, welche Liebereinftims 
mung nicht zufällig ſeyn kann, hinreichen, die Sicher: 
beit der Anwendung der Meihe für C: zu bewähren. 


40. Setzt man x=ı in der gweyten Reihe für 

8, fo wird, weil aladann s=1ı ift, 
8 Bi, EEE: I 3 ı 
re ee er ae a 


Diefes iſt auch der Werth der bey dem Integral⸗ 


a 
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| F 
logarithmen oder der Function — vorkommenden 


Conſtante. Da Ban 
— x 


log(ı —x) | 
I x° 1 x5 


= Const, + log Tl, — 
122 024 3 


log. int. (1—x) = 


fo wird, wenn log. in.o=o feyn foll, fir x=ı75 


ı 2 1: ı I 
0 =Com,-——— u, 2 


I2 2 24 3 mo 


Mafcheroni und Soldner haben biefes Ergebniß, 
jeder auf einem ‚andern Wege, herausgebracht, 


41. Man Fann ber erften Summenformel in 
(34) eine etwas veränderte Einrichtung geben, fo daß 
die darnady gefundenen Summen der Reihen, mwofern 
fein gefchloffener Ausdruck dafür gefunden werden kann, 
durch etwas convergentere Reihen dargeftelle werden. 
Diefes geſchieht auf folgende Art. 


Da y=Ox, ſo ſey T=Ox+2), fo daß y aus 
T wird, wenn flatt x gefegt wird x — F. 


Weil nun T felbft wieder eine Function von x 
ift, fo giebe der Taylorſche Lehrſatz 


4 


DE, E SE ı ©&T 


20x | ar 120 28. 1,2.30x° 
[ &T 
— ELC, 


24° 1.2,3.40x*? ö 


37 ı /&T 1 — 


1 
| 2 0x 24 0x" 2.4.6 0x® 





wo S das Gummenzeichen if. Man fuhe nun nad 


ı 9% 


der Formel in (34) 
I 
= Const. © — — 
Sy = Const. + yo + —yt 7, 5 
ı ya O’y 


— , = r er — eic, 
720 x? 30240 0X 





07 _A®T 

die Werte von ST, S—, $-——, U. f. w., indem mas 
ox 0x° ! 
| OT &T 

fie y nad und nad) T, — u. f, w. fest, und 
fubftiruire folche in’ dem obigen Ausdrucke für Sy, fo 

wird nach gehöriger Meduetion erhalten ” - 
| ı oT 7 ©T 
— t. 2 ee — — — 
Sy = Const. + [Tex 7. I 5 — 
| u sı 8T 

967680 9x5 

Um sur Einſicht des Geſetzes, nach welchem die 
Eoefficienten diefer Reihe gebilder werden, zu gelangen, 


fn 
| ST 37. 
Sy | — . — 
y=Cond.+/Tox+ a = + 6. = 
— ö; nn + etc. 
tu 9 dar 





7 etc. 
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Da die Eoefficienten a, ß, Ya... zu den Differ 
oT &T 8T,_ 

rentialauocianten —— beſtimmte Zahlen ſind, 
deren Werth ſich nicht aͤndert, die Function T oder y 
mag fenn, welche fie will, fo Fann man zur Beſtim—⸗ 
mung derfelben jede beliebige Function von x für y 
wählen, Ä | 

Dan nehme eine, folche, bey welcher fich nicht ale 


Gin auch /[TOx, — u. ſ. w. leicht beſtimmen 
laſſen. Dieß trifft ein für y=Ze"*, wo e die Grund: 
zahl des natürlichen Logarithmenſyſtems ift. Es wird 
naͤmlich bey diefee Annahme Ä 


sy — em 4 em 4esm + .... 4emx 
= e”(e"*— ı) 


e'” — 1 
| 1 I 
Ferner it TZe””tz, alfo [Töx = —ertm— _T, 
| om m 


oT o>T 
*m. T, — —m?’ Tu. ſ. w., folglich nad 


der Formel 

1 
Sy Const, + e”** —F tam+ßm:+ymS+ ec. ) 
Weil Sy für x—o verſchwindet, fo iſt | 
Const, = — e!” —+ am+ Am’ +yms + ec. ) 


mithin. 
e?(em* —1 ) 


en — I 


= edlen _ I) - + am + Am3 


+ ym’ + 0m’ + ec. 
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oder ! 
SEGEL SUR SEE EEE 
| + 6m? + etc, 
Man ſetze m—=hy—ı,powid 
1 I 
vB 
+ 170° — 607’ + an 


alfo wenn man auf beiden Seiten mit 2y—ı mul 
fiplicite | 


- 249° + 2897 — etc. 


| 39V-I__ e39V-1 
Aber ee => sin Q, - 


3 — 200 + 2603 — 20° + 2897 — etc, 


I 
== cosec — 
== = 6) 


_ 2 , 2.) ., 2(a—1)B@). 
9 = — rer ag 


., 2@—1)BO) 
— 1. 2 20, & 23 de a 


aus Enflomefrie, 21. Die Vergleichung der Coeffi⸗ 
cienten zu den gleichnamigen Potenzen von P giebt 
_ @—ı)d") 
1. 2.2 


_, @-N@ 
An 1.2.3.4» 2? 
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(23—1)86) 
1.2.....6.28 
(7 —1)B) 


1.2. ..,8: 27 


— 
— 


824 


| etc, 
Demnach ift Sy oder | 
A (1) 
s— Const. + fra 2m °T 


28 —1 BI 99T 
4 





» 2,234 dx5 


dur B) ST 
25 "1.2...6 9x5 


+ etc. 
wo y-oxr und T= (x + 2) iſt. 


— 
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Diefe Formel, in welcher die Coefficienten etwas 
kleiner find, alg in der urfprünglichen, läßt ſich mit 
der in dem Art Quadratur, 137: ‚angeführten zwey⸗ 
ten Maclaurinfchen Formel vergleichen oder ift viels 
mehr mir derfelben einerley. Mach ihre wird, meil für 


bie barmonifche Reihe y— — alſo T= — 


J =10g(x+-) uf w. if, die Summe 


derfelben fo ausgedruckt. 


I 1 1 1 
1 — — — “u. — 
rer, 


- | t 3—ı BO 
= Const, + log x+ “) 4 — ar" 
25—1 Ba) 23—1 | DD) 
25 ats) 25 "x 
— eto. 


St 
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— 
oder x — ſtatt x gefest, 


1 





DE en 


‚2 3 + x—3 
| a — ı)B() 
— Const. + logx + BD) 

Ä 2. 2x° 

(2 —ı n (2° — ı)BÖ) 
| . 4x° 25, 6x® 

Die Conſtans mit ber vorigen C diefelbe, wie ſich 
fogleich ergiebt, wenn x unendlich groß gefest wird. 


— ete. 


1 
Setzt man in ber letzten Formel x — — = 10, 
2 


ſo wird 
(2) 
Const. =h— log2ı + log = ——— > 
ar 2.21% 


31 5) 127 YA) 
— — ⸗ 47. — — etc. 


3. 2184. 218 
Die gefundene Summirung der harmoniſchen 
Reihe giebt zu mehreren merkwuͤrdigen Folgerungen 
Gelegenheit; wovon hier nur die Platz finden mag, 
welche aus dem letzten Ausdrucke — ch ergiebt. 


xıty_,ı — 
no — 
— — 
(2 — 3)B6 14 1 | 
* 2, 2 — — 
W 28 — 1)B(2) 1 
28. 4 — 
(28 - 1)B60) — 1 
— (ae) 


Übrigens ſehe man Euleri Institt. Calc. Diff. P. IL 
VI $. 135, 
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41. Die zu fummirende Reihe fey die der reis 
profen Quadrate der natürlichen Zahlen = 


1 1 1 I 
14 Pa — 


— | t 
Hier it y= =’ ale Hox = — — 
oy | — — 


— I. 3, 2*6 x 7; u, ſ. w. Ferner 
3— oT — 
oT 


— 1.2(x+3)3; Fr =—12.3.4(x+3)°;. 


I ı 1 980) 2) 86) 
x x 2x x5 x5 x3 


I (2— ı)B(:) (23—1)Ba) 


= 0’ — 


xt3 243° 

(25s - 1)B6) 

2688 

Die Conſtanten C und C’ find gleich, weil bie 

eine fowohl als die andere der Totalwerth der ins Line 

endliche fortgefegten Neihe iſt. Um fie bequem zu bes 

ſtimmen, fuche man die Summe der ro erften lies 

ber der Reihe durch wirfliche Addition, und fege ſolche 

h, fo id h= 1, 549767731166. ..... und nun, 
x Z 10 gematht, 

1 1 Ba) Ma) BG) 


10 200 103 ‘10° 10? 


— IC, 





2, (BO 70) 4180) | 
— 7 * 918 — 
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Die außgefüßrte 3 Rechnung giebt 
C ı, 644934066848... 


Da die Summe der ofne Ende fortlaufenden 

| er. | | | mr 
Reihe auch rs ift (Potenz, V. 3), fo folge, C= 7’ 
wie ed auch die wirfliche Berechnung ausmeifer. Die 
fes zeigt wieder, daß das condergente Stuͤck der Reihe 


für C, welche zulegt Divergent wird, ficher zur Berech⸗ 
nung von C gebraucht werben Fann, 


22. Es ſey y=— = fo J 


Sı4 tot. 5 


M ı 5 
iſt h nun /y X wert dx 3x; 
Ay. D’y _ f 
— — — —. 
x — 3.4. 5x 5 — 3. 4.... 7x 8. etc, 
1 ecT _ 


Ferner [Tox = — Der er x+3)*; 
®T _ 
ax 


55T 
— 3.45 +9"; I EN ICEN 


u. ſ. w. Daher Ss- oder. 
1 I _ 380 Ba) 7Bc(5) 


ı=C— — 


ax a5 gx8 ..2x°® 2x3 
| + etc. 
— 1 302B6— 
⏑⏑—— 2° 
7(2°—1)8(9 
2°(x+3)® 
wo aus benfelben Grunde wie vorhin C’—C iff, 














— tc, 
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Die Summe ber erfien 10 Glieder der Reihe, 
durch wirkliche Addition gefucht, it ° - - 

h=. 1, 197531985674... 
und | 
:C = 1,202056903159.... 
welches auch der Totalwerth der ins Linendliche forts 
kaufenden Reihe ift. 


43. Auf diefelbe Are werden die Summen aller 
Reihen der reciprofen Potenzen der natürlichen Zahlen 
aefunden. Die Summen der geraden Potenzen find 
Porenzen befjelben Grades von m mit einem Factor 
multiplicirt, der durch den Exponenten der Potenzen 
beifimme wird, Euler giebt diefe Summen bis au 
der von der ıöten Poren; in den Institt, Calc, diff, 
P. II. $. 155. auf 16 Decimalftellen, Syn 15 De _ 
cimalftellen berechnet flehen fie bis mir zu der von der 
35. Potenz in fegendre’s Exercices de Calc. integr. 
IV. Part. $, 73., wo zugleich einige Sehler in den Eus 
lerifchen Angaben berichtiger find. 


44. Es fen y=logx, fo daß 

s — logı + log2 -+ log3 + log ++... + logx, 
fo it [yex= foxlogx= xlogx — x nad) Integral—- 
formel, 93. Ferner I aoxı; — 
2 08x 8x⸗ 


= 1,98% 
O'y = : 
1. 2. 3. 4. 2 u. ß w. Alſo 

BO) Ba) 


TI... 
s=C+xlogr—x4 -logx 7 Eee 


3 4 
BG) Br) rec. 


5.6. v” 7 8.x 


Da die Conftans aus dem Kalle x—o nicht bee 
ffimme werden Fann, der Fall, x=ı aber wo 
s—logsı =o ift, eine, megen der bald eintretenden 
Divergenz, zur Berechnung von C nicht fehr faugliche 





662 Summirung der Reihen. 


Reihe giebt, fo feße man x ro, und logı + 
log2 + .... + logıo = 10g3628800 — h, fo iſt 
h= 15,104412573075 und.  « 
Pr) 6) 


1.2.10 3.4, 10? 
65). 





G=k——10g 10 — 10 


5,6.10°° 


Die ausgeführte Nechnung giebt 
C== 0, 918938533205 

Der Werth diefer Conſtante läßt ſich aber auch durch 
einen gefchloffenen Ausdruck darftellen, und zwar, wel 
ches merkwürdig ift, durch einen von der halben Peri— 
pherie m zum Halbmeffer x abhängigen. Da nämlich, 
wie Wallis gefunden bat, 

2. 2. 4 4: 6. 6. 8. 8. 10. 10. 12. etc, 


32. 2.2335.5.7.7.9. 9. 11. 11. etc, 
fo ift wenn, man im Nenner mit einem ganzen Paar 
— (2x—ı)* abbricht, und x unendlich groß 
etzt, 


logr—log2= 2 (1082 —logı + log4 — 1083 + 


loge— log; + — logax- loglax - i)) - i 


Fuͤr ein unendlich großes x aber iſt nach der 
Formel | 
logı + log2 + log3 + ...... + logx 
— C+(x+Hlgx—x 


‚ alfo ax ſtatt x gefest 


log ı + log2 + log3 + ..... + log 2x 
| == 0 + (ax N log 2x - 2x 
und loga 4 log4 +log6 + :.. + log2x 
= xlog2 + logı + log2 +... +logx 
| == GC +xlog2x + logx - x 
mithin, wern man bie legte Meihe von der vorlegen 
abzieht, j Ä J | 
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logı +1log3 + log5 + ..... + logeax— ı) 

— — G-FVDlogax — Flogx — x 
und dieſe Reihe wieder von der letzten ſubtrahitt 
— logı + log4 — log3 + 1og6 — log; +... 

0g2x—log(2x— ı)=C—Hlog2x-+lo 
Dadurch wird | # = 


2C — 2logax + 2logx = log— 
2 


d. i. 20 — logq = log 
2 
alſo 2C = log2r 
und =— log 2r. 
2 


- Hierdurch ift alfo 
1 
s — —log2 I — 
2 a; EINER ar 1.2, X 
(2) 3 (4) 
— SIR: IE: EUR 
3.4% 5.6,x° 7. 8. xꝰ 
45. Da in dem vorigen Beyſpiele y =logx, 
fo wird T= log(x+3), [Idx = [exlog(x+ 5) 


xlog(x +3) —x-+ — log(x+#). Dan erhält fürdies 





fes Tjntegral, wenn man x + - ſtatt x in /ydx ſchreibt 
(x+3)log(x+H—(s+H, welches mit dem vorigen 
auf eins hinauslommt, weil der Unterſchied von — mit 


| et 

zur Conſtans gezogen werben kann. Kerner ift F = 
ST _ BR. JE 
arm mar > 


1.2.3.4(x +3); eto, Folglich 
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s=zC'+@a+H9lgec+D—-ax+H 
(2 — ı)B') (23 - ı)B@) (25 1)8 
2,1.2.(x4+3) 25,3.4x% 433 5.22 
| + etc, 
Die Eonftante hier, C’, iſt mit der vorigen C einerle, 
wie theild die unmittelbare Berechnung aus dem al: 
x io lehrt, theils fo erhellt. Man fee x 3:1 
wird, da nah (Einfchaltung, 51) das im der Neil 
GStellenzabln o, ı, 2, 3 4 u. fm 
Glieder I, I, 12 1.2. 3. 1.2. 3. 4 u. ſ. w. 


der Stelle z angehörige Glied — — Vx, iſt, 5* 


1 1 3 
F 057 log? = : log?r : og 2; dah 


' a—ı)d%) 33—1)DM 
ee ) ce 
2 2.1.2 23. 34 


s__ 5) 
FR Fa 
2°, 5. 6 
Gest man in (44) ſtatt C feinen aus dem Falle x=1 
gefundenen Werth, welcher it 
| Be) BI 7 PN 


2 3:4 5.6 








fo wird | 
Ä PB) xt 


B(2) x3—1 16) x’—1I + 


ee 
| Ih - 5.6. 
und nun x 3 gemacht, wo s— logı + log2 —log 


iſt, 
— 3) — Pa 
Jo = = toga -ı - EI —— 
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d. i. = 
— y (r) 5— (2) 

3 Bes: (2.— ı)B _«@ 1)B 

2 1.2.2 3. 4. 2° 

5 ) B 


Dieſer Werth von - log2 giebt, in die — je 
fhen C und C’ — 
u 





G 
Alfo F— 
s—=- = logar + (x+- -)log(x + sw (x+ -) 
G@— Br | IND 
i — 
| — etc, 


1 
oder Arie flart x geſetzt 


Jogt + logz +log3 +log4 +..+ log(x—) 


(2 — ı)BU) 
i« 2, 2X 
3. 4, (2X)? 5.6. (ax 

46. Die gefundenen Formeln für die Summe 
einer Anzahl von Sogarichmen der natürlichen Zahlen 
gelten für hyperboliſche oder natuͤrliche Logarithmen. 
Wird die Summe derfelben Anzahl gewöhnlicher oder 
Briggiſcher Logarichmen verlangt, fo find die gefundes 
nen Yusdrüce noch auf beiden Geiten mit dem Mo; 
dulus der gewöhnlichen Logarithmen 
k== 0,43429448190325.... zu multipliciren. Das 
duch verwandeln fib in dem Summenausdrucke 


== — log 27 + xlogx— x— 
2 


666 Summirung ber Reihen. 
J 1 
* log2r, xlogx, u. ſ. w. in * log. vulg, ar; 


xlog.vulg.x; u. ſ. w., die übrigen Glieder aber wie 
Ba) (a —ı)B0) '- 

2 0, u. fe w. befommen noch den 
I.2X 1,2, 2X , s = 
Factor k, | 


So wird nah der legten Kormel die Summe s 
der erften 500 gewöhnlichen Logarichmen 
1001 


2 


X, 





=-log.vulg.ar+ (log.vulg.toot-log.vulg.2) 


1001 


— — 

2 
k a—r)BC) GBR  (25—1)d 
nu I. 2, 1001 3.4: 1001? 5.6. 1001° 
.. ck 


— log. vulg. am = ° 0,39908 99341 79°6 


en (log. v, 1001 — log. v. 2) 
2 
— 13751,05174 29485 7639 


"Summe = 1351,45083 28827 5545 —0 


1001 
——kı 217, 36438 81925 7754 


2 
a (2— ı)B0) 


k=-+ 0,00003 61550 5177 
1.2. 1001 ——— ⸗ 


hs 217,36442 43476 2931 

Son 2 

— nt, —— 0,00000 00000 0842 
3. 4. 1001? 








| Neil 217,36442 43476 2089=P 

S—= 0 — P = 1134,08640 85351 3456 
Moivre hat, als ihm die Summenformel nod 

nicht befanne war, diefe Summe durch voirfliche Ad⸗ 
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birion gefucht, und ſolche — 1134,08641793783508 
gefunden, Miscell. analyt, p. 104. Es müffen aber 
berrächrlihe Rechnungsfehler vorgefallen feyn. Denn 
fchon die Summe der erften ro Logarithmen ift in der 
sten Derimalftelle, wo eine 7 ſtatt 6 fteht, fehlerhaft. 
Macher hat Dioivre felbft die erfte Summenformel, naͤm⸗ 
lich die in (44) hier, in dem Suppl. ad miscell anal. 
befannt gemacht. Die zwente Formel in (45) giebt 
©Stirling, Method. diff. Prop. XXVIFL., welder 
auch zuerſt bemerkt hat, daß * Werch der Conſtante 


C oder = —log: 27 iſt. 


47. Wenn x —— groß genommen wird, ſo 
folgt aus der erſten — — 


1 | 
log(1. 2. 3. 4.... )=—log 27 + (x + —) logx 
Ä —x 
d. i. 


ælIlog. Var 4 log xxtt - log e⸗ 
alſo, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen 
zurücfgebt, 

xt 
1.2, 53: 4« yerxa > ge — Var 


Das Ergebniß, welches die zweyte Formel für 
ein .. großes x liefert, 
Iıx+i 
1.2. Zoos. XI —————— 2) Va 27. 
ext! 


ift von dem vorigen nicht verfchieben, da (x + DH 
xt} 
el: 7 =) y und für ein unendlich großes i 


#(: +7) — 7 wodurh (x Be =, 


mithin + 2 rt} ,et wird, 
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Bon bieſer Formel ift in dem Art, Summirban 
Meihe, 25. Gebrauch gemacht. 
Aus der gefundenen Formel folgt 
| ' u (x + zy=t=+1 
Lid. 3,000 (x«+z) = — —— ⸗ Var 
alſo dieſe Formel durch jene dividirt, 
(har 
. . . e*. xt 
. | B — 
und wenn man bier mit 1. 2. 3..... 2 — Var 


dividirt, wo z gleichfalls unendlich groß ift, 


KDD. (x +2) _ (&+ 2)" 
L, — 2 xıtizztl, Vor 


(x + Zy xr7 


xrz” i 2711 





und, + 2 w gefeßt, wodurh x 1 w—ıH! 
wird, | | 
w(w-I)/w-2).(w-z+ 1) w“ W 
—— — —ñ — m 
1. 2. 30*2 —— 
Das iſt ein Naͤherungsausdruck für einen weit dt 
Anfange oder vom Ende der Entwickelung entfernte 
Binomialevefficienten, deſſen Stelle duch z angegeht 
wird, in einer fehr hohen Potenz. 


Wenn w=.2n, z—n if, fo wird 


2n, 2n — 1 “arten n-+ı (an)** an 
— — — — — — — — — — 
I, PORTEITERELTT 2 n",n" 2rnn 
= 2m, V — 
.. 20, 


Dieß ift die größere Gränge für den mitflert 
Sorfficienten in der Poren; zn, Man f. Yinomieh 


/ 


Summirung der Reihen, 669 


coefficienten, 26. Wir werben aber fogleich Mittel _ 
finden, dieſen Eoefficienten genauer zu beſtimmen. | 


48. Es ſey XKZOW; X=Ox+tı),; Xu 
— O(x+2); wf. wm. ‚Man foll die Summe der 
unendlichen Neihe mit abwechfelnden DBorzeichen der 
Ölieder 

XXX XU- XV etc 

heſtimmen. | 

Es bezeichne S diefe Summe, melde alfo eine 
Sunetion von x—\x fenn wird, fo daß 

x— X +- XI Xu X —_ec—$. . 
ft. Geste man nun überall x-+ ı ſtatt x, fo wird 
X—XXX X —etc. — 52 1) 
ılfo | | 

s+- S’=_X. 


Nach ben Taylorſchen Sehrfage iſt 


des 035 
= 84 + u 
nithin 


1.2,30x° 
st 


1.2 0x? 


0°5 055 
— 4— — + etc, = X 


1.2 0x? —— 


Hieraus —— zuerſt Ss— —X. 


208 _ I x 
2 2 de 2 a dx 


Dian fee alfo 
ar 
s=-X+.— EB, — * m 


Da die Eoefficienten a, ß, Y... zu den Differential⸗ 
uotienten ‚beftinmte Zahlen end, deren Werth fich 
ſicht Andere, die Function X mag feyn, welche fie 
oil, fo fann man zur Beſtimmung derſelben jede bes 
iebige Function von x für X waͤhlen. Es ſey 
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| Euler bringe diefe Fotmel auf einem etwas weit: 

läufigeren Wege heraus, Nou, Act, Petrop, T.IL 
Übrigens iſt au: bemerfen, daß nad ihr nur in dm 
Falle, wo XI, KOHL, XCR +2) u. ſ. w. fÄmmtlich 
verfchwinden, die wahre arichmetifhe Summe erhalten 
wird, in jedem anderen Falle iſt die Summe bloß ein 
analyeifche, Diefes erhellt aus der Arc, wie di 


Gleichung 
5482X 
gefunden worden. 


oX 
4 Es ſey X— x, fo il == ax, 


0'X 0°X 

F — 3. 2. I, 5 = 0, etc, Daber 

— SH 2 — ar + ar ee 

1 (2 — ı)B(:) — (+0 
2 


alfo x—=o gemacht, und auf beiden Seiten das Ent: 
gegengefegte genommen | 
(2 1)d) 





3-23 + 33-454 s3-etc.ininf, — 

So laſſen ſich die Summen aller Potenjen de 
natürlichen Zahlen mit abwechſelnden Vorzeichen finden 
Umgekehrt, werden diefe Summen als bekannt tiv 
ausgefegr, fo ergiebt ſich die Formel leicht durd mie 
derholte Anwendung des Taylorſchen Lehrſatzes wie di 
in (37) | . 

Setzt man in der erhaltenen Summirung 
xI?—(x+1)3 + (x +2)? —(x+3)? + etc, in inf, 


t 3 ı 
= x? — x? r— 
2 4 8 


I 
x=—, und multiplieirt mit 2° auf beiden Seiten, 


fr 
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fo wird 2 
3—33 253 —72+ 9% et ininf, = — 
wie bekannt. * 
Hier — ſich nun auch ein Mittel, wenn sec® 


ai * 1.2 — 9 * 1.2.3.4 ⸗ + 1.2.3.4.5.6 ” 


en etoc. . .. 


deſeht wird, die Groͤßen a, B, burch die Bernoul⸗ 
liſchen Zaplen lineariſch auszudrucken. Sucht man z, 
B. 1 — 33 + 540 — 7 45 — ete, auf die vos 





rige Art, ſo erhaͤlt man, da dieſe Summe auch =- B 


iſt 


Bo. a BR 98. 
1.2.3.4 -123.4 1.2 r.2,3 


+ (2? —ı)9) 2). 





1.2.3.4 1 
Mus 10 36 455.76 4 96° etc, = 
ıber wird ze 
— RE) — 
1.2. 3.6 — "1.2.6 i. 2 " I. 2. 3+ 4.» 5: 
EB BB 26 } 
2.34 223 2.1.6 a 


velhe Formeln leicht verallgemeinert werden Fönnen, 
ind ſich Aisch. mittels der Gleidung -sech® — c0s® 
+ tang® . sin® ergeben, wenn flatt cos®, tang$, 
in®, ihre Entwicfelungen in Reihen gefegt werden, 


"50. Die Summe der Reihe 
X—Xx4 um Ku, 4 X au etc, 
aͤßt fich auch noch auf eine andere Art ausdrucken, 
Uu 


* 
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I I_ 


bie Zablen a, ß, Ye — dem vorhergehenden & 
kannt iſt. 


Demnach iſt 


u 


RS o’X ; 
DER B._FX__ 
2 2? 120xt 2° 1.2.3.40xt 
Y 0°X X 
— eic 
27 I. 21000, © r 
| I 0°X > DK - 
— EEE FR 
2 23 1.20xX° 2° 1.2.3.4 Oxt 
64 o°X 1385 ° 0X ’ 
— — — — ı — — — — —— — C 
27 1.2....60x° 29 1.2..... 80x3 


woraus alsdenn S leicht gefunden wird. uler gie 
diefe Formel ebenfalls a. a. D. Zugleich erhellt, dat 
wen Y=O(x+3), alo Y=Ox+2), Y"- 
6x +3) u. fe m ift, die Summe det Reihe 


Y— Yi+ YU—YL etc, in inf, 


fen oo 
a ı Y 5... 9Y 
. — Ya, —— — —— nn 
2 23 L. 2 @x*® ü 23 1,2. 3. 4dx4 


6 6 
ea 


25 °1.2,20.,60x# 


E | eX 
51. Exempel. Es fen X=xt, fo iſt — = 


— X _ u — X _ | —A 
43 5 — 4. 3x*3 dus — 4,3.2.15 ae 
etc. Daher 

— a Bar 4.3 2,1 


* 
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* 
—— erraten 


CH SEC + 


und. ‚nun x — — 


2 — ⸗ — 


rif . .. { 
14 34 + 5t — 7% + 9? — etc, — 76. = 


52. Es darft wohl Faum angemerft werben, 
daß weder Die eine noch die andere der beiden Gummi: 
ungsformeln in» (48): und (50) abbricht, ‚wenn. X, 
%ine rationale ganze Qunction von x iſt, fondern ins, 
iefem "Falle "nur eine Umbildung der vorgegebenen 
Reihe darbietet, die aber wegen fchnellerer. Convergenz 
in: beh Totalwerth zur Berechnung deſſelben den Vor⸗ 
ug vor der urfprünglichen Reihe haben kann. 


Dieſes iſt der Fall in dem folgenden Beyſpiele. F 


"Li 8X Zur 

Es fen ea, ‚ fo if > — zo 1Xt; 
x 3, X ar — 
Ge ag aan er I 
BORERUT LEUTEN alſo nach der aſten dornel | - 
L..Nur Ih; Kir Ye; r 133 
Se t inf. Ta 
— Gert —A oz + etc, in i 40 
a — na a ) en x da. ia 
guys: — — 2 6xtẽ᷑ Full 


— etc. 


⁊ 
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+ eto. ben log. 2, in mehreren Decimalftellen genau 
zu berechnen, iſt hon ſelbſt klar. Auch erhellt aus-den 
obigen, daß Newton die Ergänzung eines Stuͤcks dir 
Leibnigifchen Reihe fehr richrig gefhägt bat, in dem 
zweyten Schreiben an Dlvenburg, Opusc. Tom, I, 
P- 343. | 

Nah der zweyten Summenformel: ift 








I. X 5 .. 61 
zu — — etc. 
* 2x 25,33 r 25.x° 27,x7 r 
Er *— 
alſo — ſtatt x gefegt 
1 1 —T 1 1 
= — ta 


2x7 4 (2x—ı)d T (ax—1)%* (2x1)? 
Hieraus folge auf aͤhnliche Arc wie vorhin 
J 1 — 8* 13 * 


Tr 


tet, 


I > 


— 
Zn eu. 
a I n- A4ns b in⸗ 
— (em-n)n (am-n)s r (zm-n)$ : (2m-n/ 

| | | 138507 
— — et. 
Fam" 


Fuͤr m 101, n== 3 geben. die bier erfies 
Glieder der fummarorifhen Reihe die Summe wi 
DR — — | 

1011104 t v— 113.116 u 

= 0,001674661626,,.., welche nach der vorigen 
fummatorifchen Reihe gleichfalls. Durch. die vier erſten 
Glieder = 0,0016794661625 4... gefunden wird, ji 
Schraders oben (38) angefuͤhrter Schrift ift dieſe 
Summe $. 11. nach einer anderen Linmvandelungefer 
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mel durch mehr als doppelt fo viele Glieder bey wei⸗ 
tem nicht ſo geuau gefunden worden. u. 


Fr. dem Werte Yon T folgt EN 
1 
EL EA etc, 
Fr xr2 x+3 Br = 
— 1 1 4 5 > ; j BR 
Tax 25,25 "osx + m 


alfo —— 








1 1 
Kater = de 5) 
—1 1 5 61 1385 

a er ee ah ee + etc, 

4x 16x3 X 256%. Lo24x0. 


welche Reihe ebenfalls dient, die Ergaͤnzung eines 
Stuͤcks der Leibnitziſchen Reihe fuͤr — zu berechnen. 


1 oX 
5 8 x=- = — — 
53. Es ſey X = ſo if = 


ET re er DO — 
— * 3 =+ 2.3x”#%, 55* a 
> — I Aue deals 
— 40 


oem ale re A 
ı 2 (2N)BN (2+-1)92) (2° 1)BG) 
TEE ZT 
(2 aa 

Xlfo, wenn man x—ı made 


+ etc, 
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- mithin, x—— ſtatt x geſetzt, — 
HERR. ya aYx+6).. — 
art —— —— — 

— — — ——— — — 
—W A aaa)" Fremen ee, 
ee 3 8 

u 16(2x— ı)8 — 
Dieſe Formeln dienen den mittelſten Coefficienten in 
Carb)” ‚ wenn n ſehr groß iſt, zu finden. 

Man fege namlich a2n Pii, fo giebt die erſte 

Sprmel Ä 
Gn&nen+9en+5).. e „etc I 

—— etc. Kloglan+n 

— —S — — 

la; — 

J 1.2.(2n-+1) ° 3.4.(an-+1)° 

F 2 = — Ba) 

t — ae — — + e Fe 
Yun ift nach Wallifens in (44) angeführtem Ausbrude 
m 2 2.4.6.8. on Mn ——— . etc, 

iz! "19.5.7. 20-K. — — 
alſo (Binomial⸗Coefficienten, 13.) 

a EV REIHE 
m = I. 3. Se Ar 2n 
een ran tag) etc. 

—— etc, 


aD. on+t)m — rd 
0012. een+ı) 
— (2) — 86 
es — a) (3° DB + etc. 
1%, 34. (2n4- 1) 5.6.(2n+ı)® 
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wo bie Logarithmen natürliche find," Folglich, wenn 
man. den Modulus des * Spfiems, - 
OraB4a9478190325 dutch k bezeichnet 4 
an (2n+ı)® 
lo 5. vulg. os * 3* =» — log. vulg. - | 
2 21) d() > k * 4 (2 ber ur 
I. 2N-I 3 . 5. na 


5, 6. "@n+ı)% + etc, 


Diefe Sormel gewährte eine etwas ſchnellere An⸗ 
naͤherung als die Euleriſche, Institt. calc. diſf. q. 160. 
Die numeriſchen Coefficienten ſind dieſelben. Bi 


Erempel. 2n= 100, 

















| 2100 ıcır .ı &k. 
og. vulg. —— 3 = — log. vulg. Fl 
r 
—. — — etc. 
| 24 1013 we 
log ıorı = _2,0043213738 
log # =: 0,4971498726 
log 3 = 9,6989700043 
1017 
log — 2,2004412507 
= log rn 1,1002206253 
2 2 
ı k EEE SE 
— — — —— 0,001 
— 7498 3 
e 170991456390 
41 
4 — — + 0,0000000176 
100 
.1,0991456566 


— — 
aus - 


688 Summirung der Reihen. 


= llogar + (eR=2)logtan—i) — (n-ı) 
PO 86 IS, 


— — — -—t nn — 
1.2(20 — 1) "3.4(2n—r)? ° 5,6(2n—1)’ 
nach der andern in (45) aber 
en + log2 + log3 + esse + an 


_ — log + @--) log (a) — —( —-) 
u (1)BOV-. (ae) | * BB 


und hierdurch Er . 


log" N = logın — alogn — —:log 2* 


4 * en _ —) logan—r)— (en ⸗ ) log(n—) 
Gr IDG) (et BI (dr) = 


| 1.2020— 1)  3,4(an—ı)? s 6(2n—1)? 
alfo reducire | | 


| log i— an log2—logn ——logr + log( 2) 
ae) en m 


1.2(2n— ı) 3 alan—ı) 


Es ift 

— — 

=log(n— RE — + etc 
an-ı 2(2n-ı)? 3Z(än-r)3 


Diefer Werth von Togn in den vorigen Ausdruck ge 
bracht Br 


log = —— — ———— — 
Aes ) 


— eu ots. 
are + 


" gen- 4(2n-ı 1)? — 
und 
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und dadurch, wenn man von ben Logarithmen zu den 
Zahlen zurückgeht, | 





um u 1 25 
au V.(o-4r i 4(zn-ı) = 32(2n-ı)? 


10 16 
rn} 


| 2$(2n-1)3 ° 2048(2n-ı)% 

Dieſes ift Laplace's Ausdruck, wenn die gehörigen Ent: 

wiefelungen und Meductionen vorgenommen werben, 

Dan ficht, daf er bey weiten fo ſtark nicht convergirt, 
2 


1, 


als die vorhin angegebenen Reihen für er aber 


uch die Art feiner Herleitung wird er fehr merfwürs 

19. Saplace giebt eine doppelte, wovon hier nur von 

U zweyten, einfacheren, Bericht erſtattet werden Eann. 
Zuerft wird gezeigt, daß | 


Liife 


m =— [oP(cosp)en 


7 


ſt, das Integral zwiſchen den Graͤnzen 00, und 6— 
= genommen. Hiervon überzeugte man fich leicht 


ermittelt (Goniometrie, 141.), wenn man nur be: 
net, daß [oPcos2£D zwifchen den angegebenen Grän: 
noif. Mache man nun sinP=u, alfo cosd— 
(t—uu), fo wird 

ur) Ta ' 


Zu 4 
77 = — Pufı — uu)" 


95 Integral von u=o bis u—ı genommen. un 
I 


I ; 

ird een und T—uu=e-., alſo um 

(1 e-.t*) geſetzt, ferner | 

(eat) — aftlı + a.ge),t? + at,gle), t 
+ 035,965), + etc.) 


ngenommen. Dadurch wird 
| ar 


— 
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ſouſi -uuyra Sore”*(i+ 36. ꝗ(1).t: ʒaꝛ.q)v 

+ 7a3.g).16+etc.) 
wo. die Integrale fere”; firötet; ftiöte; u |. 
mw. von t=o bi t=o, und jwar + w, zu erftreh 
fen find, damit nämlich die Reihe rechter Hand jmi 
fchen - ihren Graͤnzen ſtets poficiv bleibe, wie & 
foulı—uu)"”? zwifchen den correfpondirenden Gränze 
u=o und us bleibt. Nun iſt, wie nachhet « 
jeigt werden foll, zwiſchen den angegebenen Gränjen 


fore — Is u 
te" = 
ſt·dte· IT — 
—E— — 

Eu 24 

u. ſ. w. 

Dadurch wird 

SuSyT. ⸗36⸗ ) 

7 


4 get a3, ga) + * 

nur noch die ie qCi), ga), gu! 

. zu beftimmen find. Zu dem Ende nehme man" 
* Gleichung 
aht(ı+a.gl It? 4 arg ri 4 etc.) = vVu—e” 
auf beiden Geiten die Logarithmen, und differenrürt 
alsdann, fo wird 
1 J 30. ga It? + zar.g It? + 7adıg @), t+ etc, _ 
t(1 * a, ac Ir T ar. qC.f as. q(). tꝰ4 etc.” 





ar, at 
1 — 6 *x*e er un ] 
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— 4 — aꝰt ee art 

te r + — + — - — etc, 
Ze ( 13° 48,3: 19,34 T ) 
Hieraus folge, wenn man übers Kreuz multiplicirt, 


und in den Producten, welche gleich find, die Coeffi— 
cienten der gleichnamigen Potenzen von at‘ gleich fegt, 


= 1.2.3 I,2 


6 n=-I ‚3ac? 5g 
1 Eu 1.2.3.4 1.2.3 1.2 


überhaupt | 
| Cı) 
argl‘) = -| BER) 
1.2.3...1$I 12.3... 
(2) ’ (3) 
I.2.... — 1 IL.2.—2 
(2ar— 12969) 
4 — — Bee ie 
1.2 


Saplace hat das Geſetz etwas anders, aber nicht 
einfacher angegeben, Theorie des probabilites, 


Chap, 2. No, 34. Man erhält hiernach m=--; 


' 5 I 79 ,, 
(*#) ar — ® (5) — — — 2 (4) — —— 2 F 
1 96” 3 y2160° r 


w. welche Werthe, wenn fie in den Reihenausdruck 
für = gebracht‘ werden, ſolchen mit bem vorhin ges 
fundenen Übereinftimmig machen. 


55. Was den Werrh des Integrals fe”''öt von 
to bis t © genommen betrifft, fo finder fich der: 
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felbe am Fürzeften auf folgende von Saplace zur Bes 
ſtimmung defjelben angewandte Arc, die auch Euler 
in einem Schreiben an Condorcet, Mem. de Paris, 
1778. ©. 603. und in der Abhandlung, Noua me 
thodus quantitates integrales determinandi, Nov, 
Comm, Petrop,, Tom, XVL erflärt, und bey an 
deren Integralen gebraucht Hat. 


Man nehme das Doppel-Tintegral [[oxdyerc*"), 
mo x und y bon einander unabhängig find, fo ift far, 
daß der Werch defjelben einerley gefunden werden muf, 
man mag entweber zuerft nach y und dann nad x, 
oder zuerft nach x und Dann nad) y integriren, wofern 
nur die Ääußerjten Werthe von x und y beidesmal die 
felben find. | 


Fänge man mit der Integration nach y an, fo il 
S[oxdyertt9 — föxfeyerCc+xx) 
Aber 
Jöyerlt=) == Const. _ Bike 
1 atxx xx 
und zwiſchen den Graͤnzen, yo, und yZ co 


1 
eyittr) — 
Ses | — 





Dadurch wird 


xöyerrtte) — 
JR ’y | — — 
— Const, 4 Ang.tangs 
alfo, von x=o bis x”, 
| 1 
= or 
2 


Mithin iſt für die Außerften RR o und co hen 
x und y 


 SJoxöyertt®) — —r 
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Führt man jest fhatt x und y-zwey neue variable t 
und u ein, fo daß | 


t 
x — 
u 
yzıy! 
t 
alfo x = — dt — du 
u u 


 oyz o.dt + 2udu 
iſt, ſo iſt nach (Stereometrie, 11.), wo das dortige 


I t 
R m — T=o, V=2u, ſtatt 9xdy zu 


ſetzen —. audtöu, d. i., 28td0 und die Formel 


JJexeye”s(+*x) verwandelt ſich in dieſe 2/} — —— 
wo man num beliebig zuerſt die Integration nach t oder 
nach u vornehmen kann. Die Gränzen von t und u 


t 
find, vermöge der Annahme <— ee und y=u’, ents 


weder O und — co ober o und — ©, wovbon nur 
jene bier in Betracht fommen, Integrirt man die. 
Formel 2fforöue-t’tu?) zuerft nach t, und fegt föte“*: 
jwifchen den Gränzen, t=o, md tZ+o,—B, 
fo ift affarduerttv®) — 2Bfdue““, alfo, weil das 
Integral von fAue"". von [Ate", wenn die Gräns 
zen bey beiden biefelben find, nicht verfchieden ift, das 
Integral von 2BfOue“", von u=o bid u=+ 60 
genommen, = 2BB, weldes, da es mit dem vorhin 
gefundenen Werte von /[exöye tt) einerfey if, 


I 
»BB=—r, alfo B, d. h., fe'öt von t=o bis t=— 


+ © genommen =—Vr giebt. 


Auf diefes integral werden die uͤbrigen fet”9r; 
fe rör; u, f. w. folgendergeftalt zuruͤckgebracht, wos 
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zu wir aber des Gases bedürfen, daß der Logarithme 
einer unendlich großen Zahl gegen die Zahl felbit un 
endlich Flein ift, oder verfchwindee, Der Beweis bei: 
felben ift folgenter, Es ift 

1 . 





l 
°5, —x 


I 


I 
(1 —x) log- — 








1 — x 
= — x Haetzeton 
+ etc.) 


— x— —e + nt —xten) 
1.2 2.3 . 5.4 . 
Alſo, für x=ı, wenn i eine unendliche große Zul 
bezeichner, 
logi I 1 1 
— u ul — — — + — t 
i : (tt + ac) 


I I I 
Aber die Summe der Reihe = + — — + eis, 
in inf. ift aus (Summirbare Reihe, 3. oder 6.) Zı, 


mithin —* *0 


Es iſt, wenn man theilweiſe integrirt, 
20 — 1 * 
Jewror — — Kl —tt 2 ten⸗a 4 fe a, 
2 2 


ohne Conſtans, weil für t=o, die Integrale auf ber 
den Geiten verfhwinden. Geht man tw, fo ke‘ 
ſchwindet et”, Denn es ift, wenn man jur Ab⸗ 


fürgung an — ı —p, feßt — 
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. 2 2. 3 
eo 1? 
20 Eu SE + etc. 
wo vom zweyten Gliede an, jedes Glied des Zählers 
gegen das gleichftellige im Nenner für =», felbit 


[3 








wenn nur p unendlich groß werden follte, zufolge des, 


ecwwiefenen verſchwindet. Da aber fowohl im. Zähler 
ole im Nenner die Summen der nah dem erften 
Gliede folgenden unendlich groß find, fo verſchwinden 
die erften Glieder felbft gegen jene Summen, und es 
ift für ein unendlich großes t 

yaıı 


— —oOo 
ei! / 
mithin zwiſchen den Graͤnzen t=o ud t— 


Br ‚[eteor, | 





feat — 
| 2 | 

Setzt man hier für n nad und nad n—ı,n—2, 
n— 3.... 1 fo wird, | 


ſeutꝰx⸗dt — — /erut adt 
2 


2n—5 


fetVrtöt — fe wrtot 





r “ 
% 

* 2 
0 
* 


few = — feat 


alfo 
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1.3.5.7... 2n — 1 








few = — Jet 
| 1.3.1.7... 2n—1 
= * .Vr 


innerhalb der Graͤnzen t=o und tw, 


s6. Die Summe der endlichen Reihe mit ab» 
wechfelnden Vorzeichen der Glieder Olı) — 9(=) 
+ 03) — 044) + +.» + O(x), das obere Ber: 
zeichen für ein ungerndes, das untere Vorzeichen für 
ein gerades x genommen, ergiebt ſich fo. 


Man fuche die Summe der unendlichen Reihe 
9Cı) — 6(2) + 93) — Pla) + etc, in inf. indem 
man in Pix) — Plix+ 1) + Pix +2) — Plx+ 5) 
+ etc, ininf, = $, x=1 feßt. Nennt man 
diefe Summe ©, fo iſt für ein wungerades x, 


2.9) — 9) +9) =. — Pa) = &-5 


alfo | 
I) - 6(2) + GE) —HNH+ ..— Pax) + PR 
—=6+9(x)—S 
und auf ähnliche Art für ein gerades x x 
OH)— 92) — 
we = 8 — (PER) —5)' 

Da © eine unveränderlihe Größe it, fo kann 

man auch fagen, die Summe a der Reihe 

Pa) — Ge) + 93) —.... 3 pm ſey = 

Const, + (9x) — 5) unter der angegebenen edin: 

gung der Vorzeichen, und die Conſtante dadurch ja 

beitimmen, daß für x=o, auh 00, für xZı, 

s—4(1), fir x=2, =) — Pl2) u. ſ. w. 

werden muͤſſe. Geste man (x) = y, Pl) a, 

92) za’, 903g) = a” u. f.w., fo wird aus (48) 

a — a a — a“ t.. ty= 

I (2 ı)B) ©y 

en e 2 ı.2  0©x 
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BB) Ay (HB) dey 


—— 


1.2,3.4 .0x 1.2...6 0x 


ee ec. ) 


Euler hat diefe Formel in den Institt, calc, diff, 
P, II c. VII. $. 183, 


57. Die eben ‚erhaltene Kormel läßt fih auch 


aus ben beiden Summirungsformeln in (35) und (40) 


folgendergeftale ableiten. 


Aus (35) if N 
O1) + O(2) + Ö(3) — {040% + Ö(x) — 
| ; () 9 

Const, + Jyex + — y — = 


BO) DB Dy 
—— —— 7 — CLC, 


1.2.3.4 08 " 12,.6 80 
u j , 1 
Aus (40) aber, wenn man x— — ſtatt xſchreibt, 


wodurch ſich T in (x) ober y und y in © x——) 
verwandelt, | 
PGO) TE) FPDH+.e. + 9a—DH— 


Const, + fyax — —I , V 
I. 2 20x 


BB) Diy (2-1) 28y 
1.2.3.4 "(20x)3 1.2,0..6 (20x,5 
alfo durch Subtraction, wenn P(Z) mit zur Conſtans 
gejogen wird, 
FU) —-PTI—- PR) +. + Px-5E+ 9x) 
NV) 2y 
1, 2 "20x 





1 
— Const, + > y 
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(2 B 0%y (26 1)BM) 9°y 


1.2.3.4 C(20x)⸗ 1.2.,..6 (20x)° 
— etc, 


Hier hat das legte Glied Plx) das Vorzeichen 
+, Da es aber auch — haben fann, fo gebe man 
der Reihe, indem man fie rückwärts fhreibe, wodurch 
es unbefiimmt ‚bleibe, wie weit fie ſich nad) diefer Mid: 
fung erſtreckt, doppelte Vorzeichen, Alsdann wird 


rn) 


+ etc, 


a (1) 

— Const, + I y+ ———— — 
2 I. 2 20X 
: dor )v 2) 3 

_e& | 1) Ser. + — 
152. 3. 4 - (20x)? J 
wo die Conſtans, welche im allgemeinen immer als ad- 
ditiv betrachtet werden fann, ohne doppeltes Borzei: 
chen geblieben ift. Ihre Beſtimmung hängt nun da 
von ab, wie weit man in der Meihe P(x) — Px— 3) 
+ 9x — 1) — eto. zurückgeht. In biefer Reihe ut 

O(x—%) das naͤchſte Glied an P(x) oder y umd 

| dy X —X 
— — — — — — u — — — 
= ee ar 1.2(20%) 1.2.3 (20x) 
| 4 eti. 
Soll (x— ı) das naͤchſte Glied werden, fo hat man, 


weil 
oy, O'y 0°y 

Navy + ——— — — — 6 
a 5 t 1.2 0x? 1.2.30x° ur 
und biefer Ausdruck aus dem von Glx— z) bevor 
gebt, wenn ftatt 20x überall bloß dx geſetzt wird, nur 
nöchig, dieſelbe Veränderung in der erhaltenen Sm: 
menformel vorzunehmen. Dadurch wird 





& 
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() - 0(x - 1) + P(x—2) — P(x—3) + etc.) 
— Const, + (= „en 
a F "dx 

(BR) Hy 
—— "a, 2.4 x + ec. ) 


Setzt man + (PX) — Plx—ı) + PxX—2)— .... 
+ $(1)), wo-P(ı) das Vorzeichen + bey einem uns 
geraden x erhält, —=o, alfo o—= Plı)— Pla) + 963) 
— .... 30x), fo gelangte man wieder zu der voris 
gen Formel. Man wird gegen diefe Herleitung weiter 
Fein Bedenken haben, wenn man bemerkt, daß in den 
beiden Reihen 


() — Ox—3) + Pa—ı) — PR—3) + etc, 
und. 


Pl) — Olx— 1) + Plx— 2) — P(xX—3) + etc, 
die Ölieder der zwenten O(x — 2), O(x— 3), Olx— 4) 
u. ſ. w. aus den gleichitelligen Gliedern der erften 
xz—ı), Hx—3ı Pax—2) u. fü w. eben fo 
entftehen, wie es vorhin von den Gliedern O(x— ı) 
und O(x— 3) gezeigt iſt. Pflx) oder y bleibt dabey 
ungeändert, | 

57°. Vermittelſt der Kormel für die Summe 
der Reife 0(1) — OH + 92) — OH + u... 
— O(x—3) + Pex) läßt ſich der oben in (45) ges 
fundene Ausdruck für Zlog2r auf folgende, vielleicht 
weniger Einwendungen ausgeſetzte Arc erhalten. | 


Es fey nämlih y ober P(x) = log2x, alfo 
Ox—3)  logax—ı); Pix—n)=log(ax—2);, 
98) = log5; (2) log4; Od) = log 3; 
O(1) = loga; fo ift * = x mu 
-55 
— 
log2—- log3 +log4—log5 +... — log( 2x-1)-Hlogx 


= 12.2.3,4x5; uf. mw. alfo 
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_ 2 (2· —) Bl⸗ 
* Const, + = log2x + — | 
(2? -ı)B2) (3 -N)BO) 
3.4:(2x)? 5.6.(2x)° 


| Sest man bier zur Beſtimmung der Conſtans x=ı, 


fo wird 

216) 
log2 — Const. + — log2 + ep 
2 ‚ 





I. 2 2 
BF) Be) (DVG) ” 
E 3. 4, 23 5. 6. 3° 
und 
| D 6. A— 28— (1) 1 
o = —— joge NT 
3.5.7.9.. 2X-1 2 1,2. 2 x 
BD), 1 E$—-)BR, ı 
( )B (1 _@ )d =(1)4 
1. 2, 29 x37/ 3. 42° X x 
alfo für ein unendlich großes x 
. 2.4.6. 2 ⸗9)B( 
log — a ya — - CI 
9 3,5.7.9..2X-1 en 
| 21) Br eld⸗ 


J 14 2. 28 


Aber nach Walliſens bekanntem Ausdrucke iſt fuͤr ein 
6... 22-3 
Vo 





unendlich großes x ber Werth von — 


1 1 
en — er — — N — 
V : Daher, weil logy/ : —logr * 


= —logar — log2 ift, 


| Bchy (=) 
—log 2° — 2Jog2 — AB — 
2 2. I. u 2 3. 4 ? 


_ eilt, 
In (45) iſt gefunden 
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— 1)B(9) (23— 1)B() 


1. 2, 2 3. 4. 23 

(2 - 1)BG) 
| ! 5..6. 2° 
Dringe man diefen Werth in den vorigen Ausdruck, 
fo wird erhalten | | 


—log ,=ı+ 





— eic, 


I BU) BI BO) 
—— — — — — — — to. 
Dr 1.2 3.4 5.0 — 


wie in (44) und (45) gefunden iſt. 


58. Man ſieht, wie die Saͤtze von 54. bis 57. 
dienen koͤnnen die Logarithmen von Factoriellen (Facul⸗ 
taͤten) mit gebrochenen Exponenten zu finden. 


Die Factorielle 13!" nah Kramps Bezeichnung | 
if, wenn man in dem Art., Hypergeometriſche Reihe, 
a=1, b=r, n=#% un, a=ı fest, und x flatt 
i ſchreibt _ | 
x. 2t.(Ga-nN(ıt2n...0... 1 $(x—ı)r 
” 1 3 5 IN. 

(i +)(ı +-r)(1+- ) 14 x——)r 
= x (Fan: 
2/2 2 2 
= +2) As) z + 2X5X— 2 


—— — 


GV 


fuͤr ein unendlich großes x. 











Nun ſey O(x) oder y — log(— + 2x) ‚ alfo 


o(x --) — log (— + 2»x— 1); Pix — 1) 
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Eile mn 
94) = leg(2 +2); 9(-) = lee(ztı) 
9) — ferner 27 = —— 

— =ı. 2.(- Rn x) ; 2 = 1.23. 4(- +3); 
u. = w. daher 


log — — 4 + * 4 ) 
— — 4 )* — — — 


+ log( + 





5 I 2 
— Const. + = log(- +ax) 
(2? —ı) 30) r (24 1) B(⸗) Y 
1.2 2(I4m) 32.4 "allıym) 
(26 — 1)B() r’ 
— — Der Fu 
5. 6 adı ti 


alfo, da für x—=0 bie Summe —10g— fen muß, 


BE 
Const. — log a _ Be 8 
2 X I. 2 2 


| (EB r y* 
Dadurch wird 
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* 


X , —E—— „rom 
— REF 


x — + x) x(2) 
_ @-)80) r 1 | 
1. 2 2 u I — 
(2 — 1)86) r 3 I | 
" — — rer) 
= ) 
far 


. 4 etc. 
folglih x rn er gemacht 

BC) r (HN DBA) GO 

I. 2 2 3. 4 


en 5 ch 


alfo, wenn man bie — von BO, BR), 
DB... einführt, und von den Lodarithmen zu den 
Zaplen FENDER. 


5 
— Eee Nee > 
399 869 rn? | 

— — BR ee tete. 
100 bie Eoefficienten zu den Potenzen von — bis auf die 








” 











— 
Borzeicheneinerley find mit denen der Potenzen von — 


any 
in ber erften Reihe für — in (54), mwobon man den 


ar 
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Grund leicht auffinden wird. Der gefundene Ausdtud 
ffimmt mie dem von Kramp, Analyse des refru- 
ctiions, Nro. 139. überein. 


59. Es fen jegt die Reihe, deren allgemeines 
Glied p*y ilt, zu fummiren, fo dab alfo die Summe 
von ap + ap? + ap... + ypri 4 yp‘ 
verlange wird, wo die Bezeichnungen aus dem borker 
gehenden befanne find, Man fege diefe Summe — 5 
Druct man nun hier, wie in (27), y, “Yo d 
a‘, a nach dem Taplorfchen Sehrfage aus, und rechnet 
man, wie dort, zuerſt das der Stelle © angebörig: 
Glied ‘a mit ein, nachher aber wieder ab, fo wird, 


1 -oy _X 
— X x S — — x —. 8— 
s pry p 





— P pP” 
„ 0 x’ 
er 
O’y v 
— p". a nr 
1.2.30x° p 
+ etc. 
x? ı! a! , 3 4" r 
wo er ee ar wer 2: aber +eut+zil 
P 1% P P P P 


Da die in diefem Summenausdrucke vorkommen! 
Summen s-; s-; 8* u. ſ. w. der Reihen — 
‚PP P_ \ 
„23, 3,4 3.09 ib; 
Te Ta a a ae 
ı 8. 2 6 
+ -+2+2 + eto; u, f. w. unbeftimmt 
p- p" p° p | 
Srößen find, die unendlihen Summen diefer Reihen 
aber, wie aus (3) erhellt, einen beſtimmten (nicht don 


x abhängigen) Werth haben, fo führe man feßtere 
ſtatt der erjteren in die Formel ein, Bejeichnet ma 
in 


+ Summwung der Reihen. 705 
in dieſer Abſi ie die RER Summen jener Rei⸗ 


hen durch Ss —F ; &— nr ei w. fo giebt (3), 


das borfige * — und die uͤbrigen Bereichs 
nungen gehörig vertaufcht, 











1 1 1 
8— — S— 
PP pP (P—1) 
Er, oil — N. 
p* pP*_ Ppitp—-n. p*  p“ 
x? _ x® x® 2 X x 
pP pP Po—ı) ı px "p 
2.1 ı x? 
I 2 px pP” 
gr — x. 3 x x 
p* pP" Pp’p-ı) ı p“  p“ 
22 X _X 321 1 x3 





u. ſ. w. 


Hierdurch wird, wenn man Bar — ſeinen 


Werth * ſetzt, und alles gehoͤrig ordnet 
— 1 








BER. HE. 29° EURE. AR, 
— dx — mp "1.20x: 2. 
| Hy : 
P- HT ——— 
— fa N 
— (1-2 + —* 
p—ı\ x 1,20x? | 
— x ey + etc 
1.2.30x° 
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2 A oy 
r es *7* — Tæocx 
y 
— X. —— + ee.) 
A I, 1.2. 30x# 
1,2 p” ox® BT 1. 1.adxs 
— — 
"1,2.30x3 + > 
x y o'y 5°y 
— _—. _ı.— + 2, 
7 2.3 * 56 ox4 * 1.20x° 
$ ey 
— x’, etc, 
1. ———— 7 ) 


— ELC» 


multiplieirte Reihe, y- 





Da die hier in z 
A rn ©? Te 
x. + xt Kerr — etc., das der Stellenjaf! : 


— Glied der Reihe, deren allgemeines Eli! 
y, oder der Werth von y für x=o, al =" il, 


o'Y 
(1-x. 5 — 


-.) — har — .a Be d.h 
| p—ı p-ı 


+ıly 
für x=b. Eben fo find de 





fo wid ‘at 
p—ı 





der Werth von — 


x? 

in S — S— en: u. ſ. w. multiple 
1.2 pP“ 1.2.3 p* 

ten Neißen beziefungsweife die der Stellenzahl o v 

gehörigen Glieder der Reihen, deren allgemeine liedet 


dy O°y 9: 
n = zum u fa w. find, ober bie Werthe 0 
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2, ö’y O’y 


u 
ax” ix’ 9? : 


Werthe durch [; a [=] [3]: u ſ. w. 


bezeichnet, ſo wird 


ſ. w. für 20. Werden dieſe 





— x, a y — 

—— * — — | ei 
px day x⸗ 

12308 p* eo 


" \p-ı -- 4 — 
5 — ER 


Es ift alfo s der Linterfchied zweyer Seifen ‚ wovon 
x x“ 
Die zweyte, weil Ss = © u. f. w. von x 


ganz unabhängig f nd, u Barth ber erften für 
x=o, ober die der erften beyzufügende Conſtans iſt, 
Damit für x 0, aud s=o werde. 





x By 
Pr. 1.2.30x? 
wo an 7) 
= — 

— m-ı 1 An mL Alp nl, „.. + AG=29p 


x5 
; © + etc, + Const. 


und 
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= em ]osr- 


SE - [= sl E].r 
"19 2 


iff, und bie Const, badurd) beſtimmt werden muf, 
daß für x=o, auch s=O werde. 


60. Will man die Summe ber Reihe ap+ 
a'p® + ap? + a'pt +... p'y finden, ohne du 
Kenntniß der unendlihen Gummen, die fo eben durd 


x 25 x 
e Sr En u. ſ. m. bezeichnet wurden, ter 


auszufegen, fo fee man jene Summe oder s = ps 
wo S eine Kuncrion von x ift. Iſt alfo S die är 
liche Sunction von <— 1, fo daß ‘S aus S entikh‘, 
wenn darin x—ı ſtatt x gefegt wird, fo ift ap+ 
a’p® + a“pꝰ + — 4 py — p“’S, alſo, bielt 
Summe von der vorigen abgezogen, 

ps — pus = PT 
und auf beiden Geiren mit p* dividirt, 
wo fich zugleich der Grund der Annahme von p' 
fuͤr die Summe zeigt. | 


Ox  1.20x® . 1,2.30x3 
fo erhält man aus der vorigen Gleichung dieſe 


08 05 938 
1) 5 — — — + — — — 
BR Tr Lade I er 
= y(0®) 


Hieraus iſt näherungsweife s= — und 
P—1 


wenn man dieſen Werth gebraucht, noch naͤher 


! 
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y 1 öy 
= erg Ar 5 Es ſey alſo 
Bel ID ur 
p—ı p=ı % p-ı %&x' p—ı x 
Ä ö - 9% 
+ — — etc, 
ſo wird 
03 
Ponsayal + BE yore 
os I & 8 
* Fr — — — — — eto. 
dx p-ı p-ı I 
SS | L ax 
a ππν πσν) 
5 _ I: / 
1.2500 7 RT 
— etc, U etc, 


— —— 


woraus vermoͤge (CO) zur Beſtimmung von a, 6, y.. 
ſich folgende Gleichungen ergeben 


a(p — 1) — 10 


0- --*0 


1.2 
a 1 
De ee 


N ) B a I 
ıP al Se 7 1,2 1,243 1.2,3.4 


u. ſ. w. 
Aus dieſen Gleichungen wird 








=.o 
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Euler hat die Formeln für die Eoefficienten «, 
B,y,&,u.f w. Institt. Calc. diff. P. II. c. VII. 
$. 175:, die Eoefficienten felbft bis mit zu 4, ebenda 
ſelbſt $. 173. | 


Haͤtte man anfangs die Summe der Reife — 
rap+ ap" +a'pi +... + p'y, oder ". 


+ ’a + ap + a'p* 2 a’'p? + us + p’yı wtf 
w p**'S gefegt, fo würde man zur Beſtimmung ven 
S diefelbe Gleichung wie oben 
= pras - p"S=pYy 

oder ps— 5 

erhalten haben. Es bleibe alſo, wenn S auf bil 
Meife beſtimmt wird, in ‘der That unbeftimmt, m 
viel Glieder der Meihe von dem Gliede-p*y an ti 
wärtg genommen zu der Summe gejogen find, wie aus 
daraus erhellt, daß wenn man ap a’p* + a“p 

.... pry = p*t"S + Const. angenomm 

haͤtte, ebenfalls die Gleichung p*t"S — p"S=?! 
gekommen feyn würde, Daher ift S.p*y oder 


— prtꝛ dy dey J 
— p—ı Sr * 6. 5 LArFE 
4 
+ 5.07 — ec. ) + Conit 
dx 


welcher Ausdruck, wenn hier ſtatt a, ßBıyı ds ul 
. 3 | 
w. und in (39) flatt SS, &ı ©, wf® 
pP P p* 


ihre Werthe in p gefeßt werden, mit dem in (59) # 
fundenen vollfommen übereinflinmt. 


61. Ein dritter Meg, die Summe ber Ret 
ap+tap +a'p? Hi... + p’y au finden, If 
folgender, | 
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Es ift, wie ſich aus (4) leicht ergiebt 
ap + a’p? + ap? + a’'pt 4 etc. in inf, 


ap , PP p° 
=; A — I — A 
erh p=-ı!. (p—1)? 
p* ’ 
+ P— 1% Ada — etc. 


wo bie Reihe rechter Hand deg Gleichheitszeichens ein: 
mal irgendwo abbricht, wenn die Reihe a, a’, a, 
ad,... auf verfehwindende Differenzen führe, fonft 
aber ins Linendliche fortläuft. 


Auf diefelbe Weife ift 
yp*+ y’p* + y"’p** + y’’p“” + ete. in inf, 


=; p p | 
um * —— — — «Al’ — A® 
* — Toon” 


. p? 
ein A'y — ei. ) 


Sind nun y, y!, y'', Y'’ or... die den Stellen: 
zahlen x, x+ı, x+2, x-+ 3,... zugehörigen Glie- 
der der Reihe a, a’, a’, a'’...., fo giebt die legte 
Summe von der erften abgezogen die Summe von ap 
+ a/p? + ap! + ....+p”'y di. 5.p'y-p’y, 
Daher wird nach Hinzufügung des Öliedes pry zu dem 
Reſte S.p*y oder s s 











—l 1 p 
— — — Ay - — 0° 
p—ı Tp-ı E” Pi” 
PP | ) 
A etc, 
(p— 1)? — 
P P PP * 
N a 


— pm): asa 4 ec. ) 
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In der Reihe, womit — multiplicirt iſt, führe 
man ’a, Aſa, A“a, u. ſ. w. ſtatt a, Aa, Ara, u. | 
w. ein, indem man a — a + Aa, da 
+ Ara, Ara — Ara + Aa, uf. w. mad, 


bla 





fo verwandelt ſich dieſelbe in ‘a — 
e P PP 

— — Aua — A3la etc,, mb 
re p—n: * 
che mit jener dieſelbe Anzahl — bat, und mit de 





Heide y— — y — Aty— etc, mit 


wer 
x41 
ein — multiplicirt iſt, “ vergleichen laͤßt. Di 


Bergleihung zeigt, daß jene nichts anders als it 
Werth dieſer für xo ift, indem naͤmlich, fo mi 
a der Werth von y für x — o ift, eben fo Au 
Ara, m ſ. w., die Werthe von Ay, A’yu.fm 
für denſelben Werth von x find. Letzteres erhellt ih 








Da 
Oy .. Tv o°y 
in — — — . — 
et u ÖxX — 1.20x? — 1.2. 301 
und | + ei 
me Yens Fan) "1.20x® er 1.2.2308 
fo wird 


aaa ar) ——— = kr 


—— 20 
1.2.5 40x⸗ 





— (4x37—6x"+4x—1) 
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ey 0 y, , dy a A 
dx ox" s "1.2,0x3 — 1.2.3028 1 er 
ı (o0°’y DIT... 0% 
— Berta 77 — J — x3 . 
* 0x3 = 1.20x* 1,2.30x® 

















o3y o'y 05% 
— —— 


— etc, 
Die erfte Reihe diefee Ausdrucks für Ala iſt der 
° f 
Werth von 2 für — die zweyte Reihe der Werth 


o’y 
von — fuͤr denſelben Werth von x; die dritte 


03 
der Werth von * fr x=ouf.w Alſo ik 


oy o*y 
A’ r ch von I £c, 
a ber Werth rer, — —— 


d. i., von Ay für x0. Eben ſo laͤßt ſich zeigen, 
daß Ara, Ada, f. w. die Werthe von A° y, A3y, 
u. ſ. w. für — Ai 











Da alfo — — — eto. 
— er nn 
Aty — 
| * — — 


für x=o iſt, und dies von dem Factor — in An⸗ 
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fehung des Factors — gleichfalls er fo iſt du 


Product (a da o a- etc. > 
— * zu — 


xt 
der Werth des Products E ( > Aa — öy 
ae 








+ — — ec. ) für x=o, d. i., diedm 
lessteren benzufünende Eonftante, damit für x o u 
s—o werde. Man har alfo 
pꝛr*a / 1 
8 — — — — 
p— 4 — 1)* — 
p’ A3 a 
— ER — etc Ä 
0-78 Ady-+ * y 
Um diefe Kormel, deren Glieder ein fehr einfe 
ches Kortfchreitungsgefeß befolgen, durch ein Eremk 
zu erläutern, ſey y=x?, fo ift Ay=3zıx + 3x+!: 
Ay 6x + 65 Ady—6; Ay und alle folgen 
— —o, Daher iſt s oder 
————— 
p—ı p—n? 
— Er Tg 
(p—1)? 
Die Conftans, aus dem Falle x = o beflimmt, Ü 
(p? 
pe Tape); Sie ift der Totalwereh ber 
(pn) 
Unendliche fortgefegten Reihe 18.p + 23p? + 33p' 
2 etc. Man vergleiche 17. 18. und 19. 
Führt man in die Formel für s die Differentialquorientet 
AR A 
Ex Ox® 9x3 








Sp‘ 


— | 


u.f.w.ein, indem man ſtatt Ay, A?y, 2° 


*⁊ 
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Er. 0?y O3y er 
1. f. w. ihre durch — Du! Due’ Du u. ſ. w. ausgebruckten 
Werthe en _ weil Ax=ı ift, . u *) 
oy 
Ay — — tet 
ee 1.2. —— 
20°y 603y 140’y 
Ay ——t — tc. 
e 1.20x° Ta Ne 1,2.3.40x* ee 
| 60°y 360'y 
Sy — — — 

* 1,2.30x3 ——— 1,2.3.40x* ER 
Ay — tc 
— 1,2,3.40x* — 
etc, * etc, 
[0 wird | Ä = 
2X ı 07, _Pprr Öy 
p-—ı 4 p-ı "ax .1.2(p-1)*  Ox® 


_P’+4p+tı 8y 


— 


1.2.3(p-1)3 0x3 


1:2,  1.2.3.4(p-1)* "oxt 
eben fo, wie vorhin gefunden iſt. 


Um die von x unabhängigen Eoefficienten iu, 
; x 
o'y ody 
öxt’ ox3 
fes — — zu beſtimmen, ſetze man | 
P_ 

y— — a⸗ 

p—ı ” bi — — (p- 


DT ST un, 
= y—a, + a — Iren 


N S. Eulerd Institt, calc, diff. P. IL, C, II. $. 56, 


—, u. ſ. w. in dem eingeſchloſſenen Factor die⸗ 





— Ay * etc. 
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Zn ee * 
p—ı x+1. (p-n* (s+ı)+2) 


pP 1.2.3 
rom — — ar 


1 
— —— — 
„u. ſ. w. ihre Entwidelunge 





Man ſetze hier ſtatt — 


1 
— — — — — 
(xt ı)(x+2Xx+ 2) 
nad) den Potenzen von —, indem man 


ı 1 A B 'C 'D " 
Sr a 
| | (1) 
1 BE A B 'C — 
(xt ı)(x+2) x? ” — 
1,3 
| 1 _ı A + 'B z 
(xFı)(a+2)x43) x 0 xt x’ 
| (1, 2,5) 


u. ſ. w. mache, fo giebt die Vergleichung der Ci 
I 
eienten zu den gleichnamigen Porenzen von = 


1.2.98p?_ 1.2p 4 gg 

pn)? 2, (,)  PI 0) 

1.2.3. 4p° 1.2.3p? ‚A pP 5 

pt he 
I 

_ — tl 

u, . W., 
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t. fe w., wo das Geſetz des Fortgangs offenbar iſt. 
Dieſe Ausdrüce für die Coefficienten a’, a”, a'!, u. 
- m. find freylich nicht fo bequem, als die in (59) 
us (7) mitgetheilten. Die letzteren laſſen ſich übrie 
ens auch aus der erflen hier gefundenen Formel für 
> ableiten, wovon jedoch die Ausführung für diefen 
£rtifel zu mweitläufig werden würde, | 

62. Man fee p=—ı, und bejeichne bie 
Werthe, welche a’, a’, a’! 1. ſ. vw. für diefen Werth 
‚on p erhalten, dur 8’, 8", 8" u. ſ. w., fo wird, 
e nachdem x gerade oder ungerade ift, Mn 


zu Horn all — di ee 2 
a a al a +. 47=0:(zY- — 
REN 756. A — — | 
— dↄ — ar "axt eic.) 
Oben in (56) wurde gefunden 
— a ER er , —... — 
NN a _ (NE d%y 


1. 2 Ox I. 2. 3,4 "ars 
+ en! 2 — — eıc.) 


IL2ırr.6 9x° 


- Heil beide Summenformeln identifch feyn müfs 
fen, fo folgt zuerſt "zo, vo, a. ſ. 
w., d. i. 


‚2 

— gr 

G) % u | 

a I N 

0)! 2a) "a = 

xp: aa r — 

2 2 2 d.h 
| I, ds * 5 / 1.2.6 

| (1,25) 2 
uf | 


31 


* 


/ 


\ — 1 
(1) —— — — — 
—— 


BI = + = 0: 
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| Ferner ergeben ſich auch noch folgende Austehd: 


| fuͤr die Bernoulliſchen Zahlen | 


2 | 
a — 22 IK L 1,5) 
— oft 23 gr? (1,2) 2 G) 
IN, Nein De ey | 

a; 2 + (ah) 
2.3, 1.2 FR 
3 „ıcın 
2° (123) Bl) 90 





\ + 
U, f. w· 

Will man hiernach einen Ausdruck für die mi 
Bernoulliſche Zahl. bilden, fo führe die Hindenburt 
ſche Bezeichnungsart, wo der Clafjenerponent dur de 
Stelle des Claſſenzeichens im Alphabere angezeigt mit), 
in der Bezeichnung der (2m — 2)ten Claſſe auf Um 
ſchweife. Diefe werden vermieden, wenn man’ mi 
Poffelt (Dissertatio de quibusdam functionibu 
symmetricis, Götting., 1818. $. 3) die mte Ehj! 





der Sombinationen mit Wiederholungen aus denn 
ſten Elementen des Inder dur) "(Lo)" bezeichnet 


Wendet man dieſe auch in anderer Ruͤckſicht vor 


liche Bezeichnungsart hier an, ſo wird 


m I,2.3..,.2m—?} 
Bla) —— , | — in 
- A] I yim-ı 
’ F 
I.2. 3. ,...2m — 2 
£ — 1 /„yerl 
— (0) * 





I. 2. 2... 20mm 


— 
| + — « ( 
2:2. 3...4 2m 4 
— 


| + .. J. + „ame 2 — 


— 
(1, 2 3, sonne: 


„(of 


E Summirung ber Reihen. 723 
63: Die Summe der unendlichen Heiße mit ab⸗ 
wechſelnden Vorzeichen der Glieder 
P*y — prhy + pXt’y — ptöyltt ete. 
wo y Ox, y=Olx+1), y/’—= Ol) u. .w, 
iff aus (61), wenn man dort —p flatt p ſetzt, 


p* p® 
a REES iR SEIN 





ptrs zur 


— — Asy 4 7 
Druͤckt man die eingeklammerte De fo aus 


— m, ——— 
-p —— y "+ y 


r»__P 
A4 t 
Tor AT Grm ER ec.) 
[0 laßt fih auf die in p multiplicirfe Beide bie in (61) 
gewieſene Umwandlung, nach welcher 
1 p p® | 
— ⸗ Ay ü3 tc, 
p—-ı Tr ? (P— 1)? Tee, 
ı d&y .._P+ı ö'y | 
— p—ı dx ' dx 
_Prap+r — 
1,2.3(p— 1)" Dx3 en 














t, anwenden, wenn * p Negativ ft, als wodurch 





— — rer 
en ® — °y 
=-yF—.Z u ZI! 


ptı ox .. k2(p+ 1) — BR 
| pP’ pt ı Oy 
“1,2.3(p+ 1)? 0x3 


p’y — — prꝛy⸗ 4 pꝛ**ey er prrytu + etc, 


— etc, _ 
lſo 


„2 Sunmmirung der Reihen, 
._P p dy, _ pp—ı) 8% 


= p+i p+ı 3x 1.2(p+ ı)? dr 
—„, © 
I. 1.2.3(p+ 2)? "öx3 
CH — + 11p—ı) o'y 
07 %2,3.4 (pt 2)* ‘Sr 


—n *) es 
wird, | 


j Das Gefetz, nach welchem -bie Coefficienten m 
eingeſchloſſenen Reihe aus einander entſtehen, sry“ 
ſich ſo. 

Dieſe Reihe ſey 
B. 9a . G ö'y 


no 


Ay — — — es 
Y prı x (prn = 
_D_ 
== mm“ 


Ferner fee man bie Reihe, welche rn 
man in der in dem Ausdrucke für S.yp* mie > mb 
| tiplieirten PR negativ — 
82 
1.7 [0 0 —. I 
=yta« dx Bat; * 
je = 


iſt “ E em 
ſo iſt — 1. = 1.2(p+ 1 


p’ BR 

na F w. alſo 
A1 
B=pfp+tne 
nn = p(fp+ı)?d’ 
= p(p+)’7’ 


5 ſ. w. 





6 A» 
.% uk. * —— f,' J 
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Aus (60) aber iſt 
pr)t—=r 
a(p+ ı)B' = (p—r)a’ 

3(p+ D)y' = (p—ı)B’—paa’ 

4p+ 1)0 = (p—ı)y'—p.2a'ß’ 

u. ſ. m. j | 

Werden diefe Gleichungen nach ber Reihe mit 

», Pp-+ 1), pp + D°, uw f. mw. multiplieire 
nd ftatt p(p + 2)a‘, p(p+ n°P, plp+ N’ 
. ſ. w. ihre Werthe geſetzt, fo erhäle man folgende 
Relationen | 

B=% 

2C = (p—ı)B 

3D=- (p—ı)C—BB 

4E = (p— DD—2BC 

sF = (p—ı)E —2BD-—CC 

6G= (p=ı)F—2BE —2CD 
etc, | 
Euler giebt die Summenformel und dieſe Rela⸗ 

ionen in den Nou, Act. Petrop. T. II; nur ſteht 
ey ihm n ſtatt p, und X, X’, X’ u. ſ. mw. ſtatt y, 
“ y u. ſ. w. Geine Ableitung ift eine andere. 


64. So wie ſich Differentialformeln und Diffes 
entialgleihungen durch Neihen integriven laffen, fo 
ann man umgefehre zu einer vorgegebenen Reihe die 
Differentialformel oder Differentialgleihung fuchen, de⸗ 
en Integration die vorgegebene Reihe glebt. Zaͤßt 
ich alsdann das Integral noch auf eine andere Weiſe, 
nd zwar durch einen gefchloffenen Ausdruck, darftellen, 
o erhält man die Gumme der vorgegebenen Reihe. 
In andern Källen wird zwar nicht die wirkliche 
Zumme, aber doch ein veränderter Ausdruck der Reihe 
thalten, der dazu diegen kann, der Summe der Reihe 
ih leichtere und ſchneller als auf dem gewöhnlichen 
Wege zu näheren. Leibnig und Joh. Bernoulli 
jaben diefe Summirungsmerhode zuerft erdacht (Gom- 
nerc, epistol, T. E p, 213.); Euler hat fie nach⸗ 
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ber vervollkommnet. Gie fegt übrigens voraus, daß 
die Glieder der zu fummirenden Reihe in die Potenzen 
- einer unbeftimmten x multiplicirt find. Wofern all 
diefes nicht der Fall ift, fo muß man erſt eine Reihe 
formiren, in weicher die angezeigte Befchaffenheit de 
Glieder Statt hat, umd von ber die vorgegebene Reih 
ein befonderer Fall ift, d. h., aus ihr hexvorgeht, wenn 
- dem x ein beftimmter Werth, wofür man am einfadı 
fen und bequemften x nimme, beygelegt wird, un 
diefe Reihe nun zu fummiren fuchen, Die Erponm 
ten von x in ber zu formirenden Reihe hat man h 
zu wählen, daß dadurch bie Hauptabficht der ganjrt 
- Operation, welche ift, durch eins oder mehrmaligd 
Differentüiren, ber angenommenen Weihe mit andern 
Ummanblungsmitteln nach Befinden verbunden, en 
weder zu einee für ſich fummirbaren Reihe, von mi 
cher alsdann der Ruͤckweg zu ber vorgegebenen burd 
Integration genommen wird, oder wieder zu ber us 
fprünglichen Reihe felbft zu gelangen, im welchem leſ 
teren alle die Summirung dann auf die Ipntegratien 
einer Differentialgleihung gebracht wird. Venfpik 
merben dieſe allgemeinen Bemerkungen am beiten © 
läutern. — 
* 1 I 
65. Es fey die Reihe — — 
5 nn Reih F 575005 
1 — 
—— — —* eic. in ink. zu fummitn 
55* uf 


: r y1 | gut 
u dem Ende nehme man die Jeibe — F——— 
2 t sa Tora 


— — . in ink, aub mihe 
— — — etc, in inf,, aus w 

u (p+2r)(g-+ ar) * | 
die vorgegebene wird, wenn x—ı iſt, und fege di 
Summe derfelben s. Durch Differentürnng enrii‘ 
nun | 

zirı yarı-ı it 000 Os 
— + — + —— + 77 
r Imre | 
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Man multiplicire beiderfeitd mit «P2t, und 
nehme aufs neue wieder die Differentiale, fo wird 
ax et a am 





5 a Ba 
1 
xe⸗ 3x, 9. Gr zes, N 
1 — x! 
folglich, wenn man integrirt, 
08 prıdx 
| | zratı, — un — 
"ax x 
wo, weil bie Größe linker Sand für zo verſchwin⸗ 
bet, auch das Tintegral echter Hand für x o vers 
fhwinden muß, Man bat nun ferner 
19x 


08 == xt 2x — = 


alſo 
| ⸗19 
6 ſærræ-idr F 








Es iſt — theilweiſe —— — 
xıP — 











——— 
= —7— 
1 1a ö 
u 49— -p x" 


Da —— ſchon für x Do verſchwindet, fo 


er 
muß auch [a für x Zo verfhwinden, damit 


für xx0o, aud s Zo werde, 
Wird zTr gefegt, fo entſteht 
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— — 4 etc, in uf, 
rennt 75 3** 
— *8x 1 — 
= * I—x g-p’ ı—i 
en PrIdx(r— xT?) 
g9—Pp 1x 


bie Integrale von xO ‚bis xx zu erſtreder 


Sp =q, fo fege man g=p+ay wo m in 
endlich * iſt, ſo wird 
2 Plön?) 2 3 xPIOxlt—X ) 
9-P 1 — x u go 
_pmmx, 1 
TAg—x! 5 
Tmxu 


weil 





= — logx — log— iſt. 
Demnach hat — | 


1 
tert .. in ia 
PrIdx 1 


x’ 57 


* Integral von xo bis x*1 — 


1 
„rt 


65%. Nimmt man in der Reife 7 TG FE, 


etc, p=r=ı, fo * —* 


—⸗ 


Form t 


1 1 T I nr 
— — — — ın 
letten Formel 4 * 4 * 4 r 4 eto, in 
| a 
=/ — log = das Integral innerhalb ber an 
gebenen Graͤnzen genommen. Man wird dieſes nid! 


— 
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gebrauchen, um die Summe ber rReihe 1 — 4 — 
4 * + ete., — — — und 


— * iſt, zu finden; ſondern vielmehr durch die be⸗ 


kannte Summe der Reihe den Werth des beſtimmten 


Integrals angeben. Es iſt alſo von x—=o, bis 
154 


Setzt man p = ı, r 2, ſo iſt innerhalb derſelben | 


[m 


1 —“ 





log — = 21* — J — = etc. 
vo Ä — 


Hieraus folgt, ba überhaupt, wenn die Integrale 
 fürx=o REN: 








OxX dx 
— 08- x I—x° F * 1—x u 
von x=o his xı 


> Se Se SER 
— log — — =: » 


Setzt man aber p=2 132, fo wird auf äßnliche 
Art 





1 — x 24 


66. Verlangt man von der eben ſummirten un⸗ 
endlichen Reihe bloß die Summe der n erften Glieder, 
fo fuche man dje unendlihe Summe von dem nFaten 


J 
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fiede an, d. i,, die Summe bon a 
ale uue ben (p+tarn)(g+tar) 
1 | 

x 2: ——— ggg = etc, und i 
m pta+rn)(g+m+nr) — siehe 
folche von der vorigen Summe ab, fo bleibt die gefuchte, 
Die abzuziegende Summe finder ſich aus der — 
wenn pa nr, g-+nr beziehungsweiſe ſtatt pı q 
gefest ge Daher iſt 


x — 

— — 
I ——— 
— r— D==IjT — — — 

(pria — Do — NE 
— — 

— — 
—⏑ ⏑ — 


ſaͤmmtliche Integrale von xo bis x1 genommen. 


67. Erempel, Es ſey p=ar 16, *⸗ 
ſo wird 
1 -i O0x(1 -x xox(r—x*) 


sp" I—x 4’ ı—x 


= —pöxtı +x ) 


2 


welches fr x=o befinde Made man nun 

xi, fo Dun. 

ee: 1 2% 1 — 
2.6 4.8 : 55 

| Ferner wird | 
m RTL RIT)( =") 
<g—D Lomx’ 


— en ı 3 3 
etc inf. = —. ==, 
——— a4 16 
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— — x⸗ —WA 
ur > SE — 


* vox 4 late) I 


=- —( Fox [xröx—[xebr0x— — 


(a xent a xen44 
— — —xı'!' + Ki — 

2n+ 2 "2n-+ =) 
— — x0, fon o ‚wird, Setzt man nun 


2 1 


26 4.8 * — * — 


tz 
=(2- ı „_en+3 
3 a+nn+2)J 
So oft als q —p, wie in diefem Beyſpiel, ein 
Vielfaches von x oder —r ift, laͤßt ſich ſowohl 
endliche als die unendliche Summe der MReihe = 
| 9 





P 1 
to +rD)(g+n at (pt — 2). Tr etc al 
gebraifch angeben, 





—— — 
08. Di mn - 
, (P+zgtzD g—p p+rzr 
1 
— — Ihe wie fi nah dem in dem Art, 


Function, 20., u. fr w. en ergiebt, 
1 

o iſt die Rihe —+ 
—— pq Hort Gramm 
"+ etc. der Unterſchied jweget Reihen, wovon die erfte 
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ı Iı . ı 1 
er Pretprer +} en die —— 
— | 
— — — EEE — — tc. i 
sat Toyıtgte = | iſ. 


1 xmIox 





g-pıi—x! bie aͤhnliche Summe der, andern 
1 ut 1) F— 
— beide Integrale von x—o Bis z=1 


erſtreckt. Daher iſt 


1 1 | 
— — 
FMAAAFA/STCOCMS 


BE, | -Idx 2] 


1 ge u 

gap" ar Lei 
wo die Gränzen ber Integrale in Klammern bengefügt 
find. Die fo erhaltene Summe iſt mit der vorige 
einerfeg. Die endlihe Summe wird entweder mie dot 
bin oder aus den endlichen Summen der Partialreihen 
gefunden, | 





1 
pꝗ 











69. Es iſt leicht, die vorgegebene Reihe fo um 
zuformen, daß der Unterſchied in der Reihe der Epos 
nenten von x ı wird. Zu dem Ende fege mm 
p=Ar,g=er, fo wird 

pgg 2 G@+rXag+nD Prarlgt2rn 

ıfı 1 1 

—— — — —————— — — — ett 
J ct AED Tara" 


+ ei 
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Die Sumine der eingellammerten Reihe findet ſich nach 


— — na anna | —— 
{= 
em dadurch | 


z 


mtorear — 
I > 
r(g-p)' — . IX u 


70.» Eine folde Umbildung der vorgegebenen 
Reihe, wie jetzt ausgefuͤhrt worden, iſt alsdann north: 
wendig, wenn in den arithmetiſchen Reihen, deren 
gleichſtellige Glieder die Factoren der Nenner in der 
vorgegebenen Reihe find, die Differenz nicht diefelbe 
iſt. F 


Es ſey z. E. zu ſummiren bie Reihe 
1 ı 
——— ZU Sue 
Gest. mar hier p=Ar, gut, fo erhäle man 
ftatt der vorgegebenen Reihe diefe zu ar | 
tiäu (A+-m)ie+ 2) Tr — N 
beren Summe 
— tale. 
 rt(u—A) i—x | 


2 A LEN: 
— Fr a ”) 
gr pt E [x 
bie Integrale bon x0 bis xa genommen, iſt. 
Iſt 4.2 eine ganze, pofitive oder negatibe Zahl, fo 


läßt ſich die Summe algebraifch angeben. In biefem 


U) 


m. - Summirung der 


—J 
Salt iſt nämlich 1—x ein Theiler von xt 
| u T- 122 
ober bon ax: ı, Es iſt aber [xt 


Pet 7 — 


71. Exempel. p=3, = r=2, 12) 














Hier wird | 
— ( — 
st — dx—775 u 
gr—pt 1 — x u 
| toxlt—x) Ox ziöx 
| IT I—x we — 
Es if 
xox — +-x} 
— —— — Me 
. ,xio0x 3 
S- —_ x log(1ı —x!) 


+ Egli tn 
j 

— xiy; 

J Bis 

Hieraus wird, weil 


x! 
log(1—=x})—logt ——— ⸗ og — — 
| 19x 39x 
— u +3 

(i+x!)(r+ x) 
— — ⸗— — —— 
* 108 +xi+x)yV(r * i+z) 


x} 
«4 33. Arc,tang a 
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welcher Ausdruck für x—o ſchon verſchwindet, alfo 
Feiner Sonftante bedarf, Macht man nun ı=ı, fo 
wird | x ae 
1 EI EEE — 

— —— — — —æ — etc, in inf, 

35. REST urT * | 


Lorgna, aus beffen Specimen de seriebus con- 
vergentibus, $. XIX. Exemp, IV, die Neihe ges 


— 1 2 I 
nommen ift, giebt ihre Summe = —r+ lg, 
3 v3 2 


alfo in Derimaltheiln — 0,6910385 .... an, welches 
irrig ifl, da die Summe der Reihe offenbar Eleiner als 
i h pe ⸗ 


1 I Di : 
die Summe von — - — + — + etc. in inf, 
3505779 * 


b. i./ <- iſt. Lorgna begeht aber auch den Fehler, 


log(t — xH gegen — log(1 —xi für x ı {ih 
aufpeben zu laſſen, und rechnet den Bogen 


— 

ung doppelt, ſtatt ihn einfach zu nehmen. Daß 
ber hier gegebene Ausdruck für die Summe richtig fen, 
davon überzeugte man fich leicht, wenn man nach der 
in bem Art., Summitbare Neihe, 22, gezeigten Art 
Graͤnzen für die Summe ber borgegebenen Reihe * 
2 1 | | = 

4 Pr — + eto, ſucht, indem man fie mit der 


ee: x 
| u 3.5 —— * vergleicht, 


Summe, wie vorhin angegeben iſt, — betraͤgt. Die 
Summe der 10 erſten Glieder jener naͤmlich iſt 
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— 0,13024805 bey biefer ift die Summe ber 10 et: 
ſten Glieder =: 0,14492765 daher die Ergänzung 
zu bem Totalwerthe — 0,0217391. e nun die Er 


gänzung der erften Neiße weniger als I 7 und mehr ab 


— der Ergaͤnzung der zweyten u ‚to it ber de 


talwerth ber eriten Peife > 0,1447407 md < 
0,1457759. Mad dem gefundenen Ausdrude win 
derfelbe — o, 1452656... 


72. Das. von 65. bis hierher angewandte Sum 
mirungsverfahren ift einer Abfürzung fähig. Anflar 
daß man nämlich vor einer vorgegebenen Reihe au 
gehend durch Differentiation zu einer fummirber 
Reihe zu gelangen ſucht, von welcher alsdann de 
Ruͤckweg zu der Ju fummirenden Meike durch die tt 
gegengefegte Operation des Integrirens genomme 
wird, Fann man fogleih von einer angenommen 
fummirbaren Reihe ausgehen, Damit man aber kt 
ihr durch Integration odet Differentiation oder beide 
gugleih zu der vorgegebenen Reihe kommen fen, 
muß. die angenommene Reihe, von der man audgdt 
einem Theile-der Form nach ſchon in der zu fummirs 
den Reihe enthalten ſeyn. Es muͤſſen daher die Ent 
ficienten derfelben in den Eoefficienten der vorgeqgebo 
nen Reihe als Factoren vorkommen. Kerner muß de 
Meihe der Erponenten von x ‘in der angenommen 
Reihe, wofern fie nicht ſchon anderweitig beftimmt il, 
fo befchaffen fen, daß durch die nach einer vorkiui 
gen Multiplication mit einer Potenz von x angebrad 
ten. Operationen des Integrirens und Differentür 

die übrigen Factoren der Coefficienten ber zu fummirs 
den Reihe nach- und nach als Farroren den Eoefficienta 
der angenommenen Reihe zugefellt werden mögen, 


Beyſpiele werden auch Hier die befte Exkiuteren 
des gefagten geben. 
7 
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73. Es fey die Neihe 


1 — 
5 — L — etc, ın inf, 
14T 2.3.5 er 

zu fummiren, 


. Eine Reihe von befannter Summe, deren Coeffi⸗ 
cienten in den Coefficienten der vorgegebenen ſchon ent 
halten find, und in welcher. der Linterfchied in der 
Reihe der Erponenten von x fo groß ift als in den 
drey arithmetifchen Neihen, aus denen die Kactoren der 
Nenner der vorgegebenen Reihe genommen werden, 


iſt 


1 1 Eur 
x+ set eo log 





I 





OD) 


Da jeder zweyte Factor in den Mennern der vor— 
gegebenen Reihe um 1 größer ift, als jeder erfte, fo 
multiplicire man in ()) auf beiden Geiten mit Ox, fo 
wird durch Integration " 

x® 5 Er. De: 

= + z + z + ei = Sex log - == ($) 
wo das Integral rechter Hand für x—o verfhwinden 
muß. — Weil ferner die dritten Factoren der Nen⸗ 
ner der zu fummirenden Reihe um 2 größer find als 
die zwenten, fo multiplicire man in (5) noch auf beis 
den Seiten mit xdx, fo entjtehe durch Integration 


1 — x 








x* x, x6 I 
— — etc. — [xoxfoxlor' 
SWUSTTALRRT: T F * Dix 


das Integral fo genommen, daß «es für x over 
ſchwindet. 

Macht man jest x ı, fo wird 

—— 1 1 FR: 

| — .b — + etc, in inf, 

1.2.4 * 2:3+5 * 3.4.6 


ı ”’x=o 
= fxöxfox log —I;= ] 
Aaa 
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wo die Integration noch auszuführen ift, welche mei: 
ter feine Schwierigkeiten ha. 


Die Summe der erften n Glieder der vorse 
gebenen ange u“ — geht man von der Reihe 

x" x(i — x⸗ 

— 


aus, und verfäßrt übrigens wie vorhin. 


gmx 


74. Die zu fummirende Reihe fey 
a rs a 4 b — a +2 ab 
mnp (m+g)(n+r)(p-+H) un (a-+ar) (pri 
+ etc, 
> a — m — n — ER 
Man feße 5 =a, ri =A, Bes =X, = 


fo wird die Reihe fo ausgedruckt 





bye a+ı ....@+2 
= T oHKmor) " Gra)am)on) 
| + ec, 

Die eingeklammerte Reihe zu ſummiren, iſt 

YA yatı xata ** 

er te + etc. — — 


das Integral rechter Hand ſo genommen, daß es *⸗ 
wird für x=o, 


Multiplieire man bier auf beiden Geiten mit 
xu-A1dx und integrirt, ſo wird 


x + xutz xAat2 
OrSe+nTarser © 
| — = fur — nn 


wo das Integral rechts für x=o verfchwinden mu: 
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Wird Hier aufs neue beiderfeits mie xr-#-19% 
nuleiplieiee, und integrirt, fo. entftehe 
xy + xyrı + x,t2 | 
— — [ten 
mu Arılatr)otı) Oral t 


| A-1 
& = f x u1öxfxur-ı jap 


»o das Integral rechter Hand gleichfalls für x—o 
Null werden muß, 


Um endlich noch die Factoren «, at ı, 442 
- f w. in bie Zähler der letzten Reihe zu bringen, 
zultiplicire man in (2) auf beiden Seiten mir xam, 
ehme die Differentiale, und dividire alles dur dx, 
Dadurch wird 


2 rn, Near... 
ev. (Armut) " Ara)utaoa) 
xI-ı0x 

— — @-9-1 /xgv-M-ı9 -A-1 
(a — vyxe-91 [xv-n-1öx fx ei 2 


Aı9x 
+ xeuıfguA-ıox/ 
iz 1 





— x 
Integrirt man theilweiſe und reducirt gehoͤrig, ſo 
rd 
xa-2 (+ I)x“  (aho)xatı Per 
wende ur urn wianmer du — — — ——Pete. 
av M  (A+2)(14+2)(v4+2) 
__ (a—A)xerı xAıdx (a—y)xea-ı 19x 
 (e—Ayu—A) a —x (A—u)w—u) — x 
(a — y)xa-v-ı — 
en) I—x 
immtliche Integrale fo genommen, daß fie für x=o 
erfhwinden. . 
Setzt man jest x=ı, fo wird erhalten 
& — -a+ı | 4 a42 
Bu» (Ara)  (A+2)(+2)(+2) 





-+ etc. 
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— a1 —— a— * ide 
—x —æn) 5 
a — x Cox — 


— — 


a — u aA, a) 
m tt 
—E AM) a—r) Gral 
fo erhält man auch” für die vorige Summe folgen 
drey zwengliedrige Ausdruͤcke, in welchen alle u 
grale von x 0 bis x=ı zu nehmen find, 





a—ı yAnoxr—xu) 
0 —— — ———————— — — 
— 1—x . 
a—V wrote 
+ m 
(A—v)(e— 9) 1x 
.a—n  Txrlöxlı ur) 
A—-u)v—n)" EX 
a—y wäxlr—r”) 
J ———— 
A —V)”. L—X 
a —ÄA xtıdx(ı —x’A) 
— | 
(u—A)(v— A) 1—X 
. a—yu ax? 
Re u. 
A—U)Y BR) IX 


Diefe Nusdrüce, von denen ber zweyte aus Dre 
erften durch gegenſeitige Vertauſchung ven A und & 
der dritte aus dem erften durch Vertauſchung tt 

und v gegen einander entſteht, zeigen, daß, bie Suma 


—* +, ol 
der Reihe * 4 —J——— + Yu 2 36 * 5 etc, sc 


a+b 
np (m+gXn+pr' 
F etc, algebraiſch iſt, wenn p—A und LT 


auch die der vorgegebenen — 
ie der borgege — 
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de und nn ganze Zahlen, fie mögen, vo⸗ 


tip oder negativ fo, nr nd, wodurch auh v—A eine 
che Zahl wird. Übrigeng wähle man in einem vors 
mmenden Kalle von den obigen drey Ausdruͤcken jedes⸗ 
al den, welcher die leichtefte Rechnung gewährt. 

75. Exempel. a=zı,bz3, m<ı, n—4, 


en, ger, rzm2a,tım2,afp a 2, Rat ho, 
Hier wird nach der er Formel 


4 7 
—r — — ete. —I 
nd 4. 7 * 2. 6.9 3 .8. 11 + 


3 4 Era) 220 
—— I: — — 


— 7— rs —— —x: — 





5 30 I—x x=ı_ 
= 2 _ 2 1g21 
‚- . 459 u | 


Lorgna giebt in der vorhin (70) angezogenen 
Zchrift, ©. 75., die Summe durd) einen Nechnungss 


22 2 
ehler wieder unxichtig, namlih — — log2 — 


A ABER: : 
02679076 ..., alſo kleiner als das erfte lid == 


,035714...., AM. Übrigens hat er nad einer For⸗ 
tel gerechnet, welche mit ber bristen der zuletzt gege⸗ 
enen uͤbereinkommt. 


76. Um die Summe der Reihe mit- abwech⸗ 
elnden Vorzeichen der Glieder 
a a 41 F | e+2 
ww Arletrn)orı) SAt2)(eH+2) +2) 
—.etc, und dadurch auch dieſer 
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a | ab | 
mm M+glntn)p+t) 


at 2b 


4 — — — — — etc. 
| (m+2g)%n+2r)(p+2t) 
zu haben, har man nur nöthig in den Diennern de 
Integrale in (73) 1 +x flat 1—x zu feßen, ale 
übrige aber ungeändert zu laffen. Sind alsdann u— 
und u—v, mithin auch y—A, poſitive oder negatıx 
gerade Zahlen, fo wird die Summe algebraiſch. 


Erempel. a2, b=ı, m=ı, n=3, pP‘ 
gZı, rZı,tzı. Hier it a=2=a, }7 
ı m, u=3—n,v=5Zp, und ed wird nad de 
eriten Formel 


1.3.5 2:4.6 * 3. 5.7 4.6.8 
ı Sxıi—x) 3 aAoxlı—T 
8 e 8 Fr 








ı+x ı X 
= — fon + Frröxtı —* 
a ı 3 bi 
16 32 32 


wenn man die Integrale, wie erfordert wird, M 
x—o bis x=ı erſtreckt. 


7% Die Summe ber 1 erſten Glieder der Reh 
@ a+ı at 2 
in 
+ ete, findet ſich nach Anleitung von (65) 


a—ı. A-1dxl — ler” 
—  (u—A)(v—A) I—xX 
a — xv-1Ox(1 — x) _ x) 


= Tr) are 


“ Gore) SEE 
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wo bie Integrale innerhalb der oft genannten Graͤn— 
zer zu nehmen find, und. wo man auch A und pr ober 
fe und » gegenfeitig vertaufchen Fann, 


Schreibe man bier in den Nennern ber Inte⸗ 
grale ı +x ſtatt 1—x, fo erhält man die Summe 
ver 1 erfien Glieder der Reihe 

a a+ı a2 


Aıv OF ıKer)orn) ErDor) 
— etc, wofern I gerade if. Iſt es ungerade, fo 
Fomme in den Zählern der Integrale noch ı + x! ftart 
ı—xı, Die Bedingungen, unter denen die Summe 
algebraifh wird, find diefelben wie in (74) und (76). 


BE wird die Summe der 1 erften Glieder 


BE 4 
der Reihe - 
b 3.5 — — 


I 3 | 
u De a de EN 
— IR "ir — 7* — — — 
die oberen Vorzeichen für ein gerades 1, die unteren 
für ein ungerades genommen. Lorgna bat nur ben 
Soll, wo 1 gerade iſt. Auch flieht bey ihm wieder 


2 I 
224-2 — — — 1 
fehlerhaft - , Rare — indem naͤmlich I22 
iſt. 


78. Die Ghlieder der zu ſummirenden Reihe koͤn⸗ 
nen auch in die Glieder einer geometriſchen Reihe mul⸗ 
tiplicirt ſeyn, ohne daß das Verfahren ſich aͤndert. 

* ſer FR , zu zen. die — 
> 








a | 
1.3 EEE 9 5.7 27 79. ug 
Da 
x x: x: * x" 
Pas Tee Tu Tg Be — 


fo wird, wenn man auf beiden Seiten mit 30x multi⸗ 
plieirt, und infegrirt | 
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1 +. a ı x! + * — 
— — — — zen e — — 
ı 3 Tr; 3* 1x 


das — — Hand ſo — daß es fuͤt 
xi o verſchwindet. 


Multiplicirt man hier aufs neue mit Jox und 
integrirt „ fo wird 





I x: I x 1 
a e — .— + — ,— + et. 
3 3 35 3° 0057 3 | 
1 x-!oX 
— — föx 
12 1—ı 


wo das "integral rechts gleichfalls für xXRo verſchwin⸗ 
den muß. 


Um noch die Factoren 2, 3, 4, u. fe w., melde 
bie Zähler der vorgegebenen Reihe bilden, in Die Zaͤh⸗ 
ler der Glieder der letzten Neihe zu: bringen, multipis 

:sire man beiberfeitd mie xt, nehme die Differennal 
und — — mit dx. ad wird erhalten 


ws 3 GG) * — 50) + — 


Es iſt durch theilweiſe Integration 
= :ox — x 
ſox = 


— 
wo, wie man * ſieht, auch * 
— > Hierdurch — 


et el — 


und, wenn man x 2 Macht, 














— für xo his 
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+ + tt Het 
1.331935 375735779 5 


= —— == >00 
ı—ıx XXIA 
— — 
* xto| * | — — 
8 — “ —ı] 4 


Die Summe der erfien m Glieder der vorgegebe⸗ 
nen Reihe zu finden, geht man von der Reihe 


wi x, x . 
— a —J 


aus, und verfaͤhrt uͤbrigens — vorhin. 


79. Das erklaͤrte Summirungsverfaßren läßt 
fih auch ben Neihen, deren Glieder tranfcendenee Groͤ⸗ 
Ben find, anbringen, 


Es ſey z. E. die Reihe 
msinp — m sin20 + Zmsin3p — etc, 


zu fummiren, Wenn man hier — sind, sin26, sin36, 
u. ſ. w. ihre Werthe in Exponentialausdruͤcken, und 
ed -ı x ſetzt, fo wird die Reihe, 


12 jmx — 1m?’x?+-Im3x®>— Im?x?-- etc, 
— ay—ı |-{mx-Im’x4+Imdr5- Imtx4+erc)] 
ie Summe der erften eingeflammerten Reihe ift, - 


wie man leicht bemerkt, log(1 +mx). Gefest aber, 
dieſes wäre nicht bekannt, fo läßt es ſich fo finden, 


Da 


m — m?x + mdx? — m’x?d + etc. — 





ı+mx 


fo wird, wenn man auf beiden Seiten mit 9x multis 
pliciee, und inlegrirt 
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mox 


ıiTmx 
— logcı-tm) 


m x0, auch = 





mı— mix: — mixd etc. ⸗ f 
2 3 





ohne Eonſtans, damit * 


werbe. 

Hieraus folge, wenn man x in x teren 
delt, die Summe der zweyten eingeflammerten und fub: 
tractiven Reihe — loglı +mx7’); mithin iſt die 
— der vorgegebenen Dieihe — 

ı -mx 1 ı-+-metYr! 
— lg ——— = — — 
— 12V °ıit+mer" 
und wenn ſtatt ePv”T, erPV”t ihre Wertche geſeht 
Ze + mcosP + msinGy--1i 
2V—ı 5 I + mcosP — msinQy—ı 


msin® 


werben, = 








‚msin® 1 ı +tangzy-ı 
Arc, tang —— _— 


——, weil ——log— 
1-+nıcosP’ | avV-ı —— — 


80. Die eben erhaltene Summation fol un 
bienen die Summe folgender . | 








— + Arc. tang— m 


+ etc, ininf., teren allgemeines Glied 
2 if, zu finden. 

as XX 
sr ı+b:xx 


Arc. tang j F + Arc. tang 





Are,| tang 
xt 


Da nämlihd — ‚ fo wird, wen 
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ern —_ m fest, unb 
XX 





2 | 
wa >= tangıd, und 


zur Abkürzung Vera rbb) = c_madı, — 
msinv 


= ı + mcosıb’ 


a | 
Arc, tang ——- +5” s — — ; sinzıp 


+-.-— — —— 
+- en 3% 
Sest man hier x nach und — —1, 2, 3, 4 etc. 


fo wird die zu fummirende ac in folgende Partial« 
reihen zerlegt 


—F ER + etc, 


I 0 
ind —. — sinz my+—, .— SInZWy etc. 
i ei _ — >: BR | 
— sind —— .— — * — etc. 
+ J — sinaꝛwu + — sinzw | 
+ sing. Zsinay #1. sinsy—etc 
— 51 — — , — 5112 — — sın — 
—— 2 3% 3 3° 
ce: ı ® ı 5, 
Tu ee + — sin3v — etc, 
+ etc. ininf. 
Zieht man Hier die Verticalreihen zufammen, fo 


erhält man flatt der vorgegebenen Meihe dieſe zu fums 
miren 


DBırtce, ı 23) mic! 
—— sind 











——,— sin 
1.2 2 1.234 
ı 2 Bm, ı. 273) rct 
—. — sinzy——. —— sin4V 
5 Beh ri 
+ etc. 


wo DB), BI, BO), u. f. w., Pie erſte, zweyte, 


F * 
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dritte, u ſ. w. Bernoulliſche Zahl bezeichnen. Setzt 
man in dieſer Reihe ſtatt sim, sinaıp, sinzu u. ſ. 
w., die ihnen gleichgeltenden Exponentialausdruͤcke, und 
über dieſes n’cerv "!=x, ste Try, ſo be 
wandelt fie fi in 








I 
2V—ı | 
Br) "1 259%(2) ı 2550) 
— nn Ku  —— x’, — e αÄâ 
* 1.2 2 1.2.3.4 3 Lied 
2B() 1 259.) a 28B0 
un — 7 — vr _. ———y3 —etc.) 
1, 2 2 12.3.4 3128 . 


Die Summe ber erften der beiden eingeffammer: 
ten Neiben heiße 3, fo entfteht durch Differentiation 
ds __2B0) UM 258 


x 12 1234 » dub 


Es ift aus Cyklometrie, 16. | 
er 23) 250) cotö 
1,2 1.2.34 2406 :_ © 20° 0 
21 1 e our4 edv 
— — zur 
alfo, wenn man O=Vx.V—ı macht, 

at) 25 2350) 


— — xt —— x — eto. 
1.2 1.2.3.4 1. 2..6 
J | 1 I ev“ Left‘ 


⸗ — —— çe e 
2x 2Vx eri— er: 








Man hat demnach) 
— dx x ef”rLer“ 
Ta Tays er er" 
und 2 | 
s—=—-logs ra en au — 
2 28 et pub, 7 


ed e 
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az ” 
Es ſey etz, al et =, Yx=logz, 


d zu fo wird 
uni avx zz’ | I | 
.n ©X — — 
avx er*— ers” 20(2 — 1) 
| 02 02 02 
Fee rein 


2°—— 1 
—— — 40 


= logfe! *— 40 
Daher ift 


s=——logx +löog(e"-er*) + c 


er x—e”VY’x 





⸗ — log 0. 
oO Vx + 

er*—_.e"* 2X . 

Da ze 2 —i etc.: 

r Vvx an 1.243 * 1I.2...5 a 

für x=o, aber s—=o werden muß, fo wird 

C=—1o0g2; daher | 


ax? 








er sex 
2VX. 


Man haͤtte dieſes Ergebniß auch ſogleich aus der 
Reihe für log.sin® in Cyklometrie, 23., herleiten 
Fönnen, | Ä — 

Die Summe der Reihe in y iſt hiernach — 

er Y—eYy 


2aVy | 
. ı ee x er very 
Reihe u g — 0g- — 





2 iog 


log 





‚, und die Summe der urfprünglicheh 





1 
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y 1 er se tx 
— ETZEr 
FE er *—er” 
= VA 55 
Da | 
eyr "IT cos -VY—ı,sinb 
_b+ay—ı 
‚, Ve(bb-+aa) 


und e=YV(bb + aa), fo wird x — rtceif”! 
— =(b+ay— 1), und auf gleiche Weile, od, 
wenn man Y — 1 in — V — r ummandelt, y= 
"(b—-ay—ı) Setzt man alſo b+- ay—ı=z 
Btay—r):, woburh b-ay—ız[B—ay-i) 
wird, fo it Vx — MB+aV—ı), Vy= 

*(83 + av — ı), und die Summe unferer Na 
| — , b+-ayV—ı 
av-ı °s b=avy—ı 


t er Btar-ı)__ e-=(Btar-?) 
El 


Weil 

I ıruy—ı 
— ] — — — — 
2VY —ı os I—uy—ı 


ſo iſt das erſte Glied des Summenausdrucks — 


— Arc. tangu 


— * Arc. tang *. Um das zweyte Glied gleich 


falls auf einen Kreisbogen zuruͤckzufuͤhren, ſetze man 
1—— erltar-r)_ e-(Btar-1) 
1—uy—ı  er@ßar-ı)_ erlßmar-i) 

und esjwird | 


k 
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I er -1)_er(Par1)_er(Btar-1)Le-B-ay-ı) 

vr erBter Here Ente ma 

1 erP(ereV "I-eral -N)te-plerat”-ı_g-raY-ı) 

Vrerflerat item erlernen) 
e"d-te-rB eraf -ı _ e-ar”-ı 

__eP+e-ß 


 erß-eB 





‚tangra, 


Die Summe der vorgegebenen Reihe ift alfo 
erß-e-r8 
erd-erPß 





I a 
— Arc. tang z + Arc. tang .tangra 


Da der Bogen im zweyten Gliede diefes Muse 
drucks >ra ift, fo jerlege man ihn noch in zwey Bor 
gen, wovon der eine ma iſt, vermittelſt der Formel 





er — — 
Arc,tangp = Arc, tangg + Arc,tang — 
erß4ereß 
erß — eeß 
— tangma macht. Dadurch wird 
eher | 

ur 
— — ——— — — 


*8 7ß 
— 


indem man p tangra, und q 


.tangra —tangra 


— ‚tangra? 
er ep |, ö 


2e"B ,sinracosr« 


erP(cosma’+sinze®) — e"P(cosr a®-sınra?) 
sinarz 


— 


— — — 
eneß — C0S27X 
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Hierdurch iſt nun | 
| a | a a 
Arc.tang - IB 5+ Aro.tang 2457 Arc,tang Orb + etc, 


sınzra 


m ma — — Arc. tang F st Arc, eng nn 
— a 


wo & — B durch bie ER B-Fay—ı)'= 
b-avy—ı gegeben find, 8 wird aber B= 


b “+ bb —b bh) 
—— ——— 


oder, wenn man ıb benbehält, B= Vacort 


—— 
amV — atang — U. Macht man über iii 
. e=B — tangx , und tang(45° — x)cotra —tangt 


fo ift die Summe ber Reihe — — ya 


Auf Ähnliche Art verwandelt fih die unendlih 
Meihe mit —— ar ber — 


‚Arc. ung Are ‚tang — +Arc. tang— En 


— b 
in folgende 
— () m? G 2) mict 
@— ı)BO)mtc siny _ (23 — 1)B6) mic — 
I, 2 1.2, 3. 4 
5 (5) m6c3 — )mSch 
NEO NOTE 
” I. 2....6 = 5 I. 2. 8 
| + eii 
| Die Summe diefer Neihe auf die vorige It 
° oder aus der Neihe für log, tang — 9 (Egflometrit 
2 


26.) gefucht, wird bey den vorigen Bezeichnung‘ 
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x— (erx — XXCV 1) 
Jog Or: + I)(err— ı) 





I 
44V yo ay-ı 
e*P sinr« 
ed L 





1. a 
=. — — — At 
= Arc,tang 1 Arc.tang 


Es ift aber zu bemerfen, daß die Summe her 
Reihe mir abwechfelnden Vorzeichen der Glieder auch, 
aus der Gumme der Reihe mit einerley Vorzeichen ver 
Glieder abgeleitet werden Fann. Man fehe deswegen 
Pf affs Disquisit, analyt. Vol. I., wo die Summe 
der Reihe mie denfelben Vorzeichen der Glieder P. 65. 
$ XCIII., und aus. ihe.p. 70. $. XCIX. diejenige 
ver Reihe mit. abwechſelnden Vorzeichen der Glieher 
gefunden wird. Die ganze erfle Abhandlung diefes 
Werks berriffe nämlid) die Gummirung von Reihen, 
deren lieder: Kreisbogen find, wovon die Tangenten 
nach einem gewiſſen Gefege fortfchreiten. Die Gum: 
mirung ſelbſt wird nach. einer‘ fuͤr Reihen dieſer Art 
eigens ſehr ſcharfſinnig ausgedachten Methode in ſehr 
großer Allgemeinheit zu Stande gebracht, da Euler nur 
mit ein Paar ziemlich eingefchränften Fällen, und zwar 
durch ein indirectes Verfahren, harte: fertig werden 
können. Übrigens fest die obige Summirung, wie 
die. Anwendung. der: Sleichung | 


msin® 


Feen 


msinG. — — mꝰ sin? & 
2 


+ — m3gin3O — etc. ſogleich zeigt, voraus, daß 


unter den Bogen, welche die Glieder der Reihe bil⸗ 
den, die kleinſten zu verſtehen ſind, welche den Tangen⸗ 


a. a A u i 
ten —— Pr een u. fe w. zugehoͤren, fo. wie 


dieſes auch Yon den Bogen, welche in den Summen: 
Ausdrinfen vorkommen, gile, | z 
| D66 


754 Bummirung der Reihen. 
8I. Exempel. — b — 0. Hier wird 
0 1 1 
= =" B= 24 0 alſo —— 
r. Demnach iſt 
| Arc, tang — + Arc. ang + Arc. ang ti. 
”. x . . — 
+ Arc. ang _— + etc, ininf. = 
Diefe Reihe ift eine von ben beiden, welche Eu 
lern Veranlaſſung zur Detrachtung ber Reifen biefer 
Art — Die andere iſt 
Arc. ung + Arc. ung + Arc, tung — 
+ Arc, tang— + Arc, Ling + etc, in hl 
1 r J 
= 1 
4 
Dan gelangt zu ihnen auf folgende Arc, 
Es ift tangy = —, wo m eine ganze Zahl il; 
man foll den Bogen y in zwey andere = und Ah 
zerlegen, daß tanga — —, tangß = r werk, 


wo n und p gleichfalls ganze Zahlen find, 
Da | | 


Sen 
= ungy = ung HB) = — 


a1 ® 4 I 
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— 
mp—_—ı 
fo wirb 
mn + mp=np — ı (2) 
und Ä 
mn + ı mm} ı 
ba — Z n+ — 
n—m n—m 


Damit alfo der Forderung ein Genüge gefchehen 
fünne, muß n—m ein Theiler von mm-+- ı feyn. 


Man fege, um nur bey dem allgemeinen ſtehen 
zu bleiben, L n—m=1ı, alſo n—=m-+ 1, fo wird 
p=mm-ni+ı, alſo a a A 


« 





1 1 
‚tang— = Arct — . 
Arc ang-— ; TC Ang —— — +Arc tang = 
Wird hier nach und nah m+ı, m+2, m+3, uf, 


w. flatt m gefest, fo entfteht 


5 I. 
Arc,tang —— = Arc,tang 




















m+iı mm-+ 3m+3 
I 
Arc.tan 
| + mt 
Arc, tang — —— Ärc, tang — 
m+2'° , mm-+5m+7 
. Arc.tan 
rg." 
A Ä DR 
en, Be RE Bmt7mtı3 
Ar⸗ tang s 
| | PP mr+g 
etc, ‘ ; etc. 


Hieraus wird durch Addition mit Yuslaffung defs 
fen, was ſich aufhebt, i 
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A . U Arc, ung — 
Em j "snmt+m+i 


+ Arc. tan s 
& mm-3m-+3 


I 
Arc, ang — 4.0.0 
a. 
I 
Arc ang or dated 
| - + etc, inin, 
alfo mr gemade 
Ir Arc, tang— + Arc, tung 4 Arc.ung- 
4 3 7 13 
— 1 
—— — nf, 
+ Arc. Try; > et.ın 
Dieſes ift die zweyte der vorhin erwaͤhnten Meißen. 
| Iſt m ungerade — 2q + 1, fo mir 
mm +ı7= 229g 24 +1). Nimmt man alı 
I. n—m=2, folgliy n= 2q + 3, fo wird p= 
2qq +24 r14729 +ı=2g+ x)" Demmad il 





| I I 
Arc. ans A — Arc. gr) en 
; 
+ Arc, tang — 
294; 


Hieraus wird nach ber vorhin gebrauchten Art i 
fchließen. | Ä | 
| — 


| 1 
— a 





| 1 
+ Arc. — 
2. 


re 





4 Arc. tang 
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alfo, wenn man g=o macht, | 
X I 1 1 
| + Arctang — -+ etc, in inf. 
weldes die erſte der oben gedachten Reigen ift, 


Beyläufig mag noch angemerkt werden, dag man 
vermittelft der —— entwickelten Formel unter ande⸗ 


ren Zerlegungen von or auch diefe erhält 
N I 1 
— 5 Arc, unge +2 Arctang-— +3 — 
Da nun 
x! 2.4 xt 9 
— ch — +7 (Gr a) 


6 
— x = ee} 


wie in dem Art., Umbildung der Neihen, gezeigt wer⸗ 
den wird, ER . er 

















1 +2 a F 4 6 
ler rar 3 — 65 
+ Heel 
36.2 -ı 4, ı.6 ı 
+ — a — — - -c— 
325 (+7 325 * 5 325 * 7 32” 
4 ec.) 
x ah I +8 I — 
are rd 5 9250 " 7 "3250 


3 3250 
| + eic.} 
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wo AB, C, u. w.; a, b, c, u. ſ. w.; a, ß,yu 
ſ. w., die auf einander folgenden Glieder der diey 
Reihen bedeuten. Hat man die Glieder der erſten 
eingeklammerten Reihe einmal berechnet, fo ergeben ſich 
daraus leicht diejenigen der zweyten, und aus dieſen die 
der dritten Reihe, weil 325 — 5. 65, und 3250= 
so. 325. Das ik der Vortheil diefer Zerlegung, 
Alle drey Reihen convergiren fehr ſtark, fo daß ıyan, 


um Zr bis auf zehn Decimalſtellen genau zu habın, 


in allem 13 Glieder zu berechnen hat, und überhuur 
16 in Rechnung kommen. — Diefes ift ein Nadırz 
zu dem Artifel, Cyklotechnie. | 


82. Andere Benfpiele von der Summirung ſeh 
cher Reihen, deren Glieder tranfcendente Größen ji) 
durch Differenrfiation und Integration giebt die in se 
angeführre Abhandlung von Pfaff in $. CXI. CXIL 
und CXXX, . | 


In 79. warb aus ber’ bekannten Summe de 


Reihe m——m' + — — „mmttete.—logtıtz 
die Summe dieſer msin® — —m'sinap --—m?sin‘) 


I 
ars + etc. gefunden. Mach der daben je 


brauchten Art, nämlich durch Gubftitution der glik 
geltenden Erponentialausdrüde ftate . der Sinus w 
Eofinus, laßt ſich überhaupt zeigen, daß, wenn 
A+Bx+Cx? + Dx? + Ex? -+ etc. 
eine fummirbare Neihe ift, auch die Reihen 
A-+- Bxsind + Cx’sin2® + Dx?sinz3$ + etc. 
A-+- Bxcos® + Cx°cos29 + Dx3cos39 + etc. 
fummirbar find. Daffelbe laͤßt fich auch bey berfeben 
Vorausſetzung von den Reihen 


Summirung der Reihen. 759 


A + Bzsin(« +9) + Cx'sin(« 4 20) 
+ Dxsösin(a + 30) + etc, 
A + Bxcos(@« +9) + Cx!cos(a + 29) 
+ Dx’cos(a 4 36) + etc, 
darthun. Diefer Sag wird. zur Ergänzung des Art., 
Summirbare Reihe, hier nachgehohle. 


83. Mehrere der durch das bisher erläuterte 
Verfahren fummirbaren Reihen laſſen ficy auch durch 
die umgefehrte Methode der Differenzen fummiren, wos 
zu aber oft eine leicht fic) ergebende Transformation 
nörhig ift, um nämlid den Gliedern der Reihe die 
in (14) angezeigte Befchaffenhei zu geben. Dieß fol 


L 1 
— — 6 — * — — 
hier an der in (67) ſummirten Reihe — 4 = 
1 | 
+ — u. etc, gezeigt werben, 


Man drucke dieſe Reihe fo aus: 


1 J—— 1 x — 
2.21,3 7 2.4 * 3.5 * 4.6 r | 


fo ift das (x + ı)te Glied der eingefchloffenen Reihe 
‚ alfo wenn. man den fehlenden 


x+2 
(x + ı)x+2)(x +3) 


1 
ET)—53 
Factor <+2 ergänzt — 


u xt ı — en ne une 
—ar)@taGt arnarsat 3 


— — nn, Heißt 
23) (x+NDa+ 2X + 3) 

demnach die Summe der eingeflammerten Reihe S, 

fo ift 


4 


Son 


zo >> — 
42) +3) (x + ı)/x-+2)(x +5) 
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| .ı X 
. x+2 2(+ı(<+2) 

Da So werden muß für x=o, fo wird 
1 1 3 
Canst, = — _ — — 
2 = 4 4 


4 
———— 215. 26 SEN 
4 2(xF+ı)(x-+2) 


a__ot_ 
16 80x + a) +2 


wie in (67) gefunden ift, weil hier x ſtatt bes dort 
gen m ſteht. Man wird leicht bemerfen, daß dl 
- Summe bier viel kuͤrzer gefunden worden, als in (67): 
dennoch aber behält die Summirung durch Differentis 
sion und Integration vor der Summirung mittels de 
umgefehreen Methode der Differenzen den DBorjui 
weil fie allgemeiner ift, welches noch mehr erpeiu 
wird, wenn man auf das folgende Nücficht nima. 
Übrigens Hat Sorgna in dem oben (7x) angeführte 
Specimen de seriebus convergentibus, Veronat, 
1775. das Gummirungsverfahren durch Die 
tiation und Integration, jedoch nur in fo weit, a! 
dazu bloß Die Integration von Differentialformeln es 
fordere wird, mit ermüdender Weitlaͤufigkeit abgehen 
delt, da das Allgemeine davon doch nur auf wenig 
Puncte ankommt. Im zten Cap, bringt er die Gum 
mation der Reihen der veciprofen Potenzen der N# 
tuͤrlichen Zahlen 
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1 | EN 

+ — +— + —+— + etc. 
— * mt et on ı auf das beftimmte 
Antegral i 
x x 

... etc. = [= £ J- — 7 —IJ.GR ] 
zuruͤck (man vergleiche oben, 65’), und ſucht bie 
Werthe deſſelben durch die Coteſi ſchen in dem Artikel, 
Duadratur, mitgetheilten Formeln, eine überflüffige und 
Daher unnüge Arbeit, 


84. Tin den bis jetzt nach ber Leibnig-Ber 
noullifhen Summirungsmerhode fummirten Reihen 
enthielten die den Potenzen von x zugehörigen Coeffi⸗ 
eienten der Glieder in ihren Nennern immer diefelbe 

ahl von Factoren, und cin gleiches hatte bey den 
Salem Statt. Nimmt die Zahl diefer Factoren in 
den Nennern oder Zaͤhlern oder in beiden zugleich re⸗ 
gelmaͤßig zu, fo kommt die Summation auf Integri⸗ 
rung einer linearen Differentialgleichung an, wie die 
nun folgenden Exempel, bey denen man ſich an das in 
(64) und (72) geſagte erinnern muß, ri un 


85, Es ſey die eihe ++ 








1.2.3 


| I 
ee zu ſ M 


formire die Reihe x + = 4 = 7; — et c. 


ininf,, aus welcher die — — wenn 
xı iſt, und ſetze die Summe derſelben y, fo giebt 
Die. Differentiation 





- x  x° x3 dy 
J 
d. i. | 
— 

ee 
oder dy — ydx —- 0 





762 Summirung der Reihen. 
Diefe Gleichung laͤßt ſich Teiche durch Sonderung de 


veränderlichen Größen integriren, indem 


14 | 
alfo loglı +y) = Const, + x 
wird. Da y für x==o verſchwindet, fo wird Const 
— 0, alo 1 +y=e*, mithin y=e“—ı, folglid, 
xs—ı gemacht, die Summe der vorgegebenen Reihe 
— e— ı, wie es auch die Vergleihung mit dem be 
kannten Werthe von e zeigt, 


86. Die zu ſummirende Reihe fey 4 


I 





1 
— — etc. Man ſetze die Sunm 





der Reihe — — tc. und 

der Reihe — + — + — etc. 
* 1,3 * 1.3.5 r 1.5.5.7 + 

welcher jene begriffen ift, — y, fo entſteht durch Di; 

ferentiation 


> ES \, x® — dy 
147 T5*75 En > 
Da nun 
x? x; x6 x y5 
—_— — — etc, Z xi — 
1 * 1.3 ——— 1 13 
D x5 ) 
—— eic 
*F — F 
= xy 
fo wird 
oy 
Ix — 27 + ” 
oder dy — xyox = Ox. 


Der integrirende Factor zu diefer Differentialgleihun 
iſt ex*'2, und es wird 
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yaxı Pa rg 
wo feine Conſtante nörhig iff, wen man das inte 
gral fer-0x mit x SO anfangen läßt. 


Weil aber das Tintegral fe20x von x—o an 
genommen ſich durch Feinen geſchloſſenen Ausdruck dar⸗ 
ſtellen laͤßt, ſo erhaͤlt man nur eine aan, der 
vorgegebenen Reihe. 


Setzt man nämlich ſtatt e—ız:2 feinen Werth 


——— x6 ird ' 
ee — + etc, ſo wi nach volls 


brachter Tjntegration , - r 
x3 + x’ x? 
m ( 2.3 2.45 2.4.6.7 * ) 
* — vorgegebene Reihe 





I 
- + — + + ——— + etc. iminf. 
- + J 


1 
— eff 1 — — + — — — 
—— — — 8 

Die Glieder der eingeſchloſſenen Reihe werden gegen 
die gleichftelligen Glieder der urfprünglichen Reihe ims 
mer Fleiner, Das Verhaͤltniß der (n + ı)ten Glieder 
1. 3.5.7... 2mn — NM 2 
iſt —— — — — —* — Ä 
ſ 2.4. 6. Bere 20 a V(n-+ı)r * 
ſtens (54.), daher die ſummatoriſche Reihe eine ſchnel⸗ 
'ere Annäherung gewährt als die urſpruͤngliche. 





Man * = * die Sache umkehren, und 
7 
die Reihe — 4* + Tas? 7 eic, 96 
1.5 
rauchen, = F erh des Integrals fe“ ”öx, 
on x=o an genommen, darzuſtellen. Es wird naͤm⸗ 
ich 
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| — | (2 — 4 4 
e Ray EI re EI, 
f X 3 1.3.5 1.3.5.7 


) 





und wenn man xx —2tt ſetzt 
art , (at)?  (ac° 
e-tät— et — — — + — 
ö (: T 3 3.3 3.5«7 
| (a1*)* ) 
— etc, 


| Diefe Reihe, welche o wird für eo, finde 
ſich auch, wenn die Kormel eöt rheilmelfe integeit, 
uud bei dem fummatorifchen Theile wieder eben fo ver: 


fabten wird u. ſ. w. ' 


87. Diefe beſondern Beiſpiele mögen als Ein 
leitung zu der-folgenden Auflöfung bienen, welche Eule 
(Institt. calc. integr. T.II. $. 1059) von dem allgemer 
neren Problem degeben hat, die Summe der unendlichen 








NReihe 
A -Bx Ox +Dri3+...+ Mxt-4-Nzi-+ etc, 
nm. om ‚n._im+h 
am-+h_. G—ı)m+h _. 
—* N 2 — — 
— uͤberhaupt — Mil, 
zu finden, 


Heißt nämlich die Summe diefer Reihe y, fo bi 
y=A+Bx-+ Cx’...+ Mx' + Nxi-r ei, 
fo wird durch Differentiation und Multiplikation mit x 


u | Bzx +2Ct'+3Dr? +... 

und “+ d— ı)Mxi—! »iNxi + ett, 

nxdy | 

a tky=karlat+k)Br+Haan +CHF 
+ (in+k)Nxi + etc, 


% 
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mr , Ä 
= + ) — (om+h)Ax-+(m-+h)Bxt-+ — 
+ (G— ı)m + h)Mx' + etc. 


i. vermoͤge der gefegten Relationen zwifchen B und 
;CwB;uf.w. Nud M, u. ſ. w. 


= (n+kBx-H(2n+k)icx ... 





+ (in+ KNxi+ etc. 
Offenbar ift alfo 

nxöy F mxdy 
TIMER 


—— YOX I. 

x(n— mx) x(n— mx) 
tvorgeht. Diefe Differenrialgleihung mit der in 
m Art., Integralgleichung, 12., behandelten 

oy 4 Pyox = Q&x 
| —h 
fammengehalten, giebt Pox = (R — hr)öx 


x(n — mx) 
kox mk—nh x 
= — — und JP%x oder 
4 k—nh _ 
gear logx — = — log(n — mx) 


k F nh-mk : k ph-mk 
: logx” (n—mx) #u alfo Fe x"(n-mx) "@ , 


ber erde iſt, wie die Ausführung in dem angeführs 

1 Art, zeige, der’ integrirende Faetor zu der Gleis 

ng öy + Pyox = Q°x, alfo witd unfere Gleichung - 
k oh-ımk 

th Multiplicarion mit x" {n-—ınz) "==  integrabel, 


d man erhält — 
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| ab-mk k — — 
(1 - mx) * x"y = kAfx" Oxfn—mx) "" 


wo das integral fo zu nehmen ift, daß für ı=ı 
yA werde, wie es die vorgegebene Reihe erforder. 
Iſt diefe Bebingung erfüllt, ſo re man 

mk-nh k ah-mi ; 
y= kAx (DD mx) mu fa" "dx(n-mı) > 


88. Eine befondere Entwickelung erfordert de 
Fall, wo m==o iſt. In dieſem iſt die Different 
gleihung | 

'k—hx kAdx 
0 an yox = 








k „hx 
und bet — Factor x” e =, 


Die Jntegration giebt 
k 


alfo 


89. Auch der Kall no muß befonders uf: 
gelöfe werden. Die Differentialgleihung wird Fi 
denfelben 


—X 


—k Kadx 
— *— 








h k 
und der. integrieende Factor iſt Te, Man iv 


kommt 
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ya Kb 
np MI. ın fox Fri 
j => i fe”x” 9x 
as Integral auf die vorhin bejtimmte Art genommen. 
go. Iſt ko, fo wird y algebraifch ausges 
ruckt, indem namlih R 
J . 
(n— mx)"y = C 


der y=Can—m)" 


| — 
ird. Für x = o entſteht hieraus An C, alſo 


= An”, mithin ift 
on bh 
y=A —) 


Aber auch wenn k ein Vielfaches von n, — pn 
t, wird y algebraiſch. In diefem Falle ift nämlich 
— | nh-mk 
[x " "Bxin—mz) => = 





h 
p-ı —p-1 
fx ®x(n— mx)" 


»elches integral nach (Integralformel, 60. I) alge⸗ 


raifch wird, 


91. Exempel. Die Reihe 


II I in inf 
1 +,x + — + — + etc, in inf, 


ı fummiren. 


Hier it A=ı,m=2, h=ı, n=2, ko. 
Jaher die Summe der Reihe oder 


# 
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ET. 
y ) = (I-x)! 


wie bekannt, 





92, — * zu ſummirende Reihe ſey 
1.3-5 


1 13 +, + 268 + etc. 
Man fege | 


fo iſt ing) A=ı, m=2; hzı, nZ2,kzı 
und 


ie — fox(ı —x)} 
— 1 —x)+ +C 
Fuͤr x o if ya m 
| = 2 + C 
mithin 


L-x)txy a —— 
h — Tex: 


und 
= a(ı — 
Hieraus kommt für x1 die Summe der het 
gegebenen Reife = 2: 


93. Erempel, Die Reihe 
— 3.7 7 , 3.79 9 5.7.9.I1 





pr 6 26.3 a 
zu fummiren. 
Man fee 3,51, ———— etc, ZN 
ee 4 4.6 46,8 


und nehme in (87) x negativ, wodurch and dx mir 
| in 


% 
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tiv wird, fo tA=-, e 2, h=z7, na, 
k=4 un | | ; 
(t + x)wy = > [söxcı +x)t . | 
Ei Es ift aus (Integralformel, 59, IV.) 
Söxlı - xy⸗ x: +) — -fox(ı +)! 


. - =(« — ro. +x)i 


(r + r)ix'y = (x — =) + x)3 + Const. 
Da für xTZo, =— ift, fo wird Const, 


2 5 . 
== = und 
3ıx—2 2 
d 3x*® + 3xCı + x) 
Macht man nun x=ı, fo fommt 
| . 7 ‚7.9.11 
3 ._3713719 _ 579 4 oto, 


— — 


4 4.6 4.6.8 4.6.8.10 


— — — 
—67 7 (+ v2) 
24V2 | 
6 


94. Exempel. Die Reife — + + 
2023 





» 
— 


1.1,2 


2. 3. 5 
+ I, Is» 2,3 + etc “ [1 f f . 
_— ın ınd, zu ſummiren. 
35,7 | ur | 
Ere 
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1,I.2.3 
——d 


Sn 
& ” — — 





4 etc. =y fo ift in (87) = — m-ı, Xi, 
n==2, k=ı, und es wird 


(ax—xx)ty — — xidx(⸗ — x)" 


== — Arc. siıf, vers, x+t 
i 2 . F 

“aus (Integralformel, 55.) Da für zo, y- 
— ip fo wird C=o, alſo 

Y— ayGx—ıx) 
und wenn man xx feßt,. 
I — I.I.2 1.1.2.3 4 — 

2.3 2.3.5 2.3.5.7 4 

wo der halbe Kreisumfang zum Halbmefjer ı If 


Arc. sin. vers. X 





Man Hat Hieraus noch 


Arc, sin. vers, x — «= (1 + + Fr + — 2 


Pr 
12.3.4 
 — rt * 25- w) 
T 79 + v( 


und wenn man Ylax—xx) nad) dem Binomiſt 
Lehrſatze entwickelt 


—— x 
en 1 — ? a. 
( at 2.4 25.5 
1.3.5 
— — t X, 
— — Suc)y⸗ 


Dieſe Reihen fehlen in dem Artikel, Eyklometrt 
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Setzt man x sin. vers. 20 = 2sing®, alfo 
c02P =ı—x, fo wird Ylax—xx) — sin2$, 
und durch die erfte Reihe 


+ = sind® + ec.) 


Diefe Neihe, welche eine Transformation der bes 
Fannten Meihe für einen Kreisbogen aus feinem Sinus 
ift, dient fehe gut @ durch einen Kettenbruch darzus 
ſtellen ). Davon in dem Art,, Umbiloung der Reiben, 


95. Exempel. Die ju fummirende Reihe fey 


= z + 3 Ms. + etc, in inf 
— — — — —— — — C ın fi 
1.2 123 1.2.34 + 12345 0° 


1? 1 1 Bi 
Bid — — x! + 
| 1.2 


3 
1.2.3 * 1.2.3. 4 o* 








+ etc. —y geſetzt, ſo it in (87) A= — mo, 


hzı,n=ı, k=2, alfo aus (88) 
xte"y — f[xer*öx | 
= C—e“”(r+x) 
sufolge (Integralformel, 100. L) Für x==o, iſt 


| 
„a Dadurch findet fih C= ı, und 


— — 





x 
d. i. 
1 I t e* (14x) 
— + — ıi +: 2’ ı vice, m — — 
1,2 a 1.2.3 * 1.2.3.4 * | x® 


*) Aus ihr folgt die oben in (81.) gebrauchte Reihe für Arc, tangæ 
ſehr leicht. . 


er" &umitirang der. Reihen. 


wie man auch ohne Integration ben einiger Aufmert- 
famfeit und übung leicht entdeckt. Multiplicirt man 
hier beiderfeits mie x, und dividirt die hierauf ge 
nontinenen Differenriale mit ©x, fo entſteht 








* 4 x — i) *4i 
— x + . x! + etc. = ann t 
3.2 1.2.3 12.3.4 x’ 
‚und wenn man x 1 macht 
er 9 
— — — — — + etc. =I 


1.2 L23 — 3.41. 2...5 


Die Reihe naͤhert ſich dem Totalwerthe ober dr 
Bränze ihrer Summe ſchnell. Die Summe der ii 


den erſten Glieder it 1 — — , ber drey ern 


er 


ne 1 j " | L[ 
1 ——, der Hier erſten 1 ——, u. . n 





1.2.3.4 j 1.2.) 
Die Neihe entfteht übrigens aus der Reihe 147 
TORE. t i 
— + etc., wenn man auf dieſe de 


1.2.3 1.234 | 
Verfahren in dem Art. Summirbare Reihe, 2. bett) 
10,, anwendet. Man fehe Sog. Bernoullis Weth 


T.IV. p. 9., wo/auch gezeigt wird, daß bie Reihe — 


. 4. 9 16 | 
* 1.2.3 * 1.2.3.4 * IrZ40+5 * * 1 ur 


| L- 
+ 


1 
— nn de Et, b. ii, Ze melde 
1,23 1.2.3.4 * — 


— 
fi; aus der obigen Gleichung zwiſchen ber Net 7, 


2 | 
+ — + etc, und ihrer Summe, wenn man d 
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Multiplication mit x, Differentiarion, und Divifion 
mit Ox noch einmal — leicht findet. Auf gleiche 
Weiſe ergiebt ih — — + — 


— — 
I, 2 .3 1.2.3.4 I» Fun! 
+ etc, = — — w. 

96. Exempel. Die hypergeometriſche Reihe F 
te in inf, 
zu fummiren. 

Setzt man 1 —ıx + 1,2x° — 1.2.3x° + eto, 
— y, und x in (87) negativ, ſo iſt A=ı, h=ı, 
m=-ı,nZz0 kı,alfo aus (89) 





Da fir xo, wo yzı if, die Größe linfer 
Hand des Gleichheitszeichens verfchwinder, fo muß das. 
Integral rechter Hand gleichfalls für x=o verſchwin⸗ | 
Den, Unter dieſer Bedingung alſo iſt 


1 — 


e Tox 
Te 


x x 
folgihd x=ı gemacht, 
1—ı + 1.2 1,2,3 — 1,2,3.4 — etc, in inf, 


— XMXOF 
X—1I— 


Auf dieſe Weiſe iſt alſo die — auf ein be⸗ 
ſtimmtes Integral gebracht. Euler hat dadurch in der 
Abhandlung, De seriebus — (Nov. 


als die 








Comment, Petrop. T. V.), indem er 
| ser * 


der Abſciſſe x zugehoͤrige Ordinate einer Curve bes 
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trachtete, und den zwifchen den Ordinaten in ben Ends 
puncten der Abſciſſe 1, der. Curve und der Abfeiffenare 
enthaltenen Slächenraum vermittelt der Annäherungs 
He in (134) des Art,, Quadratur, fürnZıo 
uchte, die Summe der Reife — 141.2 — 123 
+ etc. — 0,59657164 gefunden, Die Formeln in 
(144) und (145) jenes Art. geben mir die Gumme 
— 055962238, welches aber noch fehr von der Waht: 
heit abweicht. Die genaue Summe ijt nömlig 
— 0,596347362323...... bermöge einer von Mia: 
fheroni aufgefundenen Relation zwifchen derſelben 
und der bey der Summe der natürlichen harmoniları 
Meihe und ven Integrallogarithmen vorkommender 
Eonftante (40). Man fehe den Traite du calc. dif, 
et du calc, integr. T. IH. $. 1227. von Lacroix. Übr 
gend ergiebt fich hieraus noch die Summe der hapen 
geometrifehen Reihe 1 — 2 +06 — 24 + 120— 72 
. + etc. — 0,40365 2637676 ...., wie im dem Art, 
Heide, 31., angegeben if. ! 


| 9. ‚ Wenn in (87) Azı, mzzı, kzp-i, 
und n=ı, fo verwandele fi die Reihe A + Bi 
i | hch 
+ Cx* + Dx? + etc, in diefe ı +8 ni 
„ Ph+1)(h+2) a 
| — — + etc. deren Summe y durd 
x ([-x)brrgpey (p— 1) far2(ı or 
beftimme wird, Wenn p>r ift (für pı iſt de 
Summe der Reihe (1 — x)6), fo verſchwindet M 
Theil linker Hand des Gleichheitszeichens für x 


.. indem alsdann yı ill. Das Integral rehft 


Hand, muß: alfo gleichfalld für x==o verſchwinden. 
Es werde fo genommen, fo iſt, p>h gefest, 
2... pn ox)br  ° 
II — — — — * — ¶ -b) 
y — ſx⸗dx(i - x) 


Es iſt aus (Integralformel, 59. VE) 
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’ * "yp-1 A ) 
Sr 2öx(i—x)C) = —— 


h 
ee a a 


Da ber .algebraifche Theil des redueirten Inte⸗ 
grals für x o verfchwinder, vorausgefetst, daß p 
niht —h+ı ift, fo muß auch der fummatorifche 
Theil unter diefer Vorausſetzung für jenen Wersh von 
x verſchwinden. Iſt num über dieſes p— h eine ganze 
Zahl, fo kann man die Neductionen auf die angefans 
gene Weife forrjegen, bis man auf das Integral 
/xröx(ı—x) gefommen ifl. Wofern nım noch, p 
eine ganze Zahl ift, fo laͤßt ſich das letzte Integral 
entweder durd) Divifion oder nach (Integralformel, 59. 
IV.) auf Jox(ı—x)-: bringen. Auf diefe Weife wird 


hh+n) , 5, 
ah 





h 
p-h-ı —  p-h-2 





4 bb+myh+2) urn. Po3 Go 
Pa)ph-)e-hg).... ı 

_ h(h+r1)...2.... p-ı BR. Sup eb. EM 

u. aA (p-2)xı  (p-3)x° 


+ — — + — Ga-zprhni 


(p-4)&° — 
* = -h-1 
h(h-+1)...... . p-ı (ı-x)P — 


(p-h-ı)(p-h-2)... ı oxpı 
wo bie oberen Vorzeichen für ein gerades, die unteren 
für ein ungerades p—h gelten, 


Setzt man x—ı, fo verfehwinden alle Glieder 
dieſes Ausdrucks außer dem erften (wegen des Vers 
fehwindens von. (r—x)logeı—x) für x ı fehe 
man den Artifel, Summirbare Neihe, 7.), und es wird 
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— 

p pip+tı) PpPpt:)\p+t2) p-h-ı 
Dieſes Nefultat ſtimmt nun zwar mit dem in dem 
Art. Summirbare Reihe, ı2., gefundenen überein, iſt 
aber wegen der Einfchränfung auf ganze Werthe von 
p und h bey. weitem nicht fo allgemein. Es wird fid 
ındeß bald ein Weg zeigen, daſſelbe eben fo allgemein 


als dort zu begründen. 


98. In den von (85) bis hieher ſummirten Mei 
ben waren die Zahlen, womit die Coefficienten der ge 
gebenen oder angenommenen Reihe in x in den Wels 
tionen derfelben _multiplieire werden, leder einer 
eiifachen arithmetifchen Kortfchreirung, und die Gum: 
mirung der Reihe hing von der Integration einer lo 
nearen Differentialgleihung des erſten Grades ab. 
Sind jene Zahlen von zwey Dimenfionen oder Pre 
ducte aus je zwey Gliedern einfacher arithmetiſchet 
Sortfchreitungen, fo kommt die Summirung auf die 
integration einer linearen Differenrialgleihung dr 
jwenten Grades an, mie folgendes von Joh, Ber 
oulli -(Commerc. epistol, Leibn, et Bermoul 
. I. p. 220)’ gegebene Beyſpiel zeigt. 
a, 1 1 1 
Die unendliche Reihe 4 — 4 BETT 
I 


4 


Br + etc. auf eine Differentialgleichung 
gu reducire. I 
TE ſey | — 
y{{-+ x — — * + etc, 
gr ag 1.20.34 
fo wird | 
oy 1 x x2 x8 
— — ge ne ee een t 
x ı * 1.2 a 1a? 1,2°,3°.4 — 


Summirung der Reihen ar. 


— wenn man auf beiden Seiten mit x multiplicirt, 
und noch einmal ae = ge — 


xö’y-+ —— 

zu? u eh hd — ern tc. 
dx — 4 1.3° * 5,2°,3° +: . 

d. Ar er Rt Mr 


Hieraus fommt J | A 
dey + = eydx —y.ox = Io 
x. 


eine lineare Diferentitgleihung des zʒweyten Grades, 
welche integrirt werden müßte, um bie Summe * 
vorgegebenen Reihe zu haben. 


| 99 Es ſey jetzt allgemein die Summe der un» | 

endlichen Neihe. 

AM + BYBu + Cu + DDu⸗ — ‚.. + MMu- 
+ NNu' + eto. 

deren Coefficienten eine ſolche Beziehung zu einander 

haben, daß 








„„omrh — m+h,, e _ zm+h,. 
n+k — — 
(G—ı)m-+-h_ 
Br — Fe u. ſ. w. 
_ ont, tin, m ut. 
N — u‘ ren DD — .... 
u N Gene tan etc 
+? 


iſt, zu Anden. 


Die gefuhte Summe. beiße y, ſo daß 
y=AY+BDdu + CEut +.DDus x etc, 
ift. Man nehme. die Reihe 
A + Bux + Cu’x® + Du’x® + etc, 
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und ſetze ihre Summe 2, fo ift aus en wenn man 
ux s macht, 
m nh nh-mk . 


_ N 


z_kAs. Ge Zu a: ms) * 


das Integral ſo Ele daß z=A werde fir 
s=o. 


zn multipliciee nun bie Reihe 
— A+ Bux. + Cu’x* + Du?x3 + etc, 
— Pax, wo P eine Function von x ift, und nehm 
die Integrale, indem man u als unveränderlic be 
frachter, in Beziehung auf x, fo entſtehtt 
[Pzöx = A/Pox + Bu/Pxöx + Cu’/Px'öx+ .. 
+ Nu/Px'öx + ei 
Laͤßt fih nun die Function P fo beftimmen, def, 
die Integrale innerhalb gewiſſer Graͤnzen (von einen 
gewiſſen Werthe der bezänberlichen x bis zu einem an 
dern) REN, 


[Px°x = 2 jeox | 
| [ex'ox — Pad — = frox 


| [Px’°x = = [Px9x = = [Pox 


° ’ ⸗ + 
’ > E 2 
überhaupt 7— 
ar 
Pxiöx = i— — x 
——— gr 


iſt, fo wird 
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JPı%x (A + Zu + Zu + eic. ) jrox 


| — * JPox | 
olglich 
- AfPzöx 
er rm 
JP°x 


Um bie Function P fo zu beflimmen, daß die ans 
zeigten Nelationen Statt haben, bemerke man, daß, 
veil die Gleichung Ä 

i — R i⸗1 — — i213 
Pxiox — 5* öx — rg SR OX 
ur innerhalb gewiffer Werthe von x gilt, man übers 
yaupt annehmen Fann, es fey | 

(w+2)/Pxidx = (d—ı)u+ )/Px!”ox+ xQ 
vo Q eine Function von x ift, wofern nur das Glied 
EQ für die Graͤnzen der Integrale verſchwindet. 
Differentiirt man die letzte Gleichung, und dividirt bei— 
erſeits mie xi⸗, fo wird 

Giv+ 5)Pxöx = (id — ı)u +y)Pex+x2Q+ iQ5x 


Da diefe Gleichheie für jeden Werth von i bes 
tehen muß, fo entſtehen daher die beiden folgenden 
Hleichungen | 

vPxox = uPöx+ 00x 


nd . SPxöx == (4-u)Pox +x0Q 
Ius der erften folgt | 
| 6) 
EHER tn 
LUX 
us der anderen aber 
; x00 
Por == 2 


YTH—aX 
nd aus. diefen | 
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eQ _ xl -n— x) _(n—r)öx  (Sptupkt 


Q 7  x(u—vx) ux Ku — ua) 
woraus durch Integration Ä 
N, —— + 
K au 
Q=x (k—vX) >x Const 


wird. Setzt man, um Pox pofitid zu erhalten, 
Const. — — ı (eine allgemeinere Annahme derfelbe, 
etwa = — Ciſt niche nötig, weil C’ aus % 
Rechnung von felbft wieder weggehen würde), alfo 

| I en 


0=—- x" (um) ” 
fo wird 
* —— N —— 

78x = x" Oxlu—ım) 
Da nun überhaupt | 
(v+9)/Pxiox = (i— Duty) fPxiös 
+ — *X. 

— x * (u — vx) * 
fo zeigt ſich, daß, wenn die Integrale von xo ke 


Mm h 
x — genommen werden, die Melation 
Y 


(iv+$) [Pxiöx = (d—ı)u ty) /Px"& 
Statt finder, weil nämlich für jene Werte wm 
der algebraifche Theil der vorigen Gleihung verihmt‘ 
det, wofern nur | 
i + Da >o 

— 
9n— | 
und zugleich — * ı>o 


iſt. Werden Biefe Bedingungen, die erſte auch fu 
den kleinſten Werth von-1—ı, erfüllt, fo iſt 
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2.28 


— 1 


yf" Oxu— x) " 


4 Sarıv 


—_-ı 

—Uf" zöxu— x) " 
o z aus ber Gumme ber Reihe A + Bs er Cs? 
HF Ds? + etc. befannt ift, und aus derfelben hervors 


eht, wenn s — ux gefegt wird. Bey der Integra⸗ 
2 


--1 


on bon £" zox(u—vx) " wird dann u als 
onſtant betrachter, und die — — wodurch 


beſtimmt wird, von x Zo bis x — erſtreckt. 


Die Function Q gehe zwar * ſelbſt in die 
Schlußformel ein, 4 Kenntniß ift aber doch noͤthig, 
m bie Gränzen der Tintegrale feftzufegen. Wenn 1 
der v==o ift, fo muß fie befonders beſtimmt werten, 


Am 4 Falle iſt 
ec. xy) _ 0X 16x 
Q == uxx > - 9x vxx 


— i171 — 


‚raus Q=e”x’, alfo «Q-e”"x ” wird, wel: 
yes nicht — o werben Fann, 'aufer wenn 1-- oo, 
YX 


fo x =o wird. 


In dein andern Kalle, me vo ift, hat man 
20 _ xp u—9x) ox 90x 
EEE 7 GE Pe Se © 
9x 4 9 4 


nd hieraus Q=e "x", mithin Q=e > ; 


9 I 
‚elches, wenn F poſitiv iſt, für x verſchwindet, 
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für ein negatives - hingegen für x — — oo. D 


alſo in beiden Faͤllen xiQ nur für einen Werth von x 
verfchwinder, fo ift niche nörhig, fich mic der Beſtin 
mung von POx weiter aufjuhalten. 


Weil übrigens die Melarionen der Glieder in da 
beiden Eoeffiientenreihen A, B, C, D, u. fo w., un 
A, B, C, D, u. ſ. w., einander vollfommen ähnlıd 
find, fo entſteht daher, wenn man jene Reihe unte 
ſich vertauſcht, noch ein anderer Ausdruck für y, fo de 
man alfo Hierdurch zwey Integralformeln für dr 
Summe erhält, | | 


100. Man fieht leicht, daß mit dem fo da 
aufgelöften Problem zugleich das folgende aufgelöft il 

Es ift die Summe der Reihe 

A + Bx + Cx! + Dxö +etc.... =X 

gegeben, man foll die Summe der Reihe AX+ BU 
+ C&u* + DDus + etc. finden, deren Coefficientent 
ftehen, wenn die Eoefficientenreihe jener A, B, C,D... 
Glied für Glied in die gleichftelligen Glieder der Reihel 
B, C, D,...., jwifchen welchen Die in (100) anf 
zeigten Melationen Statt haben, multiplicirt wn) 
Die vorhin durch z bezeichnete Größe iſt nämlid de 
worin fid) X verwandelt, wenn darin ux flatt ı # 
fest wird. 


101. Exempel. Die Summe ber unenblitt 

3 5 . 9 
Heide s+ re = + etc | 
finden. 


2 3 24 5 2.46 q 
Dan fee s Zu, fo wird die Meihe fo au? 
brückt Ä 


ı u 123 u 1335 u 
I —— — — — — — etc. VI 
( r, 3 Lew —7475 7 * 
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Die Summie der eingeflammerten Reihe heiße y. 
Aus oder — woher iſt befannt, daß, wenn 


ı + —ux + Zuex + gt 4 etc, —z 
geſetzt — == — iſt. In (99) iſt ale 
Y=ı; B-——- N; =——2%; d=— 

3 3 5 5 7 


€; u. ſ. w., folglich u 2, y=ı, va, 9 I, 


ı Su—yv 
— — 1 — es 
7 2 uv 





=o. Hier werben alfo 





j a 3 nem) 
ie Bedingungen i 4 < —1>o und — 41 
v 


> o erfüllt, und es wird 
y/xt0x = fa-toxcı — ux)-! 


Da von x=o be x - —ı 
— v 


AAſ’ 2 


1 
Ss !oxcı - uxy = F Arc. cos(ı — 2u) 


2 — 
= — Arcsin.u! 
u: 


j Arc. sin.ut 
) wird y— eh alfo Yu Arc, sinu! == 
‚rc. sins, mithin 
ı 85_ 13 s 143. 5 Eu 
5 — — — — 
+ 


2.4 5 - 2A 1.6" 
— — 


es etc, 


ie bekannt. | 


102. Erempel. Die Reihe 


784 | Summirung der Reihen. 


bei de 108 En de 
14 
20. 40.62 29.4 6 .8 





+ etc. inin 


zu — 
Man druͤcke Reihe ſo aus 


* + +2 en +) 


4'.6°.3° 
und ſebe | 
ı + u ——u et re etc, =y 
4* 4° — 4°.6°,8° ’ : 
Nimmt man nun 
z=ı-+ Zur+ tt —— + etc. 


fo ift aus (92) — und in (93 


: | 
ger ser, 213, — 


ı Du _ 
— —, — 22* nichin i ——1, fuͤt izı 
Er pi + ‚fü 
Au 


>o und a +-ı>o. Es mirb alfo 


| R 
yfx !ox@—2x)} = —/x dxla— 2x) (u 
oder | | i 
| 2 

yfx!ox( [ni — Sx0x(1— x)! — (1-W 


Das Integral, welches ſich rechter Hand 
Gleichheitgzeichens befinder, hängt im allgemeinen 
der Nertification der Ell ipſe ab. Da hier ‚aber 
der Werrh von y für u=ı gefucht wird, und ! 
diefes u bey der integration als conftant zu betre 
ten iſt, fo kann man auch vor der Integeation s h 

| | 
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Diferentialfactor uı ſetzen, um jenen Werth von 
y, welder a heißen mag, zu erhalten, Es wird alfo 
ofx-lexr —x)! = 2x“ Ox(I—x) 

— — —ı) 
Es it ntegralformel, — . und 55.) 


SetoXu-Yixl(i -x)i + - _ „ Arasin.vers.ax-}-Const, 


alfo von x=o bis z=ı = u „ genommen 7 


2 


Ferner (Ebendaſelbſt, 59. und 55.) 

—— I-x)}}Z — 3x!(1-X)! - Arc. sin. vers. 2xp0 

und 

——— 15 —— c“ 

Daher 

fx? r “)i—/ziöx(1-x) ax-i+ xt? — 

— Arc, sin, vers. 2x + CC 

Da — ax m xt * 4 etc., 

fo iſt der algebraiſche Theil der Integralgroͤße 34 

* + etc, alſo =o für x=o. Da die ganze 


Sehe für x 0 derfhwinden muß, fo. wird C’— 
BI=o, michin 

(xöxli—x)!—fx-löx(ı-x) on xS o bis x 1 
genommen 4—r, folglich | 


x 


: om g—m2r 
⸗ 7 — — 
2 | J 
| 
und ar welches die Summe ber. borgegebenen 


Reihe iſt, = — 
Dodd 
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> 109, Die eben gefundene Summe wird aud |: 
‚erhalten. 





Man nehme 
\ II . Tel. IR, 
z.—ı gt 3 EI 
2 2:4 2 4.6 2.4.6.8 
— Y(r—ux) 
+ 2 1. | U a 
— 1 2» 7 28,4° * 2°,4°.6° - 2°.4°.6'.8' 


E i I -ı 
nude, LE EL Lu" 3 

= 93; D=— — 2E: fs 
s > Du > 2.4.6 6 Sf 
Demnach· — — 1, 2% 9 0, » 2 * 


| 9u — ı 
Immo — Hier wird alſo im 
2 Lv 2. 
AU 


u 
die Bedingung — * 1 *0, aber nicht N 








i+ u. ı>o fir i=ı. erfüllt, fondern It“ 
erſt fuͤr i==3 und größere Werthe von i, Des 


kann man y. nicht durch die Endformel in (99) find 
fondern man muß zu den Grundformeln zuruͤckgeher 


Es war aber 
Pο’x = AfPöx + Bu/Pxöx + Cu:/Px’dx + & 


Da bie Kelation, [Px°x = 2 [Pöx dermoͤge de 
vorigen nicht Statt bat, wohl aber die folgen 
JP - — =: xdx; —D 
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[Pxtös = fPxx = Sppeös; u. ſ. w. fo erhält 
man | u 


JP20x = AfPox + Bu + * + u 
+ eic, J/Pxdx 


d. i. 
— Aſpox + = . [Pxöx 





woraus 
> y/Pxöx — — AB/POX- — 


wird, die Integrale bon x=o bis x—, hier Zı, 
* 
genommen. 


In unſerem Falle iſt 
Pox — x!ox(2 — 2x)! 

Pxöx = a :0x(2— 2x): 

Pzox zZ x’x@ß—2x)(t-üx) 
und, weil bloß d, der Werth bon y. für u=n ge⸗ 
ſucht wird, 

= xr:0x(2 — 2x)(1—x)} 
= 2!xiöx(ı x) 
Dadurch wird nun 

Pxsax=— 22x11 x)! Arcsın ‚vers. 2x +C! 
JPxöx= alxtlı —x)! + 2-3. Arc,sin,vers.2x 
ohne Eonftans, weil es für x0 fchon deeſchwindet. 
JPzesıx=—2ixt— 2ixi+C”, 

alfo DfP20x - AD/Pox = —4—444 X 0 
D— 2.ιανν — sin.vers.2x 

+ C"—.C’) 
Da diefer Ausdruck o werden muß für #0, fo wird 
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wie m (102) C!"— C’=o, und wenn man jeßt x=ı, 


und für B und AX ihre Werthe _— und ı ſetzt 


3 x x 
en — J — 
— Va V2 Va 
alſo | 
x 
u =2—- 
” 


wie vorhin. | | 

Die Summe ımferer Reihe, welche in ber Hin 
denburgifchen Wezeichnungsart der Binomialcoefficien⸗ 
ten fo ausgedruckt wird 
1 N HB) + CE +EDI + etc. in inf, 
laͤßt ſich auch durch den von Lagrange gefundenen md 
in dem Art, Binominl: Eoefficienten, 17. vorgefra: 
genen Gag erhalten. Dazu aber bedarf es eine 
Ausdrucks für die VBinomialcoefficienten, welcher bie 
Interpolation berfelben möglih macht. Ein folhe 
findet ſich folgendergeſtalt. 

Aus 87. des Artikels, Inlegralformel, ergiebt 
fih Teiche, wenn man dort aı, nr fest, daß 
jwifchen den Graͤnzen x=o und x=ı {ff 

— TE 
m(m+ı)m+2)m+3).(m+r) 
wo aber erfordert wird, daß na niht —ı und r pe 
ſitiv ſey. Mache man hier nun mrr=n +, ala 
m=n—r-+1, fo wird, wenn man bie Folge der 


Faetoren im Nenner umfehrt, 
| I, 2 Duos 200, F 
neräx gr 
F (2) (n+ r)n(n-—ı)(n —2)...(n—r+3) 
alfo | . | | 


nn—na—2)..(n—r+1)__ I 
1. 2. Seven E00 a4 air)" 


ſxridox(i -xx = 
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Es iſt aber nem der rte Bi⸗ 
nomialcoefficient aus der Potenz n, und ba derſelbe 
uch — u 20hD. fo erhaͤlt man fuͤr ihn 


1. Zur vor. n— r 
— + — 
10% den Ausdruck — ——, nem 
a ea Ten 
raͤrlich in dem vorhergehenden n—r ftatt r ſchreibt. 
seder diefer beiden Ausdrücke Fann num zur Inkerpo⸗ 
ation der Reihe der Binomialcoefficienten einer gewiſ⸗ 
en Potenz dienen, indem x ein poſitiver Bruch ſeyn 
ann. J 
Die Suume der Neiße BEE 
+ EN FED" + CO" + etc. in inf, 
E iin zufolge des vorfin angeführten Satzes A, alſo 


er Coefficient zu. ber Stelle — in ber Potenz: 1; folg⸗ 


Sr A, | UBER 5 DER Bee 
HD, wenn man nZ ı, und er — 2 macht, nad) dem 


nen oder dem andern Ausdrucke == 


as Integral von xXOo bis 1 genommen. Es 
Faber afKlöxlı — x)! von x o an genommen die 
rea eines Segments, deffen Sagitte oder Sinus vers 
8 x iſt, in einem Kreife,: deffen Durchmeſſer ı ; 


fo für <= 1, die ganze Kreisftiche — * Daher 


€ * | a — a 
FEN a u Ar . — 


) In den luslituti. cale. diſſ. P. U. c. XVII. €. 402. 
emp. I, findet Euler für den Binomialcoefficienten der uten 


- 
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u ( I.I 2.1.I1,3 I.I.I.3.3.5 
2 2.2 2.2.4.4 2.2. 4. 4. 4. 4 


woraus ar wie vorhin folgt. | 
Den Gebrauch, melden Euler von der eben fum: 
mirten Reihe zur Transformation der Reihe für de 


elliptiſchen Quadranten gemacht. har, fee man in def 


fen Opuscul. varii argument, T. U. p. 138. u 
folag. 


mi), —— El un) x—o 

Ci gang algemein | 2, | 

ber halbe Umfang eine 

==1, halbe Kleine =yYtı —u) i 
105. Exempel. Die Reihe 


a3—— 





22.42*.4*. 6020. 4.. 6. 88 
zu ſummiren. ou 
Wenn man hier 
8% 2 „2 2 2 8 
ur um EST a 
> RR ur 177 ae 5/7 0 Sn 177 1a: DR u 
ſetzt, und 
03 1.3.5 | 
221 —ux urxt— usxd-L-etc, —(r ur“ 
2 — 2446 * rw 


nimmt, fo finder fi ganz fo wie in (104) | 
‚yrrxlı —x)t = [rrtoxlı x) + ur)“ 


die Integrale, innerhalb. der Grängen XZo, und ıZı 


genommen, i en | 

Das Intoegral rechter Hand haͤngt für jede 
Werth von u von: der Reetification der Ellipſe ab 
Fuͤr u Zi ſey 0 der Werth von y, fo wird: 


r Ellipfe, wir balbe große Ar: | 


— 
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afetaxı —x)- 4: * = falöxcı wu 
d. i. J 
| "= px — x) 


Sr man x=2‘, fo wird 


bon 2==0 bis z—1ı genommen, Ss 


Es — ers bon zo bis z=ı bie 
länge der ne Elaſſica. Man ſehe Juf. 
Bernoullis Werke T. IL S. 964. Setzt man au 
jene . —A, fo wird. u | 

2A 
u - "en, 


— 


nr” PER BE u Tu u 
Seirime findet (Method, different, Erop,, 


XI. —— IV.) A=1,311028771146ur ran. ; 
Daraus: ergiebt. fih. 6 = 0,834626841674: ...... 


Mar: rn Fa Summe: auch’ durch das — * 
zz o* 
Integral Sean | .) ausdrucken. 
Aus —— 64.) nämlich folgt, baf, 
innerhalb ber Sraͤnzen x Be p r--) 7 iſt 
— — — gatıdy > „El WM 

Veran) "Yasaxa)ı, aatı Kı3,\, 
Setzt man bier x. zA, wo A pofitiv ift, wodurch bie 
Gränzen nun 20, und 2 ı werden, fo wird 
erhalten 

— ——ERE — * 

—— 

Va—zar) Ver—2%) an snkr' FE 
und wenn er: jest Ah+i—ı> M fett, woburd 
2An+ 2i— Zt Ki, un Ci ANZ zur 1 
wird .. fo — | 


J 
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f- Oz ga zutidz 1 * 
— —z) VC—z*) —Ue+n) 1)" 2, 
Nimmt man bier — 2 und ſetzt ben 


Werth des Integtals — — — von zo bü 
2 = J genommen B, ſo folgt 
AB= Se. - 
n * = > F 4 
M- 
a ſo | n 2 24 4B _ 
. EEE 1 * 


Die Groͤße B, welches die Ordinate zu dem Ends 
puhcte der vectangulären. Elaſtica iſt, hat Stirling a 
a. O. Exemp. III. gleichfalls bevechnet, und =... 
0,59907011736T su. gefunden, " Gauß Hat fein 
Rechnung beſtaͤtigt in der Abhandlung Disquisitione⸗ 
genorales circa seriem infinitam etc. Commentatt. 
Göttingens. a. a. 1812, — 


106. Durch die Nectification ber — 
den die Größen A und B folgendergeftalt beftimmt. 


=. ift ganz allgemein. 
202 I (1 + 29902 2°)02 


er vo = 5 va =) vu). 
———— 
Es ſey ı1— z’=u, alſo F=mı—u, m 


ud 
ve 


pev(+22) = Pu) 





= va); er — 
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ı +22 | — 
Nimmt man —— von 20 bis. 


— (U — TT 
z = ı, fo muß man [ouV — von u=ı 


bis u=o nehmen der Gleihung ı —z’—u* gemäß,. 
Dun weiß man aber auch, daß wenn man die Gräns 
zen eines Integrals umkehrt, das Integral dadurch 
den entgegengeſetzten Werth von dem, welchen es vor⸗ 
bin hatte, bekommt. Denn der Werth des vollſtaͤn⸗ 
digen Integrals FCx) + C, wo F das Functions⸗ 
zeichen ift, von x=—a bis x b genommen, if — 
F(b)—F(a), von x—b bis xa genommen aber 
F(a) — F(b) = — (Feb) ——F(a)). | 
Hiernach wird alfo 


ı + zz 2 20 
— i — Ya —J* 
zu U—=O 
fu 1 —) —— — J 
— ¶ =). Pav(: = —F ] 
Es iſt, wie ſich aus (Rectification, 8) leicht —J 
giebt, (v =): JeuvV GE) bon u=o bis 


u-ı aaa der Quadrant einer Ellipſe, für 








welche a = Var ® en = — a =ay(lr—e) 
=. golglid it 2(V-) pay — I 


I- uu 
die halbe Peripherie einer Ellipfen, deren Are V2 und 
ı find. "Hieraus erhelle die Nichtigfeit der De 
hauptung Stirlings a. a. O. Exempl, IV. 


Setzt man ven Quabranten einer Ellipfe, deren halbe 
Axen azı, bD=V3 find, —E, fo ift der Quadrant 
einer ihr aͤhnlichen Ellipſe, deren halbe Axen a=V 
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b=# find, EV # und die Laͤnge der halben Pen, 
pherie — 2aEVE — Eya. Vermittelſt des jest um 
M ' (105) BR bar man nun 

— As B= ni 


| 4 

woraus, weil A>B, 
Re A = Eva + — 
Da MER m v SEE») 
folge. Sudr man . alfo einiei Winkel v fo, iu 


sin — Eva = E sin 45° ir fo wird 


; Die; Gröfse E. fann/man aus einer Tafel (Tab 

1.) in tegendre’s Exercices de calc. intesr. 
‚TH nehmen. ‚Sie ift = 1,35064388 1048 .., un 
log, vulg. EA 0,130540885400.. zufolge Tab. 1. 
eben dafelbft. Damit finden ſich A und B wie ver 
hin: angegeben ift. 


107, &s-ift noch ein Weg‘ “* die Sumt 
unferer Reihe zu finden, naͤmlich die Darſtellung — 
beſtimmten Ssntegrale | durch Die von. Kramp (nad } I 
bogaſt) fogenannseh Kactoriellen’/ (Faeultären), woher 
Euler: in: feiner Sintegvalvechinung, Tore. IN, ma 
vielen, den afademifchen Sammlungen - einverkibrn 
Schriften gehandelt hat, und die von: dem Analoften 
nad ihm, unter andern von Legendre umd Sau 
fleißig bearbeiter, zum Theil’ vereinfacht, und berrdähe 
lich erweitert worden ift. Einen Funbanentalfab die 

ſes Theorie, welcher hier gebraucht wird, werde ich auf 
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ine andere, Art, als von jenen Analyſten geſchchen in 
u begründen ſuchen. 
Es if, wenn man (I—x’)" nach dem Simon 


chen Lehrſatze entwickelt, | 
u: WER ai 


x 
xmaöx(ı — x) = — — — 


nn xete nn-ın-2 amt 





"2 "m+ ro n2 3 m+öar 
+ etc, ....+C 
Find alfe m und r pofifive Zahlen, fo bat man ine 
RR der Graͤnzen xZo und x=ı 





HEBEN, n 1 n.n—-ı I 
u I "m+r m--2r 
n.n-1.n-2 
— mn + etc, 


| | 1.2. 3 m+3r 
hr bermoͤge des in der anne ju (39.) 20 
ihrten u 


2: 3.... Ds r" 


= Earl 31) .(m+nr) 
0 aber vorausgefegt wird, daß n eine ganze poſitive 
ahl if. Schräbe man jegt mr ſtatt m, fo wird 


I. RER. 

r/xmæi O(1-x mm — 
TE — 
Soll m hier jeden beliebigen Werth erhalten koͤn⸗ 
m, fo muß der Ausdruck rechter Hand des Gleich— 
itszeichens eine folche Geſtalt annehmen, woben fein 
derth zwar ungeänderr, aber die Beſchaffenheit von n, 
‚es eine ganze ober gebrochene, pofitive ober negas 
ve Zahl ift, - Einfluß bleibe. Nun beftimme n 
ber jegigen eftale des Ausdrucks die Zahl der 
actoren im Zähler und Nenner defjelben. Kann man 
fo jenen Ausdruck dahin abändern, daß, unbefchadet 
mes Werthes, die Kactorenreihe im Zähler und Nenner 
hr abbriche, fo kommt die Beſchaffenheit von nn weiter 
feinen Betracht, indem für alle Werthe von n bie 
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Anzahl der. Factoren dieſelbe (unendlich groß) iſt. Ir 
nes wird dadurch erhalten, daß man Zäfler und N 
ner mit (n+ı)(n+2)(n+3)...... et in inl 
x (m+n+ 1)m+h+2)(mtn+3) rn. 
etc, in inf. multiplicir. Dadurch wird naͤmlich 
mıfxe xl — x)" 

"ı{m+n+:)s(m+n+2)3(m+n+3).,:.. et.in 
a (n+ı)(m+ı)(n+2)(m+2)(n+3)(m+3). etc.iox 
won jede beliebige Zahl, nur Feine ganze neyurix 
ſeyn kann, wenn der Werth des Integrals nicht wi 
endlich werden foll, 





- "Einen Beweis a posteriori. von ber Nik: 
keit diefes Ausdrucks gewährt der befannte, aus and 


Gründen erweisbare, Wallififche Ausdruck für - Bu 


Er N i 
nämlih mr— ı 0, 12, =, alfo m=- 
m} > — o iſt, fo wird mr ſxtrioxſi 1) 


—, welches von x = o bie x= 


= ss 
nommen nach yntegrafformel, 64.) = — — if Is 


möge, unferer Formel iſt alſo 





2 42 $ 3% etc, E 
2. 2. 4. 4. 6. 6:20... etc. nik 
I» 3. 3+ 5. 5. 7. ur... etc, in in 
welches Walliſens Ausdruck iſt. 


Bezeichhet man nun mit Gauß (in der unter 1% 
—A die. Graͤnze, welcher fi id © 
roͤße 
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ER 3. .. 425 k, kr 
EHFNZHF2DIEH3)..... (Z+k) 
bey unendlich wachfendem k ohne Ende nähert, durch 
TIz, fo verwandelt ſich die obige Gleichung in dieſe 


a — Hm. — 





Inm+n) 


1 ur 
Iſt mr 20, rz=4 127 alſo 


1 1 
m z’ m 2 n=— 7 fo entfteht Hieraus 


Jr — IG). II(-3) 
— 11-3) 
und auf ähnliche Art, wenn mr—ı=a iſt, 





f xx - IKHIK-D . 
| vum) 3110) 


Die Werthe der Function IIz für negative des 
brochene Werthe von 2 ergeben fich aus denen für po= 
fitive gebrochene z. - Da nämlich der obigen Erklärung 
sufolge | | 

H@+ı) _ 649 241 


Ilz  @tırb * wer 
k 





für k=o» aber ı + +1, ift, fo wird 
Ilz-+ı) = (2+ 1)Hz 
und hiernach, wenn 22- iſt 


1-3) = 211) 2 


und eben fo 


nch = 211Q) 
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Gauß hat feiner Abhandlung eine Tafel ange⸗ 
hängt, welche die Werthe von logITz von zo his 
z=ı für alle Hunderttheile vermittelft der Formeln 
in (44) und (45) auf zwanzig Deeimalftellen berech— 
net enthäle. Kine Ähnliche Tafel finder ſich in gegen 
dre's Exercices T, IL p. 86, et suivv. für ak 
Taufendeheile des Intervalls von z=o bi8 z—ı; 
doch find die Logarichmen nur in ı2 Decimalftellen 
» angegeben, Zur Vergleichung ift zu bemerken, daß bie 
Runction, welde Gauß durch IIz bezeichnet, bey Le 
gendre I(z-+ı) heißt. Wermirtelft der einen oder de 
andern diefer beiden Tafeln laffen fih nun die Werth: 


: F Ox x'0x 

der beſtimmten Integrale va,’ J va) 
| 2 ꝛ 

und damit die Summe ber Reihe 1 — = 


1%, 3°. 5° | 
— — * etc, (105) leicht finden. 


— 12 1®, 3° 27. 3%, 
a er a arg 


+ etc. fomme in dem Ausbrucde für Die Zeit dei 
Falls eines ſchweren Körpers durd; den Quadranten «: 
nes verticalen HalbEreifed vor, Heißt nämlich Die Zer 
des Falls durch einen Bogen, deſſen Endpunce in ix 
Ruhelinie fälle, und deſſen Gagitre oder Sinus verfar 
c für. den Halbmeſſer x ift, t, fo iſt 


: r r I! c 1°,3° c ) 
=- .—[ 1[— + — .¶ — 
2 V(ar—c)g ‚2° 2r-c 2°.4° \ar-c 
bu ce 3 
u 22,4°,6% — * ec. ) 
wo g die Höhe des freyen Falls in einer Gecunde an: 


zeigt. Kür den Quadranten if c=r, daher die Zeit 
des Falls durch denfelben 
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m ıt ‚12,98  79,98,50 or 
— — 1 — — — — — — ei % — 
=, Tr — — * F 


Dieſe Zeit verhaͤlt ſich alſo zu der Zeit des J 
yurch einen unendlich kleinen Bogen, für welchen c=o 
ft, wie die Summe dev eingeflammerten Reihe zu 


Vz d. i., wie o, 8346268: 0,7071068 ober wie 


s9 : 50 naͤchſtens. Huygens giebt im erften Theile 
eines Horolog, oscillator, (Opp. var. T.I, p. 38) 
für jenes Verhaͤltniß das annähernde 34:29 an, wels 
ches von dem 59:50 nicht fehr abweicht, ſagt aber 
nirgends, wie er foldyes gefunden habe, 


Aus dem geroößnlichen Ausdrucke für die Zeit t 
des Falls durch erg —— welcher it 


| 1%, 3° 
— =-(1+3 + Pr er re (= 


— en 8 R (=) + ac). Ve 


folgt das Berbälenif der Sale durch den — 
ten zu — durch einen — kleinen Bogen 
J 12.3*.5* 


1 
— — — — 7 etc.? 
Be + RL tee .4°.6° st = 





Die Summe der Weihe im DBordergliede dieſes 
Verhaͤltniſſes ergiebe fih aus (105), wenn man dort 


I 
um macht, und ift = 


I | x xT0o 
— va—ı =5l.=. — — 
— ſo wird | 
X— 


— vam — X— 1 





Eee 
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— — oz |: — 1 
— * 7 —2zz)(1+2z)|_z | 


02 2a — 
— —J — 
— en Fe 
| 02 zz=o 

Das EHE Integral — | 
welches in (105) als die Laͤnge der rertangulären Ele 
ftica angegeben worden, ift auch die Länge eines Dus 
dranten der Lemniſcata. ©. den Art., temnifcata, De 
hält man die Bezeichnung von (105) bey, fo wird das 


VBerhältniß der Zeit des Falls durch den Duabdeantır 
eines Kreifes zu der durch einen unendlich Fleinen Dr 


AV2 A | 
gen — sı =— : V 4, welches mie dem verkü 
” ⸗ 
angegebenen einerley iſt. 


Noch folgt hieraus, daß 
— 7 A 1 12,3°.5° 
2°,4°.6° 


1 
—. — — .— — --etc.in in. 
. 2 22. 49 4 8 r 
u 12 zig 18.48.9* — | 
TFT + etc, in inf. JV> 
Berner ergiebt ſich noch leicht, daß die Gumm 
12 18. 32, 12. 32. 52 
der Reihe + + — 4 — + etc, uns 
lich groß if. Diefe Summe wird naͤmlich aus (105): 
wenn man dort u — — ı macht, — 
1 *— | dx 
/ — . Do 
: [at0x(ı = | Es iſt aber AI⸗ 
ıtYx 





fo genommen, daß es für x&=o verſchwindet, lo 


welches, wenn man x=1 fegt, unendlich groß wird, 
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12,33 
die in dem Art, Summirbare Neiße, 22., aus Maclau⸗ 
rin angeführte Pegel an, indem man A, B, C das mte, 
(m-++ı)te und (m+2)te Glied fenn läßt, fo finder fich 
A (zm)’(2m+2) A-B_(2m+2):(4m—ı) 
C (am—ı)(am+1)’ B-C (am—ı)(am+3)" 


Wendet man auf bie Heiße I+ -, +. 


„A A-B Pr R 2m \? 4m-—ı 
Soft 575 ſeyn, ſo gebtdieſet (=) — 


d. i. (2m)’(am 4- 59) > (m -+ ı)am— 1), oder 
ı6m? + 12m“ > 16m} + ı2m? — i, welches ofs 
fenbar für jeden Werth von m Start hat. Nach jes 
ner Regel, die Monrucla ſehr ruͤhmt, wäre alfo die 
Summe der Reihe endlich, welches fie doch nicht ift, 
Fuͤr die Anwendung der Gaußiſchen in jenem Art,, 24,, 
M _amm—am+ı _ 
mitgetheilten Regel iſt Me... 
— — alſo Az I, AZO, Demnach 
mm | 


negmen, weil A <a ift, zwar die Glieder der Reihe 
unendlid ab, alleın die Summe der Reihe iſt, weil 
a—AZı, dennoh unendlih. Es muß indeß zur 
Ehre Maclaurin’s hier angeführt werden, daß die obige 
von Montucha ihm zugefchriebene Pegel nicht von ihm 
ſelbſt herruͤhrt. Er nennt aber den Lirheber derfelben 
nicht mit Namen. 


109. Exempel. Die zu ſummirende Reihe ſey 
a 8. A AB+ı), 
TE Er ET 
+ aa+ı)!Yar+2) BB+ —— | 
 20.'3 Yy+tı)Y+5) 
-r etc. in inf. 
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seen man biet 


21 +2 ug et x I). Te 
+ etc. 
= (je ux)”* 
B _.B 


fo if in (99.) 4=1, BEN c⸗ 


6412 _B+i 
+)" yrı 


Yu— 
v=ı, SZy-1; fen — 1=ß=1, m 


— B; Us ſ. w./ alſo ki, a), 


y-B—ı, Damit alfo die Bedingungen i+ u 


3u — vu | | i 
und — 1 >0o, und zwar jene bon ı=ı 
an, Statt haben, muß B—1>o und yı-P>: 
feyn. Folglich müffen 4 und y pofitiv, und y>! 
feyn. Hat diefes- Start, fo wird die Summe de 
Reihe 

| JsPöx(ı —x)Y8-1(r—ux)® 
ya 

Jr Ox(ı —x)y-B-ı 

die Integrale bon x=o bis x==ı genommen, wm 
u als Eonftante behandelt, 


Die Summe 6 für den beffimmten Werth u: 
wird hiernach durch folgende Formel dargeſtellt. 


— _ Jr — —x)yap-ı 
Jsp-0x(ı - x)yP-ı pm 4) 
Aut (107) ift — 


und, ao gemacht, 
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Sarnax(ı — x)yRı ı= ‚= =; IIß.Ty-B-1) 


Dr 1 y 

Dadurch wird 

__ Hly-ı) .IIy-a-ß-r) 
= a-ı). Il(y-ß-ı) 
wo aber, damit a nicht unendlich werde, noch erfordert 
mird, daß y—a—ß. weber o noch eine ganze negative 
Zahl ſey. — Der gefundene Ausdruck für o ſtimmt 
mit dem von Gauß auf einem anderen Wege erhalte⸗ 
ven. ‚überein, | 


Iſt a=ı, fo wird hieraus 
B \ BB+n , APR+ıXKa+2D) .- .. 
— 2 etc.ininf, 
are ee 
__ 1-1). THy—ß—2) 
Iy—2).IKy—ß—ı) 
jolglich, da (107) Iy—ı) = (y—ı)Ily—2), und - 
ben IB) =Y-BHUy—B—2) 
y—ı 
y-P-1 
vo nur erfordert wird, daß B und y pofifiv, und 
r>PßB+ x» ſey, wenn die Summe nicht unendlich wer: 
den foll. Diefes ift die oben in (97) verfprochene all 
zemeinere Begründung der gegebenen Summe, Übris 
jens kann auch B eine negative ganze Zahl fen, und 
dann folge die Summirung entweder aus ver fchon 
mehrmals erwähnten Relation der Binomialcoefficien⸗ 
ten, oder aus dem Eulerifchen in (11) beygebrachten 
Sage auf folgende Art, 


Es if, Be a I) er 


3. 

+ etc. für die — Raͤte a ax + a'xt +etc. 
oO 

genommen, S—(r—x)P; alfo re BG—x)P; 


— 
w— 
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= BB; = BREI 
2 


Tg 





u. ſ. w. Ferner it A=ı; ——— — 





De u. fe w., und es ergibt jä 
— Ar — aA, 
überhaupt ar= 8 1)*. Dadurch mi 
Z oder die Summe der Neiße x 5x T u +) 
EN . 
= (1 4 12 ven * —* 
+ —— —E 
+ Any +# 


Iſt ß gr en Zahl, fo bricht diefe Reihe mit de 
Gliede — 
ſo ——— ale Glieder in Z bis auf das la 

und es wird 
_Bß — — Lern. — I 
4. yrı Yoytyt2) — 


1090. Wenn von Reihen der Art, als von (85) 
bis hieher ſummirt worden, nicht Die ganze unendit 
Summe, fondern nur die einer beftimmten Anzafl 8% 
der vom Anſang der Reife an gefucht wird, fo iM N 





— ab. Macht man nun x=) 


3 
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bisherige Methode fo gut mie unausführbar. Wollte 
man z. &. von ber in (92) fummirten Reihe die 
Summe 'der erfien 1000 Ölieder haben, fo müßte die 


Reihe + * 4 Fa + etc. von bem Gliede an, 


welches in x'°°° multiplicirt ift, ſummirt, und ber 
Werth diefer Summe für x ı von dem in (92) ges 
fundenen Zoralwerrhe abgezogen werden. Man müßte 
ılfo die Summe von | 


RER 1999, 100: — 2001. , 2601 ‚2003 , 
4.6.8....2002 2004 2004 .. 2006 


+ etc. in inf. 


fuchen, wo die Summe der eingeflammerten Reihe —y 
durch die Gleichung 

(i—x)ix!00y = 1001 xt dx IX) 3, | 
beflimmet werden würde. Welche menfchliche Geduld 
möchte aber hinreichen, die Entwicfelung des Integrals 
zu vollführen! Man muß alfo zu den allgemeinen 
Gliedern diefer Neihen zurückkehren, und aus ihnen bie 
Summe durh die umgekehrte Miechode der Differen: 
jen fuchen. Die allgemeinen Glieder gehören freylich 
zu den fogenannten inerplicabeln Functionen, laffen ſich 
aber doch, wie die Kactoriellen mit gebrochenen Erpos 
nenten (man fehe hier, 58) gleichfalls vermittelſt der 
umgefehrten Merhode der Differenzen durch unendliche 
Meihen darſtellen. Diefe Neihen müfjen aber nach. den 
fallenden Potenzen der Stellenzahl x geordnet feyn, 
Damit für große Werthe von x wenige Glieder ber 
Meihe hinreichen den Werth des xten Gliedes oder die 
Summe von x Gliedern der gegebenen Meihe zu bes 
rechnen, indem, wenn die Summe verlangt wird, für 
Eleine Werthe don x der gemeine Weg der Addition 
einzufchlagen ift. Es wird alfo zuerft nörhig feyn, von 
der Erfindung der allgemeinen Glieder zu handeln. 


# 
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110. & fenen T und T’ zwey zunaͤchſt auf 
einander folgende Glieder einer Reihe, zwiſchen denen 


die Relation — 
x 





"= T, wo x die Stellen‘ 


von T oder T‘, n aber eine unberänberliche Größe il 
Start har, man fall irgend ein Glied dieſer Neik: 
angeben. 
Da(x+n)T <= st =x{T-FAT), fo wit 
nT=xAT, 
Man ſetze der Erinnerung in (rog®) gemäß 
TZ= Ax" + BxÜ: Ga" + 2 st et, 
fo wird, weil Ax= ı ift, 
STAUNEN) + Bla+ x") 
+ C++ 1) 2—x"2) +ei, 
alfo, wenn man nah dem Binomifchen dLehrſatze u 
wickelt, und mit x muleiplicier, 


mr u- open 





sAT—nAst, an 


+ (n-ı)R —E + 
+. @2)C 


Da nun | 
aT = nAx" + nBx"-ı + nCx"2 + etc, il, i 
giebt die Vergleihung der Eyefficienten zu den gleis 
namigen Potenzen von x, 


B n.n-ı 
— 
j 0 


A 
I 2 
— (5 + * 
De; B+2 A) 


5 3» 4 
(n-ı In-2), 





C 








— D 
4 2 * 


nin-ı)n-2), 


etc. : + 3. 4ı 5 
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wo das Geſetz des Fortgangs klar iſt. Der Coefficient 
A bleibe unbeſtimmt, und muß in jedem Falle beſon⸗ 
ders beftimme werden, 


Die vorgetragene Auflöfung giebt GStirling 
Method, diff, Prop. XXVI., und nah ihm Emer: 
fon Method. of increments, Probl. XVI. Seiner 
von beiden fage, wie er zu der Annahme T= Axt 
+ etc. gefommen iſt. Zu dem Ende bemerfe ich, 


| feet, °%T | 
daß, a nTt=xAT—x tr: F ec. ) 


Ä _ xoT 
ift, man näßerungsweife nF = = bat, woraus 


T=Ax" folge, wo A die durch die Integration her, 
eingebrachte Eonftans if. 


Auf den Fall n=ı iſt die gegebene Auflöfung 
nicht anwendbar. Diefes gilt auch, wenn x nicht die 
Stellenzapl, fondern eine lineare Function derfelben ift, 
weil der Factor m—ı in allen Gliedern außer dem 
erften bleibt, Wie man, wenn n=ı ift, helfen 
Tann, wird weiter unten (122) gezeigt werden, 


111. Exempel. Die Reihe fey ı, —a, zb 


= 4, u. ſ. w., wo a, b, e, d die Glieder der 


Reihe nach der Ordnung anzeigen, fo iſt, wenn x die 
25—1 


Stelle des Gliedes T ift, oz, alfo 
2x x 


in (ııo) n=— — und man erhäle 


m Sunmmirung der Beiden, 





3 105 ı 
Dn= C—-—B+t — = 
2 6 2, ;r)= — 
5 1 1659 
——C B— —A = — 
x 6 u = 
7 
—E —— —D - _A)= 
i 4 ur: Er uerr 
| 6237 6297 | 
etc, F | 262144 
nn ift 
105 1659 
— — — . —— 
—: 7 + — r 1024x° * 32768* 
64237 ) 
— 4 66 
* 26214 4x⸗ 


Um den Coefficienten A zu beſtimmen, beredt 
man ein etwas weit vom Anfange der Neihe entfernt‘ 
Glied nach dem bekannten Bildungsgeſetze der Reiß 


wirklich, z. E. das ı6te. Es iſt ZZ “- 


0,144464448. +. - Diefen Werth — man fir 
T, und für x feinen —n — 16, fo il 


0, 144464448 — = —(1+; + — — — 25 tet) 


Die Summe der — Reihe findet fih = 
1,02422627, und dadurch A Z0,564189583. 





Diefer Werth iſt aber auh = —, wie folge 
* 


dergeſtalt erheltt. Man ſetze x=n, wo n unendlich 
groß iſt, ſo iſt der terminus infzitesimus dem gu 


A: 
fundenen Ausdrusfe zufolge on vermoͤge des be 
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** en 2u— 
4.6.8...... 2n 


nach Walies bekanntem Ausdrucke v- der letzte 


Werth von —— V Q + D3 daher j je⸗ 


1 


ſetzes der Reihe aber — . Nun iſt 


—8 


7 — iſt. Fuͤr ein unendlich 


großes m ift aber V(n-+$) von V n nicht berſchie 
den, daher A v- = —='0,564189583547756..- 


nes Olied auch = 


Man hat alſo 


105 


a 3 25 
= = (: — are * 1024x® 
1659 | 
| 327608x4 ec. ) 
wodurch nun die etwas weit vom Anfange der Meihe 
abſtehenden Glieder leicht gefunden werden koͤnnen. 








Da Binomialcoefficienten, 13.) für "IR, den 
mittelſten Eoefficienten in der Potenz; zn, it 
N 1.3.5.7 00. 21 
Zu 2.4.6.8» so. 20 
Die Größe rechter Hand aber das (n + ı)te Glied uns 
ferer Reihe darftelle, fo wird, wenn man x=n-+ı 
macht, 


— 2 5 


= url: — Fanta) | 


4 105 + 1659 4 etc.) 


ı28(2n-+-2)? 2048(2n-+2)° 
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Hier find die Cöefficienten des Neigenaustrud: 
bi auf bie Borzeichen einerley mie denen in Saplaw' 


Aus druck fuͤr >. in (54), und laſſen ſich dahe 


auch durch, die daſelbſt gegebenen Formeln leicht weiter 
fortſetzen. Man erdäle übrigens durch ——— 


beider Ausdruͤcke für = 
“ 25 
vera rer 55 + 32(2n-+2)* 
105 
+ 128(2n-42)? — 
— — 3 4 25 
5 ie)  4(an—ı) ° 32(2n—ı) 
| = 105 iR: 
| 125 G.n—ı)% r | 
wo n. jeden beliebigen Werth haben kann. 


eR 
Auch ergiebt ſich aus dem Werthe von loß 


woraus die Sapfacifche Formel für — in (54) abge⸗ 


leitet iſt, noch leicht folgender — für denjehe 
Logarichmen 
ausyr 
1 mn] 
on og(a+1)z + —— —— * F 2) To. — 


3 1 
802042)0 —SeSſY nt — * 


un) 


fo daß man alfo in allem vier Reihen für log 


und eben fo viele fir = — — 


ya 
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112. Exempel. Die Reihe fen 1, * —b, 

— Kr, 

8 10 | 

en Glieder find; man ſucht den allgemeinen Ausdruck 
ines Gliedes der Reihe. 

Wenn w—ı die Stelle von T, alſo x die Stelle 


. 2x — 
on T’ iſt, fo bat man TV’ — ee 


„u. ſ. w., wo a, b, c.... bie vorhergehen⸗ 


X — 
— ; 
X 


fo in (110) n =——, und es wird nach gehörig 


usgeführter Rechnung 
Ar 15 .. 385... 4725 
Tyx x * 8x" * 128x3 * 1024x+ 
228459 2747745 | 
| 32768x5 26214428 * etc. ) 
Im A zu beftimmen, fuche man das ı gte Glied der 
Reihe, indem man —ı=z19, alo x= 20 ſetzt. 


‚a 5.23.29. 31.33. 35 
Es iſt —n ao 0,00695055835 und man 


[ 





rhaͤlt 
BB EN _35_ 385 
,006950558 — V 2ao\20 8,20% 128.20 
+ etc. ) 





A | 
= Vo‘ 0,0550947 
‚oraus | 
A = 0,3641892 


efunden wird, Diefer Werth flimme mit dem in 
111) für das dortige A gefundenen in den erſten ſechs 
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Derimalftellen überein, und ed laͤßt ſich auch, wie dert 


| zeigen, daß derfelbe genau = V — iſt, in dem für ein 
unendlich großes - t 04 
—1L3. 5..-. 2n — 1 — ee Br 
4.6.0... 2n+2 (a+ı)Yat3) m 
ift. . | J 
113. Die Glieder einer Reihe ſind durch de 
on, xx+r_ . — 
Gleichung T’ = — verknuͤpft, wo x eine line 
Ä Function der Stellenzahl iſt, oder auch die Stellen. 
felbft fenn kann, man foll den allgemeinen Ausdrd 
eines Gliedes finden. 

Da (XTTC XxXI xxT AT), ! 
wird ıT—=xsxAT. Hieraus ift näherungsweife rT= 
RR Ax, folglich weil ſich x mit der Stella 
| dx AM 


gleichförmig ändert, alfo Ax conftant iſt, = — 


AX 


r 


woraus duch Integration T = Ae 4 
r ı 
A(1— ee etc. ) folgt. 
Man feße alfo 
2 B.c,D.E 
Treten + etc, fo ift, me! 


x 


1 
— 
x 


— 
— 


man Ax — w feßt, 


Bw Bw? Buw3 4 
xx x? x⸗ x5 
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— u '3Dw _6Dw2 


rB rC rD rE | | 
rT = rA — — — — 
Bu? Bw3 But B«s 

r x x» 3x4 
__ 200  3Cw2 gCw? sCwt 











5Fw 
x ; 


| Ä — etc. 
und die Vergleichung der gleichnamigen Potenzen von 


I, 
x giebt 





ie: WA 
w 
ww-r ww—r 
— B=— ——ıA 
2 2ww 


p_— 3®o—r)C- Bw 


3Ww 
_ (kww—r)D—4Cw3+Bw* 
4w 
_ (toww - NE—ı0Dw’+5Cw—Bws 


E 


F 


5 w | 
= (sww—r)F—20Ew5+ 15; Ds —6Cw5+Bws- 


6w 
etc, 
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wo man das Geſetz bes Fortgangs leicht bemerken 
wird, | 
Cine andere Auflöfung erhäle man fo. Man be— 
zeichne die fucceffiven Merthe der unbeflimmten x, wi: 
che find x, tw, x+2w, x+3w, U, fe w., burö 
x, X, X, a uU. f. Wi fo iſt 
ı 2 








N 4 ı ı 
Az ER T ... 1 ar, 
ı 2 n ı 2 n n+I 
RER X I 1 
=: x Kor. x G — 
ı 2 2 
(n + ı)w 
— xXX.... x 
| 1 8 | n+X 
Yun fey Ä 
.. B C.. D. E 
T=-A+-— + — + — 
** ee Kor» X — 
1 12 3 


ſo wird 
"Bw 2000 3Dw 4Ew 


xx X X,., X J—— 
1 ı 2 ö 3 + 


alfo W 
Brtw lo 3Dxtw 4Ex’: 


N ge 








XX iX X KıoXN , Xu X 
x ı 2 3 ! 
— Eli, 


’ u, fı w. in ander! 





x? x? 
ier find nun nod) -—— Ä 
Hier find n ch — — 


1 12 
Brüche, deren Zähler unveraͤnderliche Größen find, # 
- zerlegen, damit die Eoeffiienten A, B, Cr... unab⸗ 


haͤn⸗ 
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aͤngig von ber. unbeſtimmten x ausgedruckt werden 
Önnen. Zu dem Ende fey 














x 4 — B 4 € 
Kick XKıoo KO IK x 
ı 2 .n ı 2 n-2 x  A-1I 1 


oA, B, C noch zu beſtimmende Coefficienten en. 
Bringe man rechter Hand alles auf einerley Benen⸗ 
ung, und fest ſtatt x x, 2 abre Werthe x nw, 


4 n—r)o, fo wi 
x’ — Yx > an— 1)y18 + — ı)weX 
— +39 + nv» B 
Yieraus wird A— 1, B— — (en — 1)0, e= 
nw*; fo daß Ä 





x® 1 (2n — 1)w nnw*® 
— — — — — —— ⸗ nennen 
X X,»,o x XX,».e x EX... x HK, x 


ı2 ın x n-2 0 ı n—t I n 
Um die Zerlegung von = zu haben, muleiplicire - 


| F 
nan beiderſeits mit x x.....x, fo wird 
23 n 





x x 2n — I)wxX 
xx —— ) * nn? 
j xx xx xx | ax 


nd wenn man num n=ı macht, und fi erinnert, 
aß F 
xx u, 
— ı—=- + — 
XX x r xx 


Die übrigen Gälle geben fich durch. die allgemeine 
iormel. ‘ 


Man bat nun 
T=rA+— = + C++ em 
* 12 


Fff 
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und, wenn man auf die gersiefene Art rebucirt, 
| Bw® Bw® 2.40? 


AT= Bet — 
— XXX 





| * 3.5Dw»* 
nn nn — + 


XXX 

= ı 2 
Du 4E 
xx XXX 
1 ı 2 


| | . . r 1 I 
worand durch Vergleichung der Coefficienten zu -, — 
| | 


u. ſ. m entſteht 





| rÄA» 
Bz—— Du 
ww 
c=- "I 
aw 
3w 
— gr 
F - (4.700 — r)E — 3+ gDu? 
— ——— — —— —— — 
.5w 
G.9ww—r)F— 4. 16Bw? 
G — — — — — — — 
6w 
etc, 


100 das Geſetz des Fortgangs nicht ſchwer zu I 
ſehen iſt. 
114. Exempel. Den allgemeinen Ausdrud © 
| f 6,8 8.1 
nes Gliedes der Reihe 1, — 2, 2 — 
3.3 77 9.9 
u. ſ. w. zu finden. 
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Es ſey z die Stelle von T, alfo z-+- ı die von 
T’ fo ift 
— 22(2Z + 2) 
(22 + 1) 
Macht man 22-F 1 x, wodurch Ax oder wu ndz 
— 2 wird, fo hat man 
Ki) + 1, 
xx f 
x—1 
T 


TI — 


— 
— 





. XX 


folglich r in (113) — — 1. Nach der erfien Aufld⸗ 


ſung wird nun 





— —A 
2 
Ge >p IA 
4 8 
D= a 
6 ..16 
— 6 
8 128 — 
E—80D — 
— Al 80D+-80C—32B — 
10 256 
— 61ıF—ı160E+240D—ı192C-H64B __ N 
| 12 1024 
u. ſ. w. 
Mithin 
83 143 
= N€ — 2x + er = Mr — 256x? 
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Zur Beſtimmung von A berechne man das roh 
- Glied der Reihe wirklich. Es iſt PRTURTOrT IT 


— 0,80527224. Durch die Formel für T ed ju e: 
halten, hat man 2 ı0, folgli x at. Es wird 


F | R ; 5 | 
A a erg Aa 
alfo jenes Glied ( * 2.21 * 8.2 ) 
| "80527224 
A t AZ. 
>< 1,02530447r mi din 102530447 


0,78539816... .  Diefes ift fehe genau ber Werh 


von —r, fo daß Ama, und 


4. 
” ı Ss 11 "83 ) 
T=- — La — mn tc, 
- (: F — — TH 128x*? r® 
iſt. Wenn x unendlich groß ift, fo ergiebt ſich fir 
aus, daß das legte Glied der Reihe oder das, Produ‘ 


| 2 I 

1 — en etc, ininf, — iſt, md 
9 25 49 8 4 

ches der von Wallid gefundene Sag ift, den man ı 


fo auf diefe Weife hätte herausbringen Fönnen, ml 
er. noch nicht befanne gemwefen wäre. 


Nach der zweyten Auflöfung wird 


B - C4 
2 
—E 2A 
4 8 
6 16 
61D—64C 1251 
* 2 — A 





E Do 
| 8 128 
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— ı13E—216D_ 17559, 
77 10° 256 
— sgıF—sı2E 632385 , 


12 1024 


F 


eic, 


I 1251 


3 2 Ip 


Demnach ift | 
Ex 16xxx A2IX...X 


1 
TA — 
( ++ 
| ' 6: 2385 ; 
17559 . 032 
r 250%, X 1024X.%X = «) 
4 — 5 


10 


Das ı2te Glied der Reihe i ee 
re b rt 3.(7.13+17.19.23)* 


= 0,8019275. ‘Da für daffelbe z=ı2 ift, fo wird 
x 22 +1 725, mitfin x — x r = 27, 


1 
—x-420 29, uf. w.; daher 





5 


— — — 


I 
225 * 8.25.27. 
31 
* 16.25.27.29 * ) 
== AX 1,0210457 | 
| * 
woraus A wie vorhin — 0,785398 = id ergiebt. 


2 
0,8019275 = a( Tr 


- "Da A ſich hier, wie in (112) auch noch auf ans 
dere Art beftimmen läßt, fo zeigt ſich, daB, ohngeach⸗ 
tet des ſtarken Anwachſens der Coefficienten in der 
Reihe für T ſowohl bier als in (112) die Reihe in 
ihrem convergenten Theile fiher zur Berechnung DON 
T gebraucht werde. Man vergleiche aben (39). 


115. Wenn die Gfieber einer Reihe durch die 


Gleichung T’ — wo x daſſelbe, wie in 
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(114) iſt, beſtimmt werben, ben allgemeinen Ausbrud 


eines Gliedes der Reihe durch x, x, x x u. ſ. w. zu 
finden. — 


Da 7* 





7 ſo wird F +T= 
xıFr i | 
xxT ober xx(T + AT) + rT! = xxT, worau— 
TI! + xzxAT = o folge, 


« Man — 


Telttatt ten 


— 


welche Annahme ſich auf äßnliche Deife, wi in (113) 
rechtfertigen läßt, fo wird, x 4 Ax oder x+ w flat 
x gefeßt- 























E 
T=A+- = + + — + ah 
XXX X oroeo MX 
= 2 3 lı 2 3 1 4 
alſo | 
XXX X 
| = z Pi 123 > 4 
— iſt 
Bv 20 D ' 4Ew 
XXX XXX X.X X..X 
"I ı2 3 4 
alfo . 
= 
— — = — 2Dx — _— eid 


x = XXX X... x 
1 123 I 4 
Um hier. die unbeftimmte x aus den ‚Zählern megit 
fhaffen, und zugleich xxAT auf d die Form von ıT' j! 
bringen 2 bemerfe man, daß 


x x nw nu 
—⸗ — — m I m — — — 1 — — 
x xrnu x+rnw x 


nn 2 
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alfo 





B Cw? D 
ee —— +2 — + eis, 
xx 
I ı 2 ı 2-3 
200 3Dw 4Ew 
x xX XXX 
2 


man 





_rA 
— 7 
EL ae + En rwo-t-r} k 
2w w, 2w 
= 4ww + En -umer tr), | 
— — 360 w, 2w, 
EB gww + n _ He wur) — — 
zu 4w ww, 2w, 3, 48 
etc, 
wo das Geſetz des Fortgangs Elar iſt. 
Demnach iſt 
=4(: +44 ——— aus Here.) 


wo 4, B, € u f. w. bie ke Glieder 
anzeigen. 


Stirling Hat die Aufgabe und ihre Auflöfung, 
Method, diff., Prop, XXVII; Emerfon, "Mahal 
of Increments, Probl, XVIIL, 


824 . Summirung der Reihen, 
116. Crenipel. Den Werth des Products 
2. 2. 6. 6. 10. 10. 14. 14. etc. in inf. 
1.3.5.7. 9. 11.13. 15, etc, in inf, 
zu finden. 


6.6, 10.10 


& 
5:7 g-1l 
14.14 
Be * u. fe w., und füche den allgemeinen Ausdrud 
| 
eines Gliedes derſelben. 
Da, wenn z bie Stelle bes Gliedes T ift, 
(42 — 2° 


Ä (42 — 3) (42 —ı) 
fo wird, wenn man 42 —2 x macht, wodurh «= 
Ax 4424 if, 








— 


und man erhält aus (115), wr Z—I e 


Ge ei > 
Tin x 2 3 


255 
_— tc. 
+ Te u. ) 
> ‚ 4 
Um A zu beſtimmen, berechne man das 13te li! 


24 
der Reihe. Es iſt — 
9. 15. 29. 31. 33. 37. 41. 43 
1, 4068706. Nach dem gefundenen Ausdrucke für J 
erhaͤlt man dafuͤr 
1 1.15 1.15.63 


Al ve —— 


——— — —— r — 
450°. 4:8:50.54 4,8.12,50,54:58 


mu etc, 





= FEDER Diefe giebt Pe 1,414213-- 
oder = Y 2, Wenn z, alfo auch x unendlid groß 
wird, fo ift das — Glied der Reihe = A, d. iu, 
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2. 2. 6. 6. 10. 10. 14. 14. etc, in inf, 


1.3.5.7. 9. 11.13.15, etc. in inf. — 


wie ſich aus dem Werthe von 00 in Cyklometrie 


(27), wenn man m=ı, n=2 nimmt, ergiebt. 
Kehrt man Bruh um, und multiplicirt auf beiden 


Seiten mit —, fo wird. 


3.5. 7. gr LI. I3..... etc. 2 77 
2.6.6.10.10.14..... etc. Va2 Vv ' 
wie in dem Art., Summirbare Reihe, 24, II. an⸗ 
gegeben ift. ! 
07 Erempel, Die Glieder einer Reihe fi ö nd 15 
. 6.6 
— a, > — — — u. ſ. w., den allgemeinen 


35 57 79 
Ausdruck für ein Glied dieſer Reihe zu finden. 
Es bezeichne z die Stelle des Gliedes T, fo iſt 
— DRS. SEHEN T . 
(22.—ı)(22-+ 1) 
und wenn man 22 — x mad, 


x _ 
T’= T 





XX — 1 


Demnach iſt in (115) r—ı, ferner w=Ax 
me er — or — x+4 u. ſ. w., mithin 


Ro 15 
Ru Al Korn 


. 65? * ec.) 


Zur Beftimmung bon A ſuche man das 1ofe 
16 
Glied der Reihe. Es iſt Ben. 


36 
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1,53001 72735: Nach der Formel wird es, weil 


j I 

x 22 ao if, = Al 1 — —— —æ— 
2 2.20 2.4. 20. 22 

1.3.15 


— m — etc. I i 
2.4. 6. 20. 22. 24 ) A><0,9740392454 


Hieraus folgt A = 1,57079633 = * ſo daß 


— — 2.3. 4. 4. 6. 6. 8. 8. IO. I10. etc, ın inf. 


2 1.3.3.5. 5.7.7.9. 9 Li. etc. in inf, 
wie befannt, a | | 

118. Es laffen fih noch mehrere Säge, mie 
bie in (110), (113), (115) find, finden, je nachdem 
man andere und andere Relationen zwifchen den Gl 
dern der Reihe annimmt; es mag aber an den hayr 
brachten genug ſeyn. Es ift noch übrig zu zeigen, mie 
die fummarorifhen Glieder folcher Reihen, als wı 
(110) bis hierher betrachtet find, gefunden werde 
koͤnnen. 


119. Das ſummacoriſche Glied einer Reihe, für 
| x+n 
welde T’ = = 
von T oder T’ anzeigt, zu finden. 


j Es fey die Summe der Reife bis mit zu dm 
Gliede T, welches T zunächft vorhergeht, s, fo erh 
aus (13), daß | 


T, wo x, wie in (1120), die Ötk 








as — 7T 
alfo x+Fı flatt x gefegt 
As — T’ — 
mithin x 
| s—4-=-—T 


d. i. 


} z 
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den | 


fo 


xAAs — nÄs 


I(xAAs) = ns | 
ſt. Um das Integral SCxAAs) zu finden, integrire 
nan theilweiſe nach der Kormel 
Zufät = ut — StAu 


velche man leicht aus Differenzenrechnung, 6.) ableis 
et. Man fege naͤmlich u=x, At=AAs, fo ift 
Au Axmı,t=m=As t=ös und 5. 

1 1 


Z(xAAs) — xos — ZAs 
a I 
xXas — s 4 0. 
1 


Folglich iſt 
ns =xT — (s F As) +C 
—xT—s—T-+C 
und | 
(n+ı)s=(x—-ı)T+C 
Die Beftimmung der Eonftans hängt nun davon 
ab, 0b x die Stelle von T oder T’ ift. Iſt das erfte, 
fo it für x=ı, Ta, dem erften Gliede, und s 
(die Summe der erſten x — 1 Glieder) —o, daher 
C=o, um 
| 7 ee ] 
8 == . 
| | n-+ı 
Bezeichnet x die Stelle von T’, fo ift s bie 
Summe von x— 2 Gliedern der Neihe, alfo für 
x=2,T=as=0o, mihinG=—.a, und 
(&x—ı)T—a 
n-+ı 
120. Exempel. Die Summe einer Anzahl ber 
erften Glieder der Reihe + — + Zb + 2 + etc, 
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wo a,b, c, u. ſ. w, bie N Glieder 
find, zu finden. . 

u diefe Reihe ift, wenn x die Stelle von T if, 


= 27 (111). Alfo bezeichnet 8 in (119) die 


Summe der erfien x — ı Glieder, und man erhäl— 


T—- 





wenn man flatt nn feinen Werth -—, und flott T 


den in (zır) gefundenen Werth fegt 
2x—2 105 


eilt, 
en Vrx —: J—— ) 
Hiernach iſt die Summe. der 100 erſten Gliede 





200 ( 3 25 4 105 
— — — 1 — —— 
yıoır r 8.101 * 128.101* 1024.101° 
| + > 


= 11,1269695 5.... 
Denn x fehe groß ift, fo iſt ‚fehe nahe 
= aV—. Die Summe der ganzen ins Linendli 


forigefegtn Reihe ijt unendlich groß. 
120), Erempel. Bon der Reihe ı + - 


+ —b 17 = +- —a + etc, eine beliebige (aber 


was — — ——— vom Anfange der Meike a 
ju fummiren. 


Für dieſe Meihe iff, wenn x die Gtelle des Olır 
des 'T’, alfo x—ı die von T anzeigt, aus (112) 
— — 
72 — T 
X 
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Dezeichnet alfo s die Summe von x—2 Glie: 
ern ‚ fo hat man aus (120), n=——, und azı 


emacht, 
22— 2(x- —ı)T 
nd, wenn man Rare T feinen Werch aus (112) ſetzt, 
2ax—2/1 15, _385_ 


s—2 — — —+ — + — + ec. ) 


Vrx \x 8x 128x3 


= ı ++ on ec. ) 


1 28x? 


Die Summe der erfien 1000 Glieder der Reihe, 
0 x 1002 ift, wird hiernach 


2002 8 


ee | — * 128.1002° 


+ ec. ) 


= 2 — 0,03567447.. = 1,96432552 0. + 
Iſt x ſehr groß, fo hat man ſehr nahe s= 

en, Die Summe ber ganzen ins Linendliche 
VrxX | 

ortgeſetzten Reihe aber, für welhe xXo ift, ift 

S 2, wie ſchon in (92) — mode 

6.8 


c R ar 
120°, DR ee a + > +: 2b + 


= > + etc, allgemein zu fummiren, 


Es fey s die Summe von 2 — 1 Gliedern ber 
teihe, T das Glied in der Stelle z, fo ift As— T. 
Diefe Gleichung bleibe, wenn auch flatt z eine neue 
ariable x gefegt wird, welche eine Sunction jener ift, 
ur muß dann freylih darauf Nückjiche genommen 
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werben, baß nun Ax nie —=r if, ‘wie fonft, wo ı 
die Stellenzahl felbft Ba DIEE 


In (114) wo 22 + 1X gefegt ward, wodurt 
Ax oder w= me iſt, " gefunden 


ß ö 
T= -a(1+7 — — — — æ 
| = 
T ' » 
Be emo B= re y = 19315;° 
— 9,7734; € 68,59; 4 = 617,56; fm 
Man bat alfo 











a, PB .- 7 
a a(ıt Tetsste Pe * > 
x 12 2 
mithin 
l 
s — Const, + ix + aS— + * 11 
. ö 
+ 02— + er.) 
Da (113) 
—— 
XX..-2⸗ -X — XXX, X 
1 n. ı2 n+tI 
fo ift umgekehrt | 
I U 1 
Zen. EEE ie 
n+ıX n 


Hieraus RN ſich * S— —ze Ui ſ. w. 8: 


x betrifft, fo — weil — zw = wx®: — 


x — 
= Zäx—x, alſo 3° = — Noch ift zu 
n 
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Diefes hat man mittelft der in (36®;) angeführten all: 
gemeineren Sormel, nad) welher 
m _y Fr  Auuderr Ady 
2 7209 


3 
— At 
--- 160 yret 


I 
zu fuchen, indem man y — = ſetzt. Dadurch wird 





Ä 2 n 5 
x 0 2x 12XX I2XXX 120K,,4.X 
1 72 
904 
u un 
20X,,.-X 
A 


Auf diefe Weiſe entfteht L . 
s = Const, + ie 4 — 8 4 Sr 





+ — 1 
12 0 XXX 
| ı 2 
— 1 
120 X 


und, wenn man flatt A, «, . vy, u. ſ. J ihre Werthe, 
und für & feinen Werth 2 ſubſtituirt, Ä 


lo | 6, 
s — Const, + (+ 3 
4 16x 12xx 
„I 
10,7734 9,207 65,36 ) 
un — — — — — — — — — etc, 
6xxx Xu X X....x 
12 3 4 


Die Conſtans zu beſtimmen, ſuche man die Summe 
der erſten 12 Glieder der Reihe durch wirkliche Ye: 
rechnung; fie ift = 10,0649126, Da für diefelbe 
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z—1=12, alſo z=13 ift, fo wird x= 27, di 

x=29, SH U f. w., und 
27 ‚log? 9 
2 4 16.27 
Br 6 u. _ 10/7734 
12,27,29 6.27.29.31 
nr ausgeführte Rechnung giebt Con, = 1,1680971, 

ſo daß 


Ä 0,0649126= Const, + * (— 


4) 


vs⸗ 9 
8 1,1680971 ++ Fr — 
6,8125 __10,7734 ei) 
12xx 6xx x 
iſt. 1 ı2 


Sir ein. ſehr großes x hat man näherungenei 
= 171680971 — „Die Gum 


bee ganzen ins Unendliche — Reihe aber ü 
— groß. Zu vergleichen, Summirbare Rei 
24. IL 


121, iu diefelbe X wie bie Reihe ı gr — 


+ b + —e + etc, jest fummirt — laſe 


= bie Auf ı + a + ob + — c+et; 


3 
ı + * 4 2. T De + etc.; I + 


De | | 

—b % s emem 
* — — ar + etc fummiren. Das allgemei 
Glied der erften ift in (116), dasjenige ber anderen n 


(117) gefunden. Für die dritte Reihe wird das al 
| gemein: 
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— Glied ganz ſo ausgedruͤckt, wie bey der andern, 
wofern z + ı die Stelle des Gliedes T ” ‚und 


22 + 3 x gemacht wird. Die Eonftante ift -. 


6 
122, Die Reihe —J + * 4 4 —a 
+ etc, zu fummiren. 
Es ſey z die Stelle des Gliedes T, fo bat man 
TI — 224 27 
22-+ * 


fo, wenn 22 +2 —=x geſetzt wird j REN Ax 
der w 2 wird, 





x 
Fin 
x N 
Aus biefer Gleichung folgt durch eine ganz aͤhnli⸗ 
he Rechnung wie in (119), nur mit dem Linters 
chiede, daß Ax dort = ı war, hier aber = 2 ill, 
3 z(x—2)T+C 
vo s die Summe von z— ı Öliedern ber Reihe an⸗ 
eigt. Da alſo für z= 1, s Zo werden muß, x aber 
lsdann — 3 und Ta if, ſo wid o=a+-C= 
40, I C=—2, und 
x—2)1T—2 
= 3 
Weil T fich durch x der Bemerkung in (110) 
ufolge nicht barftellen läßt, fo quadrire man Die 
— 
x4 Er 


x 


T— 





TV 


o wird 


Tax 
xx 
699 


1 — 
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Der Eoefftient A if = 7 tie es theils hie unnit 
telbare Berechnung aus — Falle z=10, wo ızıı, 
winhg, x —25, u. f. w. iſt, lehrt, theils ſich dan 

2 
aus ergiebt, daß für ein unendlich großes z nach ven 
MWallififchen Ausdrucke | 
2. 4. 6.... 22,8 _ m 
1.3.5... 22-1 — we. IV 2 


iſt. Man hat alfo 


JX ® 
ws 





+ ec) 


Hiernach ehält man bie Summe der roo erie 
Glieder der Reihe, wo Siico, alſo zu, 
und x = 22 + 1 203 iſt, = 1194,2783. Fr 
ein fehr großes z ift die Summe näherungsmui 


* —* > av "2. Die Summe der ganın 
in's Alnendliche fortlaufenden Reihe ift unendlich anf 
| ee en Ba 
123. Die Feibe ı —ı + —_ hr 

b * 2,3 + 4.5 * 

4 Aa + etc,, deren ——— wie ſich wñ 


(101) oder aus —————— 1 ergiebt, - or ft, ab 


gemein zu fummiren. 

Es ſey 2 die Stelle des Gliedes T der Reih— 
ſo iſt 
| — (22 — 1) 


— 2z(22 + ı) 
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der, wenn man 22—x feht, wo Dann w ober 2% 
== 3 iſt, 


(x—1)? . 
x(x+ 1) 
Beriämt s die Summe der z—1 erften Gjlie: 
er der Dreher o it As — T, und, wenn z in — L 
— — T', mithin 
—— 
— 
I xa+ en 
voraus, wenn ſtatt As fein Werth As + Aas geſetzt 
I 
vird, folgt 
(3x — 1)As + x(x + 1ı)AAs = 
Lim diefe Gleichung zu integriren, * s — — 
vo v eine Function von x iſt, fo wird 
As = (v-+-Av)(As+ AAs)— vAs 
= Aväs + (v-+ Av)Ads 
== Avds + vAäs 
z 


7T — 





lſo 


Bird dieſer Werth von As in die ‚obige Steigung ge⸗ 
racht, ſo entſteht 
(3x—ı)v + x(x-+ ı)(ı —Av)=o 
der ai | 

( — N* ( 4 i)I — Av) = 

X/F1 Ra, ; | 
zuͤr ein großes x iſt näherungsweife 
3v + xfi—Av)=o 
x 


DV — 
der, wenn mar v=v-+ AYz=v-+ — = 
1 
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% 
Ze || A 20V 
:v+ 77 alſo av — x macht, 
= ger e e _ 
sv+ ur Haze 
„dv 
Laͤßt man hier noch ie „als unbetraͤchtlich gegen 


— f me 
i ix weg, fo om 
| | r 
sr ——— —— 
= dx 
oder 
vr ZI vox — 5x 
| 2X 2 
dee integeirende- Kactor für dieſe Gleihung iſt x w 
es wird SA 
J vwri = Cc-“x! 
alfo Kr 
| vz—x-H Cx! 

Man kann das Glied Cx! nicht zum Anfane* 
gliede der Neihe für v machen, weil fonft in & 
Ausdruck für s durch T zufolge. der Gleichung s- 
vAs 4 Const, —= vT + Const, zwey willküpri 
Eonftanten kommen würben, welches nicht feyn da 
da wenn s duch T vermittelt der Gleichung As=! 
beſtimmt wird, nur eine ſolche hineinkommt. De 
man v — — x + etc.fegen muͤſſe, ergiebt ſich a" 
offenbar aus Zuziehung des Werthes von T. Es ıf 
naͤmlich | 
Es I. 2. 3» 5. 5..- (22 — 3) (22 —3) 
2.3.4. 5. 6. 7... (22 — 2) (22—1) 
__ 3:5, 7er 22 — 3 1 

2.4. 6. 8..... 2Z—2 2Z—I 
In (111) fee man n z— ı, fo wir 


T==7%<c 
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1.2. ea BES ... ne — 
2. 4. —— — — 32. Ten 


_405 1659 
— 128. (22)* ——— re c.) 


= ml er — 
— 203 — 4 ec.) 








12823 20483? 
weil 22=x, Mithin u 
EURER. SER — 
 konvVamÄ dee Te, | 


+ ec. ) 
alfo für ein fehr großes x nafe T= — 


= 7 ah, Aus der Gleichung As=T fat man 
03 
zu einer erfien Annaͤberung >— —, ıx—Tb,i, 295 





Tox, alfo ds = — J und 8 Const, — 





„x“ — Const, — xT, welches zeigt, daß — x 





Var 
das erfte Glied in v iſt. 
Es ſey alfo 
_ c,D E 
eye Bere nn 
ur x i1 2 
fo iſt 
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ü 
und | 


222. & .. DC. E 

= Ax B Bi SON onen 
Bi e +B+r .ı _ .me 

1 x 2 123 


‚= Ax+Au+B +2 + on 





xX XXX 
1 ı2 
F-3Ew 
dell. 
Is x T 


| 
ud (3— —)y = 3Ax # 3(As'HB) + 2 


+ nn a = 





5A (ur 33 —— — -B 


+ met ı)C + —* ı)D 


| xxx 
1 € u 
2 _ 3E-(g0+ ı)E Hei 
E XX „e,. X 
Berner 2 


x(1-Av)—/r. Senn un 
(1-Av)=(1 Au)x + — + ze ri. a 
= 
ww Jıev — "De 
12 
4 —— 


| 3 
und | 


+ el 
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(+ ı)(1-Av) — (1-Aw)c + 1 Aw + — 
+ 2. D—Cw+C)w A (sE-4Dw+2D)w 


ix XIX 
| 12 
4F—9Ew-+ 3E 
u. (4F—9Ew+3E)w + etc, 
J Ense 


Werden bie reducirten Werrhe von (3 -—)v 
X/r 


und (X41) (1—AV) in bie Gleichung (3——)v 

- X/r 
+ @+nlı—Av) =o gebracht, und flatt w fein 
Werth 2 gefegt, fo erhält man Az— I, B=—, 





2 
c=--, D=20=—, 2=p=—2, 
15 7 35 21 
140 81 
F=®E — u ——— G=— en. u. ſ. w. 
11 33 13 143 
Demnach iſt 
a Tan ... 
3 15X 35xx QIXXX 33Xx. .x 
1 3 


— 0C4vas -0 4 v7 
12 20 


=c—-1(1— 2 — + — tet 





Z5XX 21xXxXx 
12 


4 ec. ) 
Will man den Totalwerth der Reihe, welder—r 


iſt, nicht als bekannt annehmen, fo fuche man jur 
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Beſtimmung ber Conſtans auf dem gewöhnlichen Ext 
der Addition die Summe der erſten 10 Glieder hir 
Reihe. Sie iſt 1,39169494, und das. zıte Glied = 
0,008390336. Diefe Werthe fege man für s und T, 
und für z—ı feinen entfprechenden Werth 10, alı 
z— 11, und 2222, fo wird 

4 


2 
1,39169464=€ - 0,00839033 (2: 3 — 


| 12 
— etc, 
j * EFT A ) 
== C —0,008390336 X 21,34618781 


= C—0,17910168 
und — | | 
C= 1,39169464 4 0,17910168= 1,5 70795% 


Dieſes iſt ſehr genau der Werth von — fo da 
demnah | 


1 2.4.22 
8 — T X — — — * — 
ur ( —— 

X 


+ ee.) 


ift, wo man zur Berechnung von T entweder die bir 
. bin gegebene Reihe braucht, oder auch den logT wr 
mittelt der Formel J 


log, vulg. T = log,vulg.(x- 1) — og vulg-= 


Pe 3 1.3 IL... 
| + retten + er.) 


ſucht, in welcher k= 0,4342944819. +. iſt. 

Die Summe der erſten sooo Glieder der Reih 
wo 2— 1 = 1000, X 2002, und log. vulg.! 
= 8,2513707 ift, findet fi hiernah — 1,552954 
Man ficht hieraus, wie langfam die. Reihe an den Te— 
talwerth convergirt, und daß man eine fer große dr 


— — 
zahl Glieder zuſammenrechnen müßte, um —* mirtel 
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ber Meibe in 7 Decimalftellen genau zu erhalten. Man 
Fann diefed fo überfchlagen Da für ein großes x 


fehr uobe s — * — — ſo findet ſich, daß wenn 


— — 7 ——<0,00000005feynfoll, x>25464790894703 2- 
feyn muß, welches über 127 Billionen Glieder — 
Auf ähnliche Arc laͤßt ſich in andern Faͤllen den Liber: 
fhlag machen, wovon Hier noch ein Beyſpiel ftehen 
mag, um eine Behauptung in dem Artikel, dleiße, 


30, ruͤckſichtlich ber Reihe 1— +2 * ... 


zu rechtfertigen. Es ſeyen nämlich = berfelbin 2x 
Glieder zufammengenommen, fo beträgt die Ergänzung 


1 — 
zu dem Totalwerthe — m̃ — 4 — eio 


| | 
. TESTER" "etsartı lee 


a 
Nach (52) iſt — — — ar 





+ — — etc., alſo fuͤr ein _. x fehr 
I E | : 
beynahe — Soll dieſes kleiner ſeyn als 


0,0000000005, ſo wird erfordert, daß 4X2. 100 


1 | 
und 2x > 999999 999 — alfo wenigftend — 1000. 


10° fey, 


124. Laͤßt fih eine Reihe durch die befannfen 
Methoden entweder gar nicht, oder nur auf eine fehr 
verwickelte Are fummiren, fo Fann man zumeilen eine 
Annäherung zu der Summe dadurch erhalten, daß 
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man fie als eine geometrifche oder arichmetifche betrach⸗ 
tet, wovon bier noch ein Beyſpiel beygefüge werden fol, 


Die Wahrfcheinlichfeie mit einem Würfel von p 
Seiten in q Würfen n beftimmte Seiten ju werfen. il 


r-[7]en+l7Je2-[ZIe" +eis, 
p® 
wo bie Reihe im Zähler, * welcher der Kuͤrze wegen 
die Euleriſche Bezeichnungsart der Binomialcoefficienten 
gebraucht iſt, fo lange fortgeſetzt wird, bis fie irgends 
wo abbricht, 
Wird nun die Zahl der Würfe gefucht, im denen 


Jemand mit gleicher Ausfiht auf Gewinn oder Der: 
luft es unternehmen Fann, n Seiten zu werfen, di, 


wo die Wahrſcheinlichkeit — wird, fo ift ber vorige 





Ausdruck = — ju fegen, und q aus ber fo erhalte 


nen Gleichung zu beftimmen. Da dieſes direct nict 
gefchehen fann, das Probiren aber hoͤchſt langweilig if, 
fo muß man die Gumme der Reihe im Zähler des 
Ausdrucks auf eine annähernde Weife zu beftimmen fw 
chen, zumal da die Srage die höchfte Genauigkeit nict 
verlangt. Man erhält viefes am Fürzeften dadurd, 

daß man mit Moidbre (Doctrine of Chances, p 
rar, sec, ed.) die Jleifep, p — 1, p—2, .... 
eine — geometriſche Reihe mir dem Exrponer⸗ 


ten * anſi is Dadurch. verwandelt fich der obige 


Ausdruck in diefen ı — - ] =") 
LE +[ 2 | CN" +0 
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Br IN", 1 
= (: — m) ) ' welder — = geſetzt, 


⸗ 
1 

| 97 Jogp—log(p—ı) 
giebt. Zu einem Zahlendenfpiele fn p—6, n 6 
oder ed werde gefragt, in wie viel Würfen Jemand, X 


gegen 1 feßend, ed unternehmen Fann, mit einem ger 
meinen Spiehvürfel alle ſechs Seiten zu werfen, Man 





log 


0,9621700 — 
= — I 12— circa; | 
erhält q BETT 12 : ca; alfo zwiſchen 


12 und 13 Würfen. In der That ift auch die Wahr: 
ſcheinlichkeit das Verlangte in ı2 Würfen zu leiten 
953029440, 1 —— 
m ——— und in ı uͤrfen daſſelbe 
2176782386 2 ' 3 Würfe ſe 
6709904640 I 
13060694016 2 


: Ben einer Ähnlichen Trage in Betreff des Zah: 
ienlotto läßt ſich daſſelbe Mittel zur Erhaltung einer 
jenäßerten Gumme anwenden. Laplace Theorie 
les probabilites, Liv. IL, nro. q., wo man aber 
ruch die vollfommnere Methode finder, 


Einige hieher zu ziehende Beyſpiele find noch fol 
ende. 


Moibre nahm, um die Berechnung der Leib⸗ 
enten, ſowohl der einfachen als der zuſammengeſetzten, 
u erleichtern, an, daß das Abſterben gleichmäßig ers 
olge, d. h., er betrachtete die Zahlen der Sterblich« 
eirstafeln, welche angeben, wie viel von einer Anzahl 
gleich Lebender eines gewiſſen Alters nad) ein, zwey, 
rey u. fe w. Jahren noch übrig find, als die Glieder 
iner abnehmenden einfachen arithmetiſchen Reihe, wor 
urch freylic die Werechnung leicht genug wird, das 


zu thun — 
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Ergebniß derſelben ſich aber boch zu ſehr von der Wahı: 
heit entfernt. Thom. Simpſon verbeſſerte Moi 
vre's Hypotheſe auf eine ſcharfſinnige Art, wodurch 
der Fehler vermindert wird. S. Tetens Einleit. zu der 
Berechn. der Leibrenten, Th. JI. ©. 103 u. folge, 
Kramp hat bie Zahlen der Scerblichkeitstafeln als 
Glieder einer ricklaufenden Reihe der erften Ordnung 
betrachtet in dem Leipziger Magazine für reine und an 
gewandte Mathematik von 1787., ©, 130, u. folge, 


Beny der genäherten Beftimmung des Werhältmif 

ſes der Summe der Glieder. des entwickelten Bine 
miums (m-+n)=+", mo rm und rn fehr große Zub 
len find, von dem Gliede an, das in der Gtilk 
nrfg+r ſteht, bis mie zu dem größten der Ent 
wicfelung, deſſen Stelle m+ı ift, ju der Summe 
allee Glieder bat Mifol. Bernoulli fih auf eine 
Ähnliche Art, wie von Moivre eben jege angeführt ifi, 
verhalten. Er fah nämlih die Factoren 





ım+g zm-+g—ı rm-+ı 
m—g+i nm—g+2' — —— rm 


(rm-+-q)\rm-+g-1)(rm+-qg-2)..(rm+r) 


roduets 

RER (rn+g+1)an—g+2)(m—g-+-3).. m’ 
wodurch das Verhaͤltniß des größten Gliedes zu den 
in der Stelle n—q- ı ausgedrücft wird, als die 
Glieder einer abnehmenden geometrifchen Reihe ur, 
deren Logarithmen alfo in arithmetifcher Progreffton find, 
wodurch dann allerdings ein genaͤherter Werth jems 
Products fehr leicht erhalten werden Fanı. Moiste 
beftimmte den Werth dieſes Product weit genauer, 
‚Döctrine of Chances, p. 242. sec. ed, $aplace 
‚bat Moivre’s Beſtimmung vervollfommnet, Theorie 
des probabilites, Liv, IL, ch, III. nro. 16. 


125. Hutton hat in feinen Tracts on ma- 
thematical and philosophical subjects Vol. L p- 
176. eine Summirungsart beftimmeter Neifen mit ab 
mechfelnden Vorzeichen der Glieder angegeben, melde 
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arin Gefteht, daß man zuerſt eine arößere oder ge⸗ 
ingere Anzabl Glieder, je nachdem ber Grad der Eon: 
ergenz der Reihe es mit fi bringe, vom Anfange 
er Reihe an wirklich zufammenzieht, und dadurch 
ine Reihe von Werthen bilder, welche abwechfelnd 
cößer und Fleiner find, als die wahre Summe, Man 
immt alddann zwifchen je zwey diefer Gränzen, wos. 
on die eine größer, die andere fleiner ift, als die ger - 
uchte Summe, das arichmerifche Mittel, und bilder 
» eine neue Reihe von Werthen, zwifchen welchen die 
Summe enthalten it, bie aber nicht fo weit aus eins 
nder liegen als die vorigen Graͤnzen. Huf diefe fo 
rhaltenen neuen Graͤnzen wendet man wieder das vo— 
ige Berfahren an, und ſetzt dieſes fo lange fort, als 
ie Graͤnzen noch ungleich find, oder bis nur noch ein 
inziges Paar übrig ift. In jenem Kalle giebe jedes 
er zuletzt erhaltenen gleichen arithmetifchen Mittel die 
erlangte Summe ‚genau, in diefem erhält man in 
em arithmerifchen Mittel des übriggebliebenen Paars 
Sränzen einen.genäberten Werth ver Summe, welcher 
ım fo genauer feyn wird, je näher die zuletzt zugezos 
jenen Graͤnzen einander Fommen. Sutton bringt dies 
es Verfahren auf allgemeine Sormeln, indem er date 
ach die fucceffiven genäherten Werrhe der Summe der 
Reife a b+c—d-e—f-+r etc, fuhrt, welde 
3a—b, 7a—gbrc 

BER Aue Net Ge 

4 8 





nd 3a; swf. w., von wel 
ben Formeln er auch das allgemeine Gefeß angiebt. 
Diefe Sormeln ergeben fich leicht daraus, daß, wenn 
—b + c—d + e—etc. = s gefeßt wird, man 
uch, sie in dem Artikel, Umwandlung der Neihen, 
jezeigt werden wird, bat 


— -a—- Aa+- — Ara — U Aia+ en. 


vo Aa, — N —— he ne der aus 
‚er Grundreihe a, b, ©, d.... abgeleiteten Differenz: 
eihen find, 
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Sutton bringe bey feiner Methode noch einige 
Mobdificationen an, um fie auch auf flarf divergirende 
Reihen anwendbar zu mahen. Da man aber nad 
dieſer Merhode nichts findet, was man nicht aud 
durch die in diefem Art. borgeragenen Gummirungs 
methoden, und zwar. weit bvollfommner erhalten kann, 


ſo gebe ich fein Beyſpiel zur Erläuterung derſelben, fon: 


dern uͤberlaſſe es jedem, ſich nach dem hier gegebenen 
Abriß feloft eins zu machen. Montucla hat übri, 
gens ein ſolches, Histoire des mathem, T.IIE p. 242. 
sec. ed. | 

126, In ven Phil, Transact. von 1784 ift ein 
Aufſatz von Waring befindlih, worin mehrere Sum 
mirungsarten kurz durchgegangen werden. Sie find 
fänmelich unter den von mir erklärten begriffen bis 
auf eine, welche hier noch eine Erwähnung berbient, 
und auf folgendes hinauskommt. Es ſey 8 die Sum: 
einee Reihe a+ bx + ex" + dx? + etc., und es ſeye⸗ 
a, B,ywfmw die Wurzeln der Gleichun 
z—ızo Denn nun A, B,C, u. f. w. bi 
Werthe find, worin fi 8 verwandelt, wenn darin ax, 
Bx, yx, uf m ſtatt x gefchrieben werben, fo ii 


-B+C+et | | 
——— die Summe einer Reihe, deren Glis 


ber das erfte, (n FT r)te, (an-+ı)te, u. f. m. br 
zum Grunde gelegten Meihe find. Wegen des Benz 
fes dieſes Gates, welcher auf ben Eigenfhaften der 
Wurzeln der zweygliedrigen Gleichung xꝛ — ı —o be 
ruht, muß ich die Liebhaber auf einen über eben dien 
Gegenftand fehr klar abgefaßten Auffag vom Thom. 
Simpfon in den Phil. Transact. von 1757 verwei⸗ 
ſen. Die Reihen, welche durch dieſe Methode ſummit⸗ 
bar ſind, koͤnnen zwar auch durch die Leibnitz⸗ Bernoul⸗ 
liſche Methode ſummirt werden, allein man erhaͤlt fie 
nach jener Art doch leichter. Tja man wird hierdurch 
oft das integral einer Differentialgleihung finden Fön: 
nen, welches. auf, dem gewöhnlichen Wege nur fep: 
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muͤhſam su — ſteht. 3. B. die Summirung der 
1357 1.3. 5.7 2.1.08 


Reifen + er TEEN | 


4 etc,, deren Summe (5 at7ur5) | 
iſt, hangt von der Integration der Gleichuns —! 


3 yo . 3 
reg ee ‚0, 100 0% —* 
iſt, ab. Die Gleichungen y=Flı—x)-!, und. y 
2(1+x)—% find particuläre Integrale jener Gleis 
Sun: ; das vollftändige Integral iſt y=Cu—x)-} 
+C'(1+x)-}, wo C und C' ein Paar willkuͤhrliche | 
Eonftanten find. 


Supplement, eigentlich fo viel als Comple— 
ment, Ergänzung. Es ift aber jetzt faft durchgängig 
eingeführt, unter Supplement dasjenige zu verftehen, 
was einem Bogen oder Winfel an 180° fehlt, und 
Somplement allein auf das einzufchränfen, was mit 
einem Bogen oder Winkel zufammen 90° ausmacht. 


- Schon Albert Girard bat in feinen, 1629 
zu Haag erfchienenen, trigonometrifchen Tafeln an eine 
berfchiedene Benennung der beiden Ergänzungen ges 
dacht. Supplementum als Ergänzung zu 180° kommt 
in Caswells Trigonometrie, welche fi) am Ende bes 
swegfen Bandes von Wallis’: Werfen befindet, vor. 


Supplementardreyeck heißt in der Spbhaͤrik 
und ſphaͤriſchen Trigonometrie ein Kugeldreyeck in Be⸗ 
ziehung auf ein anderes, deſſen Winkelpuncte die Pole 
der groͤßten Kreiſe ſind, welche durch ihten Durchſchnitt 
jenes bilden. Da aber auf dieſe Weiſe acht Dreyecke 
auf ber Kugelflaͤche entſtehen, indem jene Kreiſe eins 
ander in fechs FAnRN, welche wiederum bie Pole der 

„bh | 


— 
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‚Seiten des Grunddreyecks find, fchneiden, fo bedarf 
die obige Erklärung noch einer näheren Beſtimmurg 
Zuerit alfo ift zu bemerken, daß, da jene acht Drexd: 
paarweiſe in den Geiten und Winkeln übereinfommen, 
nyr die vier dem urfprüngfichen Dreyecke nächften, un 
die halbe Kugelfläche einnehmenden, Dreyecke in Br 
tracht zu Fommen brauchen, inter diefen Dreyecke 
ift dad Supplementardreyeck zwifchen denjenigen Pole 
der Seiten des Grunddreyecks enthalten, weldhe in 
Anſehung der zugehörigen Kreisbogen mit den Winten 
des Grunddreyecks, welche denfelben gegenüber liegen, 
an einerley Seite fallen. 


Das Supplementardreyeck, welches auch aus einem 
Teiche abzunehmenden Grunde Polardreneck genant 
wird, ſteht mit dem Grunddreyecke in einer folher 
Wechſelbeziehung, daß die Geiten des einen die Eur: 
‚plemente der Winfel des andern (verſteht fich bloß ı 
Ruͤckſicht der Gradbanzahl) find. Durch Zuziehum 
‘des Supplementardreyecks laſſen fih manche Saͤtze de 
ESphaͤrik und ſphaͤriſchen Trigonometrie leichter erwe 
“fen, als es ſonſt wohl gefchehen koͤnnte. Phil. Lani 
berg ſcheint fi) des Supplementardreyecks oder vi: 
mehr des zwifchen den einander nächften Polen der 
Seiten des Grunddreyecks enthaltenen in diefer Abfitt 
zuerft bedient zu haben, Aber abgefehen hiervon, if 
die Beziehung ſchon an und für ſich merkwuͤrdig. 


Surdesolidum eine in ber Altern Algebra 
‚gebräuchliche, jest abgefommene Benennung der füni: 
ten Potenz einer Zahl. Davon furdefolidalifd, 
die fünfte Porenz angehend. Man findet au Sur- 
solidum in derfelben Bedeutung. 


Surdus numerus „ furdifche Zahl, eine ver⸗ 
altete Benennung der Irrationalzahlen, bie aber nad 
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n England gebraͤuchlich iſt. Die Rechnung mit der- 
jleichen Zahlen in dem Artifel, Wurzelgröße. 


. Sursolidum s. hypersolidum pro- 
blema ift ein folches, zu deſſen Muflöfung Linien von 
iner höheren Dronung als der zweyten erfordert wers 
en, Solida problemata hießen nämlich bey den dl. 
eren Geometern, wie Pappus in der Vorrede zum fies 
ienten Buche feiner mathem. Samml. bey der Inhalts⸗ 
ınzeige von des Apollonius Buͤchern de inclinationi- 
us anführe, Aufgaben, zu deren Auflöfung die Kegel: 
chnirte zuguziehen find. Huygens und die ihm gleiche 
eitigen Geometer, wie Jak. Bernoulli, bedienen fich 
er angegebenen Venennungen noch. Jetzt werben fie 
icht mehr gebraucht, | 


Was aber die Sache felbft berrifft, fo merfe ich 
‚och an, daß Hungens bey der Auflöfung von Aufgas 
en, welche auf cubifche Gleichungen. mit drey möglichen 
Wurzeln führen, der Theilung des Winkels in dren 
jleiche Theile den Vorzug vor dem Kegelfchnitten gab. 
Gt haec construendi ratio (per trisectionem an- 
suli scil,), fagt er in dem Anfange zu der Schrift 
le‘ circuli magnitudine inventa, quodammodo 
implicissima videtur atque ad usum maxime 
ıccommodata, 


Don Jak. Bernoulli ift in den Act. erudit, 1699 
ine finnreiche Eonftruction der eubifchen. Gleichungen 
urd) Kreis und gerade Linie enthalten, wobey das ges 
tichte durch einen nach demfelben Gefeg zu wiederholen: 
en Cyclus einfacher Eonjtructionen gefunden wird, 
nd zwar nach Vollendung eines Eyclus immer ge» 
auer, und durch eine ohne Ende fortgefegte Reihe von 
Fonftructionen völlig genau. Die Gründe des Vers 
abrens, welche Bernoulli a. a. D. nicht angezeigt 
‚atte, machte er nachher im zweyten Theile der Positio- 
rum de seriebus infinitis befannt, Man febe die 
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Sammlung ſeiner Werke T. J. Nro. XXXVII. und 
LIV., auch die Sections toniques von LHopital, 
©. 351— 338. Hier mag als Beyſpiel diefer Ans 
näherungsmerhode die durch -fortgefetstes Ausziehen der 
Quadratwurzel zju Stande gebrachte Erfindung zweyer 
Mittelproportionalen x und y zwifchen zwey Yegebenen 
Größen a und.b Plag finden. 

Es ſey nämlih VYb=p, Vap=p’, Vbp'=p", 

41 np, op" pn u. ſ. w., ſo iſt x du 
letzte Glied der one Ende fortgefesten Reihe p’, p“, 
p’, u. f. w,, y aber basjenige ber Reihe p, p’Y, p” ei 

ın IDEE j 


Denn es fenen plz) und pꝛ41) zwey naͤchſte 
Glieder der Reihe p, p”, ps wu w., fol 
nah dem. Bildungsgefes dieſer Reihe pt 
— Ylalybpl=-)). ° Mäheren fih nun die Gr 
der p/, piu, pr, u. ſ. w. ohne Aufhoͤren einer gemifjen 
Sränze x, fo iſt für ein unendlidy großes z, pa: 
— pen) x, d. i. x=VdlalVbx)), al 
xx—aybx, und x —=aabx, folglih x? —aab; 
demnach x die erite zweyer Mittelproporfionalen jm: 
fchen a und b, ben fo erhellt, vaß y, Sabeb, alı 
y die andere der beiden Mittelproporrionalen iſt. 


Der Beweis läßt ſich auch fo führen. Es ift p 
abi; pr —aiti bit; Pzaititisbihih; 


überhaupt past D—attits tt bitch... - 
! | 2.4” 4* 


1 ia 
bi ar alfo für ein umendhh 





za —— bi 
3 .2 22+1 | | 
großes z, —atbi x, daher x? —a*b, Eben fo wird 
y=zabi j 
Naͤhme inan- anfangs V a — q, und bau 
Vbg=g‘, Va — vVbg’=gq'", u. ſ. w., ſo 
würde x das letzte Glied der Reihe q“, q’’, q*, u. ſ. m 
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aber das der Pr g', g’, g%, eto. in. inf. Ä 


verden, 


Zu einem Beyſpiele in Zahlen fy a8, pe 27. 
Bermirtelft der Logarithmen wird gefunden log pn 
= log p®'=logx = 1,0791813 — log ı2, und 
ogp®“ —logpsr— 1,2552725—log y=log 18. 
Drefed dient, einen Begriff von dem bey’ diefer Merhode 
Start babenden Grade der Eonvergenz zu geben. Man 
ann aber die Nechnung im dieſem Falle, fo wie in aͤhn— 
chen Faͤllen, durch folgenden Sag von Stirling 
Vieth, differ, Prop. XXX) betraͤchtlich abfürgen, Es 
nen A,B;C,D, us f. w., in umgefehreer Ordnung ‚ges 
ommene Slieder einer Heiße, deren Differenzen nahe in 
eometrifcher Progreffion, nämlih wie ı, r, r?, r3 


A—B 
ſ. w. find, fo ift das letzfe Glied der Reife ZA+ — 


rA- (r+1 )B+C  r’A-r(r+rHı BHrtrti )C-D 

(e-1)(r- ı) . 10-1 ro Pl, 
tc. — Sin dem obigen Beyſpiele ift log p=. 
8093859346 =D; log p = 1,0177324182 —C; 
»g p' = 1,06223190392 — B; log p = 
‚0749656943 ZA; und in Zehnraufendmilliontheils 
en A—B = 1264066551, B— C = 595866210, 
ı— D — 2023464836, welche Linterfchiede fih ſehr 
abe wie 1, 4, ı6 verhalten. Daher wird das legte 
dlied der Reihe, d. i. 

A—B A—;B+C 
gı—A,+ zu e —— + etc, 
Te 
0,0126466551 





= = 130149656943 + 


6,06000600006 


—— — elc 
J tem 


=1,07918'2460 = logı2. 
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Stirlings Kormel folgt Abrigens aus einer fehr als 
gemeinen Formel von Laplace zur Interpolation der Reis 
ben, in denen die legte Melation der Glieder die einer 
rüclaufenden Reihe von irgend einer Ordnung il, 
Theorie des probabilites, Livr, J. Nro, 6, 


EGEs verdient noch angemerkt zu werben, daß du 
teo, der auich fonft ald ein fcharffinniger Kopf befant 
iſt, die Verdoppelung eines Würfels Durch ein ganz aͤhr 
liches Verfahren, wie das obige, gefucht ar. Kaͤſ 
ners Gefch, ver Math. Bd. J. ©. 470 


Symmetrie, Ebens ober Gleichmaß, iſt die 
börige Übereinffimmung der Theile eines Ganzen ut 
einander, - Davon ſymmetriſch, jene lÜbereinfin 
mung beobachtend oder darin gegruͤndet. GSpmmerk 
kann fowohl bey arithmetifchen als geometrifchen Zul 
menfesungen Statt finden. : Die Symmetrie arichme: 
ſcher Zufammenfegungen befteht in der übereinfimmige 
Bildung der fämmtlichen oder gruppmeife genommen 
‚ Theile eines Aggregats aus gewiſſen formlofen oder w 
theiligen Größen, und fie ift volljftändig, wenn die Ir 
wahl der in die Zufammenfegung der einzelnen Thei 
eingehenden einfachen Größen aus der ganzen in de 
Aggregate enthaltenen Reihe derfelben Feiner fremdar 
gen Bedingung unterliegt, unvollftändig hingegen, wi“ 
Diefes der Fall ift. Jene finder bey den fnmmetrild“ 
Funetionen, wovon ein eigener Artikel handelt, dick" 
sen ſymmetriſchen Kormeln Start, Ein Beyſpiel mt 
ſolchen Formel ift folgendes, 


Es feyen a, c, k, d die vier Seiten eines ebenen # 
radlinigen Vierecks, b und e die beiden Diagonalen & 
felben, und zwar b diejenige, welche die Puncte verbinkt; 
in denen Die Geiten a ımd c, fo wie d und £ zufamme 


treffen, fo iſt 
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at at 4 an rad ur E02 5 
‚+be( 2b +d—e+f)| —, 
+ed( @2+b—- Otte t)f 


ab! cꝰ — a? d! er brarft— cr erf' 


Der erfte Theil diefer Gleichung - ift eine ſymme—⸗ 
rifche Kormel, Die erfte Gruppe der Glieder, welche die 
ren eriten Zeilen einnimmt, ift die Summe der Pros 
ucte, welche entitehen, wenn das Product aus den Qua⸗ 
ragen je zweyer nicht (mit den Erdpuncten) zufammens 
toßenden Linien des Vierecks in den überſchuß der Qua: 
rate der vier übrigen über jene beiden multiplicirt wird, 
ie zweyte in ber legten Zeile ftehende Gruppe enthält die 
ıbtractiven Quadrate der Producte aus je dreyen zu 
inem Dreyeck fich bereinigenden Linien. Die Formel 
atſteht übrigens, wenn man die in dem Art, Pyramide, 
7., für den Inhalt einer dreyfeitigen Pyramide aus den 
:ch8 Geitenlinien derfelben gegebene —o fett, wo—⸗ 
on man den Grund leicht auffinden wird. . Durch die 
n ihr herrfchende Symmetrie wird eine Formel leichter 
u überfeben und aufzu aſſen. In Carnot's Mém. 
ur la relation, qui existe entre les distances re- 
pectives de cing points quelconques pris dans 
'espace, kommt $. 58. eine ſymmetriſche Formel vor, 
selhe 130 Glieder bat, die ſich aber in fünf Gruppen 
ringen laffen, in derem jeder einerley Bildungsgeſetz 


errſcht. 


Die Symmetrie geometriſcher Zuſammenſetzungen 
eſteht, wie die in der Baukunſt geforderte, in der uͤber⸗ 
nftimmigen Lage aͤhnlicher und gleicher Theile zu beiden 
Seiten eines ungleichen Mittels, welches hier eine gerade 
inie oder eine Ebene if. Wenn z. B. in dem beiden bie 
jrundlinie AD gemein babenden Vierecken ABCD und 
\EFD (Fig. 64.) AB=AE, CD=DF, BAD—=DAE, 
‚DA=ADE, fo ift au ABC=AEF, BCZEF, una 
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BCD=EFD. ferner find BE, CF ſenkrecht auf AD, 
und werden von ihrin G und H halbirt, fo daß B und, 
fo wie C und-F gegen die beiden Geiten der AD ähnlide 
tage haben. Die Figur ABCDFEA ijt alfo ein ſymm— 
trifches Sanze, und ABCDA und AEFDA fünnen ihre 
fymmetrifchen Hälften heißen. Der ganze Ulnterſchud 
der beiden Figuren ABCDA und AEFDA fommt dar 
auf hinaus, daß bey denfelben rechts und linfs verwed— 
felt werden, wie wenn AD der Durchfchnitt einer auf 
ber Ebene des Papiers fenfrechten ebenen Spiegelflͤch 
mit diefer Ebene wäre, wo dann AEFDA das Bild wı 
ABCDA feyu würde. Die Kolge hiervon ift, daß, mar 
man ſich innerhalb der genannten Figuren geitellt, ı 
das Auge nach und nach gegen alle Geiten der Fur 
gewandt denft, die gleichen Umfangsſtuͤcke von A ad w 
zahle in der Sigur ABCDA von der rechten zur linke, 
in der Figur AEFDA aber von der linfen zur redin 
auf einander folgen, fo daß man von A ausgehend da 
Umfang beider nad) enfgegengefegten Nichrungen durd 
gehen muß; um die gleichen Geiten in derfelben Dr 
nung zu burchfchreiten, und beym Ubergange aus ein 
berfelben in die nächfte leicht, aber nach entgegw 
gefegten Seiten, abzuweichen. Stelle man fid de 
Figur AEFDA um A nad) der Seite, wo E un! 
liegen, gedreht vor, bis AD einen Winfel von 18° 
> befchrieben har, fo hat man ein Paar gleiche und aͤſ 
liche, aber nicht ähnlich liegende Figuren. Dennd 
fönnen beide leicht zum Decken oder zwiſchen dieſehe 
Graͤnzen gebracht, und eben dadurch ihre Gleiche 
ermwiefen werden, daher es nicht nörhig ift, auf den w 
gegebenen Linterfchied zu achten. Wen Eörperlicen $ 
guren aber verhäle ſich die Sache anders, mie de 
folgende zeigen wird, 


Es ſey ABCD (Fig. 65.) eine dreyſeitige Prrv 
mide, ABC ihre Grundfläche, D ihre Spitze, von mi 
cher auf die Ebene ver Grundfläde der Perpendift 


DE gefällt und an ber andern Seite derfelben nach 
D' verlängert fey, bis DE’—=ED if, Werden nun 
D’A, DB, D’C verbunden, fo it DACBD! ein ſym-⸗ 
metrifches Hexaeder (Körper von ſechs Geitenflächen 
eingefchloffen), indem in demfelben auf der einen Geite 
der Ebene ABC alles ift, wie auf der andern. (Es 
it namlich AABDZAABD/, AACDZAACD, 
ABCD Z-ABCD'; audy find die Flächenwinfel qn AB, 
BC, CA, fo wie an AD und AD‘, BD und BD', 
CD und CD’ gleich, ferner die. Meigungsmwinfel der 
tinien DA und D’A, DB und DB, DC und D’C 
gegen die Ebene ABC gleih. Dennoch aber Fünnen 
im Allgemeinen die beiden Pyramiden ABCD und 
ABCD’ nicht zwiſchen diefelben Gränzen oder . zum 
Decken gebracht werden, wie folgendergeftale erhellt, 


Man verlängere CA, BA, DA, EA über A Bins 
aus nach C’, B/, D", E/, bis AC'ZAC, AB AB, 
AD"—=AD, AE—AE geworden ilt, und verbinde 
C'B’, C’D*, BDI, D“E!, fo ift AC’B'D“ die Pe 
tamide ABCD’ nur in einer anderen Sage, welche aus der 
urfprünglichen entjteht, wenn die Örundflähe ABC in 
in ihrer Ebene um A aus der fage ABC in die AB’C' 
gedreht wird, wodurch D’E in DE zu liegen kommt 
u. few. Laͤßt man nun die Pyramide AC BD“ ſich 
nah einer Richtung fort fo um A drehen, daß das 
AAD’E' immer in der Ebene ADE bleibt, fo werden 
zwar, wenn die Ebene AB’C’ wieder mit der ABC zus 
fammenfällt, AD" und AD, aber im Allgemeinen nicht 
die Dreyerfe AB’C’/ und ABC einander decken, außer 
wenn AB=AC, und dadurh auh AB’=AC’ ift, 
und AE, AE’ die Winfel BAC und B’AC! halbiren. 
Die Pyramiden ABCD und AB’C-D’ congruiren alfo 
im allgemeinen nicht, folglich auch nicht ABCD’ und 


Diefes Umſtandes ohngeachtet ſind beide Pyra⸗ 
miden einander gleich, wie aus lem. XIL, 5. folgt, 
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Hier alſo wird eine Unterſcheidung zwiſchen Koͤrpern, 
die gleich und aͤhnlich aus oder mit Congruen;, und 
ſolchen, die gleih und aͤhnlich ohne Eongruen; find, 
noͤthig. Will man bloß lestere ſymmetriſch nennen, 
fo ändert man die urfprüngliche Bedeutung des Wort 
sb. Denn wenn AB=AC, und BAE=CAE if, ſo 
hören die Pıramiden ABCD und ABCD nidt auf, 
in dem eigentlichen Iortverftande, ſymmetriſch zu fern, 
fie congruiren aber auch. Daß fie allgemein nidt 
eongruiren, hänge von dem Almftande ab, daß bey den 
Dreyfeifigen Ecken an A die gleichen ebenen Wink, 
selbe DA und D’A mit AB und AC einfdliefe, 
ihre Sage gegen den dritten BAC vermwechfelt hatın, 
Man fönnte alfo die Pyramiden BACD und BACD 
verkehrt ähnlich nennen, um diefe Ähnlichkeit von de, 
wo die gleichen ebenen Winfel der Ecken an A in ie 
felben Ordnung liegen, zu unterſcheiden. Euklides ht 
diefen Alnterfchied nicht beachte. Er erklaͤrt aͤhnlich 
(ecfige) Körper uͤberhaupt als folche, welche von gleid 
vielen ähnlichen Ebenen begränze werden, Wielleid! 
ift er zu der Vernachlaͤſſigung jenes Unterſchiedes dv 
durch bewogen worden, daß folcher bey den Parals 
lepipeden wegfaͤllt. Diefe find, wenn fie ben einerin 
Beftimmungsftücen verfehre ähnlich (ſymmetriſch ü 
der eingefchränften Bedeutung des Worte) find, als 
mal congruent. Indeß hänge diefe Michrbegehtun 
eines an fich nicht fehr bedeutenden Unterſchiedes mi 
etwas anderem, weldyes wichtiger ift, zufammen. (uf 
bes madıt von der Congruenz gar feinen Gebrauc, m 
die Gleichheit zweyer Körper, die zu einerley Claſſe M 
von ihm betrachteten eckigen Körper gehören, ald zwegt 
Parallelepipeden, zweyer Prismen oder zweyer Porw 
miden unter gemwiflen borausgefesten Bedingungen il 
erweifen, ſondern er leitet ihre. Gleichheit aus einem 
fehr allgemeinen, in der zo. Def. nes eilften Buchs 
enthaltenen Sage ab. Lind doch Fonnte — fo ſcheint 
ed — ihm wicht entgehen, daß die förperlichen Winfe, 
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velhe er XI, 26, gleich nennt, congruent find. Wie 
ommt «8 alfo,. daß Euklives die Congruenz in den 
Beweiſen der Gäße tiber die Gleichheit der Körper ganz 
urückgefest hat, da Archimedes in einem an fich ziemlich 
'ffenbaren alte, Prop. XX de Sphaeroidibus et ' 
Sonoidibus, fie anwendet? Man fann nicht anders 
ermuthen, als daß Euflives, da er einfah, daß die 
Stereomyetrie feine dem Gange, den die. Planimetrie 
imme, ganz adäquate Behandlungsweiſe zuläßt, eine 
veirläufige, für Elemente, feiner Meinung nach, zu ums 
kindliche Behandlung der Jehren von ber Öleichheit ber 
cfigen Köper vermeiden wollte. Auch ift eg in der That 
ur ein einziger Satz, welcher Anftoß erregt bat, der 
‚sfte des eilften Buchs, die Gleichheit der beiden Pris: 
sen betreffend, worein ein Parallelepipedon durch die 
Diagonalfläche zerlegt wird; alles Übrige iſt Teiche zu 
rgaͤnzen. 


Daß uͤbrigens die aͤlteren Geometer den Unterſchied 
wiſchen Gleichheit aus Congruenz und ohne Congruenz 
‚ey denſelben Beſtimmungsſtuͤcken gar wohl gekannt has 
ven, beweiſet ihre Behandlungsart der Sphaͤrik, wo bey den 
phaͤriſchen Dreyecken jener Unterſchied wieder hervor⸗ 
ritt. Man darf nur die erſten Saͤtze im dritten Buche 
es Theodoſius, und einige der erſten im erſten Buche 
es Menelaus anſehen, um ſich davon zu uͤberzeugen. 
Wolf muß dieſe beiden Schriftſteller gar nicht zu Rathe 
ezogen haben, weil er im zweyten Kapitel feiner Sphaͤ⸗ 
ik (in den lateinifchen Elementen) ihr Verfahren fo 
venig nachgeahmt bar. Gegner fcheint zuerſt unter 
ıns darauf aufmerfjam gemacht zu haben, daß ein Paar 
repfeitige Ecken bey denſelben Beftimmungsftücken gleich 
eyn fönnen, ohne congruent zu ſeyn. Er zeigt Diefes auf 
ine fehr einleuchtende Weife in ber 1741 herausges 
‚ebenen Defensio adversus censuram Berolinen- 
em ©: 32, Man fehe auch feine Vorleſungen über 
ie Mechenfunft und Geometrie, ©, 591 und 592 ber 
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‚ eten Aueg. Dadurch wurde Karften veranlaßt, in fi 
ner Mathesis theoretisa, Rostoch,, 1760, im Ju 
ſatze zu F. 296. der Geom. ©, 146 jenes nterſchiedes 
gleichfalls zu erwähnen, und den angefochtenen Gas in 
Euklids Elementen (XI, 28.) auf eine andere Weil, 
durch die Exhauſtionsmethode nämlich, zu begründe, 
In den fpärer herausgegebenen Anfongögründen hat a 
dieſes noch bündiger geleiſtet. Käftner hat den oft er 
waͤhnten Unterſchied entweder gar nicht gefannt, od 
nicht für beachtungsmwerch gehalten. Man fehe fun 
Anfangsgründe der Geom., 59 Lehr. und die geomet, 
Abbhandl. II, 31, No. 23. Käftners Benfpiel hat i 
Verfaſſer mehrerer deurfcher Lehrbücher, welche nad in 
Käftnerfchen erfchienen find, verleitet, jenen Unterſche 
gleichfalls zu vernachlaͤſſigen. 


Spmmetrifche Function irgend welcher w 
beſtimmten Größen a, b, c etc. ift eine folde, wert 
dieſe Größen alle auf diefelbe Art vorfommen, die alı 

ungeändert bleibt, man mag jene Größen unter einant 
pertaufchen, wie man will. 3. &.apb+ec; abc 
ab +ab+ be +b’c-+ac'+arc, find rationak 
ganze ſymmetriſche Runcrionen der Größen a, b, 6; hie 


abc 
gegen iſt Bere eine rationale gebrochen Ir 
metrifche unction derfelben Größen. Die Area eines Dr 
eds 3VY (zab’ + 2b’ aa a4 — bi—) 
ift eine irrarionale ſymmetriſche Function der drey On“ 
a, b, c defjelben. Aber (a — b) (b—c) (c—.) Ü 
feine ſymmetriſche Function der Größen a, b, c, mi) 
wenn man a und b gegenfeitig vertauſcht, Me " 
cb—a) (e—b)\(a—c) übergeht, welches das Entis 
gengefetste des vorigen Werths iſt. 

Unter den rationalen ſymmetriſchen unetion 


verdienen vor allen diejenigen zuerſt unterſucht zu m 
den, deren Glieder bie Form MarbPcy.um haben, 
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vo M ein von den Grundgrößen a, b, es... Unab⸗ 
Jängiger Eoeffieient ift, und a, B, y.... ganze pöfitive 
der negative Zahlen bedeuten, Denn aus folchen 
Sunetionen find nicht allein alle ganze ſymmetriſche 
Funetionen der Größen a, b, e...,, wenn man ihre 
Hlieder gruppweife zuſammennimmt, fondern auch eine 
roße Menge gebrochener ſymmetriſcher Functionen zu⸗ 
ammengeſetzt. Kine ſymmetriſche Function der an⸗ 
ſegebenen Art, für welche Mas bP ov..., die Stelle 
es allgemeinen Gliedes vertritt, indem daraus Durch 
ehoͤrige Vertauſchung der Größen a, b, c.., gegen 
inander alle übrigen abgeleitet werden Fünnen, kann 
lun, wie es bisher in dieſem Woͤrterbuche gefchehen iſt, 
üglich durch [Ma°bPev..., oder weil M von a, b, c... 
iicht abhängr, durch M/arbBer.... bezeichnet werden. 
Sie begreift, wenn der gemeinfchaftliche Factor M bey 
Zeite gefest wird, wie man ſieht, alle Conibinationse 
ormen einer gewiffen Gattung, nämlich "die, worin von 
en Elementen a, b, c.... ein Element a mal, ein arte 
eres A mal, ein drittes y mal u. ſ. w. vorkommt, und 
ann in fo fern einfoͤrmig heißen. Dach der Zahl 
er indem allgemeinen Gliede arbPcY..... enthaltenen 
Elemente a, b, co... aber, oder der Zahl der Wieders 
olungserponenten &, 8, Yes. Fann fie unarifch, 
'inarifh, ternariſch u. f. w. genannt werden. 
Do ift farbP—arbP 4 as bs +becß -+-bPce + arch 
+ aßc« eine einförmige binarifche Function der Grö: 
ien a,b, c; abcd hingegen eine quaternarifche, der 
Srößen a, b, co, d, * m 


1. Die einförmigen fymmetrifchen Functionen, 
hr welche alle MWieverholungserponenten — 1, find 
iichts anders, als die Summen von Kombinationen 
er Grundgrößen ohne Wiederholungen. In den Ars 
ifeln, Combination, 43, und Combinationslehre, 53, 
ind fie durdy die Symbole A,B,C, Du. f. w. be 
eichnet worden. Eben dafelbjt ift gezeigt, wie die ſym— 
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metriſchen Functionen von der Form fa” oder die Pr 
$enzenfummen ber Grundgrößen. a, b, C..... im Sul 
eines ganzen pofitiven Exponenten m durch A,B,C,I 
u. ſ. w. ſowohl abhängig als unabhängig at&gehrud 
werden, Vermittelſt eben dieſer Formeln laſſen ji 
aber. auch die Summen der reciprofen Potenjen de 
Grundgrößen , d. i., die ſymmetriſchen Functionen vi 
der Form far in dem Kalle eines ganzen negativen m 
— A, B, C u. ſ. w. ausdrucken, wenn die Zahl ix 
Grundgrößen bekannt iſt. Sind derfelben ;. E, fünf 
a, b, d, e, fo bat man 


Er ar __ abed +abco+.+ik 
I; =i4z rer abede 
KR | 
Pe DE ı _abe+abd-+...+ 
— ir re “de” abede 
_c 
-E 
ı  ı I _ab+ac+. „ti 
nentrmr tz abcde 
| = | 
ı r _at+bt-N 
— — de abcde 
— 
EB 


N 1 En — 
abcde Tabecde E 
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Wenn alfo in den Kormeln 


RT IR 
 Sfeab=ab Fact... +dns 
—— ET Ar —— 


111 

fe w. far 8, 13 4 4 e ihre eiprofen —, Ber 
Re - © 

eſetzt (erben, fo verwandele ſi & A in — 7 B in 7 


B 
in u ſ. w. Dieſe Subſtitutionen ſind alſo auch 


1 ben — für fa”, welche gelten, die Größen 
5 DE.0H sh mögen feyn, was man nur will, zu 
nachen, um die für fa” zu erhalten. Dadurch ents 
eben alfo zuerft folgende abhängige Formeln 


—— C 
a2 = a” — 27 
D 6 B 
D C B A 
Mznß as 4 ER 47 
IC, Ze 
ner dieſe unabhängigen 
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2 "E:::83 EB 3 Es 
2 BE .sCDEL>nD 
es — arte 


— 








| 4 A 4 aBD+CccC 4 3CD: 
— fat + 7 
" 2% u Fe 
4 D? 
| 7 75 
— 
—— 








— * 
us f. m. 

Die unabhängigen Sormeln für „fa ergeben fi 
bey fünf Grundgrößen auch aus den gleihartigen Fee 
meln für fa®, wenn man in diefen flatt A, B,C, D,E 
die Örößen D, CE, BE’, ABS, E* fchreibt, F, G u, f. m. 
aber —=o feßt, und das fo erhaltene Nefultat mit E* 
bividirt. Daß F,G, H u. f. w. auch aus den abhän: 
gigen Formeln für .diefelbe Anzahl Grundgrößen mes 
fallen, brauche wohl Eaum erinnert zu werden. 


2. Umgekehrt laſſen fi A, B,C,D u. f. m. 
burh fa, fa’, ſas u. f. w., oder wenn man die De 
jeihnung von 53. des Art., Sombinatorifhe Anal, 
beybehält, dvurh P, Q, R, S it. f. w. ausdruden, Di 
nämlicy nach dem, was dort gezeigt iſt, 


dog(1+Az+ Bz’+C23-+Dz* + etc.) 
0 Pa — 402’ 1Rz5 — 1524 4 etc. 
alfo . | | nn 
‚ı+Az+Bz’-+-Cz23 4 etc, = eP2— 302° +5Bx’ er. 
fo 
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fo with an 49. deſſelben Art., wenn man daſelbſt 
un fegt, wodurh ae" ı wird, a aber ZP, 


30, c=+3R u, ſ. w. macht, 
A=-P 


eis 
2 
pP 
6c- Pe. 246.2 
3P q PR 2) 
— Pia — 2 — —— — — 2 — — 
an . Tre —F — 





4p30 ( ;PQ’ 

120R F — + 20 + — 
PS 20k T 
* — 60 — + 0 


N ſ. w. 


Das Bildungsgeſetz dieſer Ausdruͤcke iſt folgen⸗ 
des: Die Summe der ntionen multiplicirt in 
p(n—ı)(n—2)...r. enthält alle Kombinationen 
der Größen P,Q, R, S u. f. w., beren Localfumme 


für den Zeiger 633 2 R 8 en ) —n. Sebe Com⸗ 


bination wird mit der — ihrer Elemente mul⸗ 
tiplicirt, und durch die ihr entſprechende Zahlencomplexion, 
als Product der Elemente betradytet, dividirt. Außerdem 
bekommt noch / jede Claſſe der Combinationen einen numes 
riſchen Factor, welcher für die hoͤchſte Claſſe = ı, für 
jede andere mte Elafje aber =n (n—ı)...m-+ı 
it. Die Vorzeichen mwechfeln mit den Elafjen von der 
böchften bis zur niedrigften ab. 


Die abhängigen Formeln, welche A,B, €, D u. ſ. w. 
durch P,Q, R, S u.ſ. w. geben, werden aus (50) des 
ii 
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angeführten Artikels, ober noch leichter aus dem Xrt, 
Sombination, 43., erhalten. Sie find 


A=P 
aB=AP—O 
3cC=BP—-AQ+R 
4D=-CP—BQ+AR—S 
sE=-DP—CQO +BR—AS+T 
u. ſ. w. 


3. Einen Hauptgegenſtand in ber behre von da 
ſymmetriſchen Functionen macht die Zuruͤckfuͤhrung de 
einfoͤrmigen ſymmetriſchen Functionen mit mehreren &: 
ponenten auf bloße Potenzenſummen oder einförmx 
unarifche Sunctionen aus. Diefe Neduerion iſt imm: 
möglich, wie das folgende überfehen laffen wird. 


4. Es iſt far. fa —f[ar+? + fa« bP 


Denn zu den Partialproducten, melche das Product de 
beiden Reihen 


fa =ar >be + c°+de+ etc. 
fer ⸗ as +bB+cP +dP-+ etc. 


enthält, liefert jede Reihe einen Factor. Beide Factert 
werden nun entweder in derfelben Stelle oder an verſche 
denen Stellen genommen. S{n jenem Kalle it dea 
Partialproduet von der Form ax+P, in dieſem von M 
Form ar bP, welches den Satz giebt. 


5. Es ift far ‚fa? . [av = fa«tB+Y + far?br 
+ farıybp + fartyb° 
+ fa« bet, 


Denn zu den Partialproducten, woraus das Pro⸗ 
duct ber brey Reihen 
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Jar +be-+cr +de+ etc, 
fr ⸗ as +bB+-cP-+dP-+ etc, 
Jar zay+by+ cr -+dr+ etc. 


beſteht, wird aus jeder Reihe ein Factor genommen. 
Diefe dren Kactoren befinden fidy nun. entweder alle in 
einerley Stelle, oder zwey von ihnen find gleichftellig und 
der dritte mit biefen ungleichftellig, oder alle drey find 
ungleichſtellig. Im erſten Kalle ift dad Product von der. 
Korm a⸗4647, im andern iſt cd, je nachdem die beiden 
gleichftelligen Kactoren entweder aus der eriten und zwey⸗ 
ten, oder aus der erjten und dritten, oder aus der zweyten 
und dritten Meihe genommen werden, entweder von ber 
Form astßby, oder axtybß, oder aß+ybe; im dritten 
und legten Falle endlich hat das Product die Korm 
aa bB cv, welches der Gas ift. 


6, Auf ähnliche Art Fanıı man die Zufammens 
fegung der Producte von vier und mehr Potenzenfummen 
entwickeln Man wird aber Hierbep bald gewahr werden, 
daß man nur die Srponenten. der verfchiedenartigen 
Theile zu kennen braucht, um fogleich den ganzen Com⸗ 
plerus derfelben Hinfchreiben zu koͤnnen. Dieſe Erpos. 
nenten aber lehrt die folgende involutorifhe Anordnung 
Fennen. | 


— 
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a] ß|y!® 

a+ß|y|® 

«+Y, ß uw 

ß+y, a] Ö 

.a+ß+y| ?® 
a+ 6, Ps % 
B+5, a, Y 
Yy+5, a, ß etc, 
a+ß+dö,y 
a+Bß, y+ö6 
a+Yy+Öö, 6 

| a+Yy,ß+6 

Ä B+Yy+rÖ5, a 
B+ryarÖö 
«+ß3+y+5 


etc. 


Diefe Inbolution zeigt, fo weit fie Bier forrgefet‘ 
iſt, die verſchiedenen Arten, auf welche die Summ⸗ 
a+rßB+y+S5 aus den Größen a, 6, Y, 5 m 
ihren Verbindungen zu zwey, drey, bier, ohne eine der 
felben zu wiederholen, gebilder werden fann. Die in 
dDiefee Art möglichen Zufammenfegungsweifen eine 
Summe werden aud denen für die nächfiniedrig 
"Summe, weldhe der Winfelhafen abfondert, erhalte, 
wenn man allen Complerionen zu ber vorhergehenda 
Summe rechter Hand. das. nähfthöhere Element bey 
füge, und den fo entftandenen Complerionen noch die 
jenigen zufegt, welche aus der Verbindung dieſes naͤchſt⸗ 
höheren Elements mit jedem der in den Compferionen 
der niedern Summe ſchon vorhandenen zu einem her: 
vorgehen, die übrigen Elemente aber ungeaͤndert bins 


chreibt, 
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Hiernach iſt nun 
fa .faß far ‚Ja — —2 4ſaetsv bꝰ 
4ſasi d bv- /astviꝭ b 
+ faßtyröbe+ fartbrr? 
+ farty bP+ö4 fartöbpty 
+ fa*+P bvcd-+ fas+ybP c? 
farbe oy+faß+y bs ch 
+ faß+?be cy+ fay+3 be ch 
ſa be ovd. 
7» Es iſt 
Jar bp = ſas. [aß — farıh 
rgiebt ſich ſogleich durch Transpoſition aus (4). 
8. Es iſt 
ſas bPcy= far. faP. ſav — ſauib. far — farty faß 
— faßty. ſas + 2 ſasi bry. 
Yenn aus (53) ift | 
Jar bPcy = far [aß ‚Jay — far? by— fartybP 
— faPty be — fasıP+Y. 
rückt man die hier vorkommenden binarifchen Functio⸗ 
en nach (7) aus, indem man 
far bvſast. ſay - ſas rx | 
ſ. w. macht, fo entſteht nach gehoͤriger Reduetion 
er angegebene Ausdruck, | 
9. Es iſt auf ähnliche Art 
Ja bPevd?— far. ſas. ſav. ſad - ſast ſav. ſad 
— farıy . ſab. ſaꝰ — far+d. faP.fav 
— faßıy. far. fa? — faß+t. far. ſav 
— jayıd . fas ‚faß + 2 fartPıy. fe? 
+ 2 farıßıd . [av + 2 fartyr? faß 
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+2 fand . Jar + fanß, farıt 
+ farry .[aPır? + fard, [aßıy 


J 6[a a+ß+y+d 


10. Die Ausbrüde in (7), (8) und (9) zeigen 
allgemein bie Zufammenfegung der einförmigen binari: 
fchen, ternerifchen und quaternarifchen ſymmetriſchen 
Functionen aus unarifchen oder bloßen Porenzenfum: 
men. Das allgemeine Gefet diefer Zufammenfegungen 
betreffend, fo find die Erponenten biefelben, wie in (4), 
(5) und (6), alfo durch die Involution in (6) gege 
ben, es bleiben alfo nue noch die Vorzeichen und die 
Eoefficienten zu beftimmen hbrig. Das Gefes für Diele 
bat Waring in feinen Miscellan, analyt. und-Me- 
ditat, algebraic. ganz allgemein, aber ohne De 
weis, angegeben, welchen Paoli in dem Supple 
mento agli elementi di Algebra. (Pısa, 1804), 
Op. II. $. 28. erfegt und durch die umgekehrte Me 
thode der Differenzen geführt hat. Meier Hirid 
bat in feiner Sammlung von Aufgaben aus der Tiheorx 
ber algebraifchen Gleichungen, Berlin, 1809. $. 25. 
einen mehr elementarifchen Beweis durch den Schluf 
yon m auf m-F ı gegeben, der aber, wie der Kaͤß— 
nnerfche Beweis des binomifchen Lehrfages, im Grunde 
gleichfalls auf der Differenzenmerhode beruhet. 


17. Die vorigen Gäße erleiden einige Mobih 
cafionen, wenn in dem allgemeinen Ausdrucke einer cr 
- förmigen fommerrifchen Function farbPevdd.,.. je 
ober mehrere der Erponenten &, Br Yr dr... gleih 
werden, und zwar aus einem jwiefachen Grunde. Gr 
ſtens namlich werben dadurch mehrere Glieder des Gum: 
menausdrucks farbBcrdd,,.. felbit gleich und in eins 
jufammengezogen. Wenn ;. E. in far bp = ab} 
+apbe 4 as ß Lafer +... +brch +bPce + etc, 
aß wird, fo verwandelt fi ſas bß in as ba + ab: 
+ arcr Pas ca hp bece + beca + etc. — 2arb* 


Symmetriſche Funetion. 871 


-2arce hs... 2bace 4 ete., b. i., in 2farbe, 
ben fo gehe farbPcyY, wenn a=ß=y wird, in 
ſas ba cse über, JarbPcydöes hingegen verwandelt. 
h in 12 farbe cedded, wenn a = BY, und ö=e 
ird, mie daraus ſich ergiebt, daß jede Combinations⸗ 
rm wie abcde, wenn alle Erponenten ungleich find, 
Jar bP ey dd er dur Verſetzung der Exponenten 
‚2.3.4.5 Ölieder, wenn dra= =yumdöze, 
Jar ba ce dd ed nur td Glieder liefert, 
\ 1.3:9: 1.8 
ventens werden aber auch in der Zufammenfeßung bon 
«bPcrd?..... aus Porenzenfummen und Producten 
n Potenzenfummen durch Gleichfegung zweyer oder 
:hrerer Exponenten mehrere Glieder ‚gleich, und in eins 
fammengejogen, Go werden z. B. in farbBord?, 
nn a=Ä=y wird, die drey Glieder — Jaa+B. far. fa? ; 
fartv. faR.fad; — faß+tv.far, [ad glei, und jedes 
—ſate. fa®. fad; fie vereinigen fich alfo zu dem eins 
en Gliede — 3 fat“. far. fad, fo daß aus beiden 
rimben die Gleichung in (9), wenn az By wird, 
d man Überall ſtatt d wieder 4 fehreibt, in folgende 
ergeht. 
6 far be cadP — (far)s — 3 fat«. far. faP 
— 3 farıB.( far) + 2 faS« faP 
+ 6.fat+P . far + 3ſaꝰs. fasıP 
— 6 fa3=+B, 


draus nun 


bec dd — 5 (far)5—} fat«. far. far —} fas+P.(fas)® 
+ 3fade. fa + fateıp , [as + 3 fate.farıp 
— [adeıß 
tborgeht. | 
Das allgemeine Geſetz, nach welchem folche einfürs 
ige ſymmetriſche Funetionen mit wiederholten Erpos 
enten aus Potenzenfummen zufammengefetst werden, 


872 Spmmetrifche Function. 


hat Meier Hirfch in der vorhin (TE) angezogenen 

. Schrift, 9. 26 — 31., fehr gut entwickelt. Fruͤhet 
bat Vandermonde daſſelbe in einem den Mém de 
Paris für 1771 einverleibten Aufſatze, der auch foni 
viel merkwuͤrdiges zur Theorie und Auflöfung der al 
gebraifchen Gleichungen enthält, in einer einfachen um 
fchicklihen Bezeichnung, welche Meier Hirſch anae 
nommen hat, aber ohne Beweis, vorgetragen, nur dai 
er die Involution nicht gebraucht, fondern ſtatt ihrer 
die Auflöfung unbeftimmter Gleichungen fegt, Begreif— 
lich enchäle die allgemeine Auflöfung, wobey die Spe— 
nenten &, ß, y, d.... begiehungsweife a, b, €, d... 
mal wiederhole angenommen werden, auch den all ur: 
ter fich, wo jeder Erponent nur einmal vorfommt, «lf 
alle verfchieden find, Vandermonde's Aufldiu; 
giebt daher aud die Formeln in (7)s (9), und de 
ihnen ähnlichen höheren. Übrigens hat Wandermork 
den Ausdruck für fa” duch A, B, C, D, etc. in da 
Falle eines ganzen pofitiven mı. gleichfalls von der X: 
löfung einer unbeftimmten Gleichung, einer fogenann:: 
MWedingungfgleihung, abhängig gemacht. 


12. Das von (4) 618 hierher bengebrachte mir: 
hinreichen, die Behauptung in (3), daß jede nz 
förmige ſymmetriſche Function far bPcrdd,.., ſich fi 
irgend welche Befchaffenheit der Erponenten a, d, 
Y% 6... durch bloße Potenzenfummen ausdrucken li; 
zu rechtfertigen. 


Sind a, B, y, Ö..... ganze pofitide oder mw 
tive Zahlen und in fegterem Falle die Anzahl m 
Srundgrößen a, b, c, d.... befanne, fo laſſen fd, 
wie aus dem obigen erbellet, die Portenzenfummen, mt: 
bin auch /as bo cy do..... durch A, B, C, D, u. fm. 
rational ausdrucken, Insbeſondere wird ſas be crdi... 
eine rationale ganze Kunction der Größen A, B, C,D, 
u. ſ. w., wenn bie Erponenten a, ß, J, Ö.,.. laute 
pofitive ‚ganze Zahlen find, Lind. da jede ganze pm 


Symmetriſche Function. 873 


metrifche Funetion der Größen a, b, c, d .....enfwes 
er felbft eine einförmige fommetrifche Sunction, ober 
us folchen einförmigen Functionen zufammengefegt ift, 
o folge, daß alle ganze fnmmerrifche Functionen ver 
Srößen a, b, c, d..... durch rationale ganze Funetio⸗ 
en der Größen A, B, C, D, u, fs w. dargeſtellt wer⸗ 
en können. 


13, Der-Gas, daß jebe (ganze) unveränderliche 
oder fommetrifche Function der Größen a, b, c, d.... 
ich durch A, B,C, D, u. ſ. w, rational -darftellen 
laſſe, finder fich zuerft in einer Abhandlung Eulers in 
den Berliner Memoiren für 1748, Demonstratiow 
sur le nombre des points d’intersection de deux 
lignes courbes, allgemein aufgeftellt, und an einigen 
befonderen Fällen dargetdan. Nachher hat Cramer 
am Ende feiner introduction die Darftellung einförmis 
miger fpmmetrifcher Functionen durch Formeln wit. den 
Größen A,B, C, D, u. f. w. umftändlichee ausgeführt 
und insbefondere für die Entwicelung der Producte 
zweyer folcher Sunctionen, die er Facteurs-seconds 
nennt, Vorfchriften gegeben. Kinen durch feine Kürze 
und Bündigfeit ausgezeichneten Beweis des legten 
Gates in (12) trifft man in ber Abhandlung von 
Gauß, Demonstratio altera noua theorematis, 
omnem functionen: algebraicam rationalem inte» 
gram vnius variabilis in factores reales primi 
vel secundi gradus resolui posse, $. 4. an. 


14. Zur Erläuterung des eben erwähnten Satzes 
dienen die Sormeln in dem Artikel, Combination, 4845 
welche aus den Sägen in (7) und folgg. fich ergeben, 


Es ift, wenn man in (7) a=ß=2 macht, und 
(11) in Anwendung bringt 


fa’ | fa)’ — fa? | 
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und, wenn man für Ja’, fat ihre Werthe durch A, B, 
C, D aus (Combinatorifhe Analyfis, 53.) fest 
__(AA— 2B>Y—A!--4A:B—=4AC—2BB+;D 





2 5 
BB—2AC+2D 


Eben fo wird mit Zuziehung von (11) aus (8) 
pe LE 


und nach Subſtitution der Merthe von Ja’, fa, ſe 
=CC—2BD+2AE—.:F. 


u. f. w.  Diefelben Rormeln werden auch erhalt, 
wenn man in (2) die formlofen Größen a, b, 5 6 
u. ſ. w. mit ihren Quadraten a’, b’, e’, d’, u. [.® 
vertaufcht, wodurd A fat, B=/fa’b’, C=fa'be, 
A w., Poabr = fa, Q=fat, Bzfad, uf 
wird, = 


15. Die ſymmetriſchen Functionen fpielen «x 
Hauptrolle in der Theorie der algebraifchen Gleichunge 
bey der Verwandlung und Auflöfung derfelben, bey da 
Elimnationsproceß, und der Wegfhaffung der Waurik 
größen aus denfelben. Darüber ertheilt die mehrmat 
angeführte Schrift von Meier Hirfch fehr gufa 
Uinterriht. Aber auch fonft, wo Größen vorfommn, 
welche aus anderen fo beflimmt werden, daß Feine de 
ſelben dabey vor den Übrigen etwas voraus hat, bit 
die Lehre don den ſymmetriſchen Functionen Abfün 
zungen und Neductionen dar. Ein Beyſpiel .diefer It 
‚giebt eine Abhandlung von Euler Solutio fadls 
problematum quorumdam geometricorum in iM 
Nov. Commentar. Petrop. T. XI, worin er die Ent 
fernungen je zweyer der vier merkwürdigen Punkt: 
eines Drehecks, des Schwerpuncts, der beiden Mittek 
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unete des eingeſchriebenen und umſchriebenen Kreiſes, 
nd des Durchſchnittspunets der drey Perpendikel von den 
Binfelfpigen auf die gegenüber liegenden Seiten durch 
, Q, X, wo p der Limfang des Dreyecks, q die Summe 
er Producte aus je zwey Geiten, und r das Product 
ller deren Seiten ift, ausdruͤckt, und die dadurch ents 
tehenden Ausdrücke mitteljt des Musdrucs für die Area 
es Dreyecks durch p, q, X, noch weiter vereinfacht, 

In Kramps Elemens d’Arithmetique unk 
'erselle enthält das 3oſte Rap. das wichtigfte der 
ehre von den ſymmetriſchen Bunctionen in einem Furs 
en, aber doch lichtvollen Vortrage. Zur Ergänzung 
iniger mehr angedeuteten ald ausführlich entwickelten 
Süße, fo wie zur Kenntniß der Anwendungen dient 
a8 Werk von Meier Hirfch, deſſen Studium alfo 
ie dem des Krampifchen nüßlich verbunden wird. 


Poffeles Abhandlung De functionibus quir 
usdam symmetrieis, Goettingae, ıg18, betrifft 
inige von Euler zuerft im ten Bande der Integralrech⸗ 
ung 6,1168. aufgeitellten Säße über gewiſſe rationale 
ebrochene ſymmetriſche Functionen, welche der Verfaſſer 
ter auf eine elementariſche Weiſe darthut, erweitert, und 
jnen noch andere neue Saͤtze derfelben Arc beyfüge. Mit 
en Eulerifhen Sägen hat fih aud Fuß, Act. Acad, 


'etropol. T. I, beſchaͤfftigt. 


_ Spntafrif ift einerley mit Combinationglehre. 
orenz bat diefe Benennung derfelben eingeführt und 
ebraucht. i 


Syntheſis (compositio, Zuſammenſetzung) iſt 
as Verfahren, wobey man in der Erforſchung und 
Nittheilung von Erkenntniſſen von den Gruͤnden zu 
en Folgen fortſchreitet, ſo wie man umgekehrt bey der 
lnalyſis von den Folgen zu den Gruͤnden zuruͤckgeht. 
Tach der Syntheſis wird alfo ein Satz directe (a priori) 
viecelft einer Combination von Sägen bewiefen, die als 
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richtig anerkannt werben, und eine Aufgabe fo aufor 
löfer, daß man bloß aus den gegebenen Größen un 
den mittelbar durch fie gegebenen die unbekannte finder, 
und diefe aus jenen zufammenfegt; Nach der Analnis 
hingegen (a posteriori) beweifet man einen Gag du 
durch, daß man zeigt, daß man von demfelben auf eine 
als wahr ausgemachten Sag kommt, und löfer ein: 
Aufgabe fo auf, daß man von dem gefuchten auf « 
was gegebenes geführt wird. Weide Berfahrung:: 
arten. find in dem Vortrage mathematiſcher Erkennt 
niſſe anwendbar und üblich, - 


Zur Erläuterung des angegebenen Ulnterfchick 
in ber Beweisführung mag ber Gag dienen, daß, wen 
man an je zwey von drey ungleichefi Kreifen ein Pax 
gemeinfchaftlicher Berührungslinien fo zieht, daß je: 
derfelben die Kreife an eineriey Seite der die Mittk 
puncte verbindenden geraden berührt, und folche bis x 
ihrem Durchſchnitt verlängert, Die drey Durchfchnits 
puncte in gerader Linie liegen. 

Synthetiſch wird diefer Satz fo bewieſen: 

Es fenen (Fig, 66.) C,.C', EU die Mittelpun. 
ber drey Kreiſe, deren Halbmeſſer beziehunasmiit 
x, r’, r’’ find, und M, M’, M“ bie Durchfchait 
puncte der dreh Paare berührender HM, IM; H’M, 
IU’M'; HM, I'M‘, fo foll bewiefen werden ‚de 
M, M\, M“ in gerader Linie find, 

Zu dem Ende werde CK, welche ber CAM a 
K begegnet, der MM!' parallel gezogen, fo iſt mb 
einem befannten Gate (Elem. VI, 2.) 

CM: CM =C!M"; KM“ 
Nun ift, wenn man fih von C und C’ Halbmeffer an 
die Berührungspuncte der Kreife um C und C’ mir MH 
gezogen vorſtellt, 
CM:CM=zr;r 
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Daher rer CM":KM! 
nd r: CM" =r: KM" 


Denkt man fi) von C und C” gleichfalls Halb⸗ 
ieſſer an die Beruͤhrungepuncte auf H‘M’ gejogen, 
‚ ergiebe fi | 


2: CM" — rl: cum 
glich ift | 
z:CM’=r:KM 
et rer CHMM;KM% 
i. CM: CM CCMI: KM 


Daher iſt MM? der CK parallel, und folglich 
IMM' eine einzige gerade Linie, weil nämlich biers 
ıh MMC” + C"M4M'= M"KC + CKC—= 
ven rechten Winkeln, 


Diefer Verweis ift fynthetifch, indem bloß befannte 
säße, welche ſich theils durch Anwendung allgemeiner 
ometrifcher Lehrſaͤtze uuf die vorliegende Größenver: 
ndung ‚ergeben, theild aus der allgemeinen Propor⸗ 
‚nölehre entlehne find, darin fo verbunden werden, 
6 der zu bemeifende Gas das Ergebniß des legten 
chlußſatzes iſt. | 


Ein analytıfher Beweis defjelden Gates nimmt 
, daß M, M“, M' in gerader Linie find, und folgert 
raus, daß, wenn nun von den Puncten M, M die 
erpendikel Mm“, M’m’ auf MC gefällt werden, 


Mm‘: Mm‘ — M'’m’: M'' m” 
i 


', welches auch in der That fo befunden wird, mie 
ın in Meier Hirfch’s Sammlung geometrifcher 
ıfgaben, Th. 2. $. 271., erfehen kann, wo der Ber 
is auf diefe Arc geführt if. Freylich iſt er das 
ech nicht zum Fürzeften ausgefallen. | J 
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Die Syntheſis bleibt weſentlich doſſelbe Verfahre, 
man mag ſich algebraifcher Zeichen bedienen oder die i 
einem geometrifchen Schema vorkommenden Groͤßen ur 
mitrelbar andenten. 


Indeß muß tar doch zwey Arten berfelben une 
fcheiden, diejenige, deren fich die Alten bedienten, und 
algebraifche, welche bey den Neueren die uͤblichſte if, 


"Die Syntheſis der Alten gebraucht gleihfam ı 
Bindemittel bey der Zufammenfeßung der fchon gehn 
denen Saͤtze und Auflöfungen nichts als die Aoditen 
Gubtraction und die geometrifhen Proportionen. Fi: 
tiplication und Divifion fommen nur vor, wo Vich 
einer Größe zu nehmen find, oder. eine Größe in w 
Anzahl gleicher Theile zu theilen iſt. Ausziehung m: 
Quadratwurzel iſt Erfindung einer mittleren gem 
fchen Proportionalgröße zwifchen zwei) gegebenen; ®: 
die Ausziehung einer Eubifwurzel ift die Erfindung «= 
von zwey mittleren Proportionalgrößen zwiſchen j 
gegebenen, Was nach der neueren Rechnungsaus 
Product aus zwey Linien heißt, ift in der alten Gun 
trie Nechteck ; ein Producer aus drey Linien oder augen“ 
Linie in eine Rläche — rechtwinkliges Parallelepye® 
Ein Produce von vier Linien, einer Linie ım einen Kir“ 
oder von zwey Flächen, von Flächen in Körper, um!® 
gleichen Producte von mehr als drey Dimenfionen kr 
ten gar nicht vorfommen. Ben diefen wenigen und e 
fahen Hülfsmitreln zur Verknüpfung Der Größen »* 
88 viel ſchwerer die Nelationen derfelben zu entdecken 
nah dem Derfahren der Meueren. Die Algebre W 
Analnfis bieten uns einen reichen. Vorrath von alle 
nen Sägen und Yuflöfungen dar, aus denen man nur!“ 
pafjenden auszuheben, und mit den befonderen Bahr 
mungen jedes Falles einer Relation zu verbinden braus! 
"Daher hat der Gang der neueren mathematischen M 
thode viel gleichförmiges, welches in manchen ir 
leicht nachgeahmt werden Fanm Die Alten. mußt 


—* 
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faſt für jeßen Gag einen eigenen Weg auffinden. Defto 
mehr muß man fi) wundern, wie fie bey. fo wenigen 
- fo einfachen Hülfsmirteln fo vieles "Haben leiften 
fönnen. | 


Ein Umſtand, der mit dem Verfahren der alter 
Geometer, es mochte dafjelbe Syntheſis oder Analyfis in 
der vorhin angegebenen Bedeutung diefer Ausdruͤcke fenn, 
nothwendig verbunden war, ift die ununterbrochene Bes 
trachtung der Figur, und die Aufmerkſamkeit auf diefelbe 
vom Anfange der Schlußfette bis zu Ende, Das als 
gebraifche Verfahren der Meueren erfordert diefe Auf— 
merkſamkeit nur bis zu einem gewiſſen Puncte, bis bahin 
nämlich, wo die in der Vorausſetzung der aufgeftellten 
Trage, es mag dadurch der Erweis eines Lehrfages oder 
die Auflöfung einer Aufgabe gefucht werden, enrhaltenen 
Bedingungen analytifch ‘oder durch Oleichungen ausges 
druckt find. Von diefem Puncte an nämlich beginne das 
eigentliche Sefchäft der Algebra, woben man der Berradys 
tung der Figur ſich ganz überheben fann, und nicht eher 
zu derfelben zurückzufehren braucht, als um das Reſultat 
der algebraifchen Operationen auf diefelbe zur beziehen und. 
geometrifch zu deuten. In den neueften Zeiten har man 
die algebraifche Behandlung geomerrifcher Gegenitände 
dadurch von der Verrachtung der Figur noch unabhänr 
giger zu machen gefucht, daß man bie Lage aller Puncre 
im Raume, und damit auch den Zug gerader ſowohl als 
frummer Linien, und die Verbreitung ebener und ges 
kruͤmmter Slächen in demfelben durch Evordinaten, wozu 
man in der Regel rechrwinflige wähle, beitimme, uͤbri— 
gens aber diefelbe Maxime, welche die alten Geomerer 
rückfichrlich der Einmifchung der Arithmetik in die Geos 
merrie beobachteten, iin Hinficht der Zuziehung der eos 
merrie befolgt, d. h., nur die zur Aufitellung der Funda— 
mentalgleihungen unumgänglich noͤthigen allgemeineren 
Saͤtze der Geometrie, welche unmittelbaren Bezug auf 
die Eoordinatenmerhode haben, in Anwendung bringt, 
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ohne erſt vorlaͤufige Conſtructionen zu machen, und de 
burch die Anwendung fpeciellerer Saͤtze vorzubereiten. 
Diefes Verfahren ift ed, welches man jetzt gemöhnlid 
unter der Benennung Des analytifchen verficht, un 
ſolches dem geomerrifchen ganz auf Betrachtung ie 
Figur gegrimderen Verfahren ber alten Geqmeter, de 
den Damen des fynthetifchen bekommt, entgege— 
fest. Es ift durch feine Finfachheit und Gleihformis 
feit, fo wie durch die Eleganz, die «6 in der Behar) 
lung zulaͤßt, gleich bewundernswerth, durch feine groß 
Ausdehnung und Staͤrke aber verdient es den Votu 
vor dem ſynthetiſchen Verfahren der Alten. Die 
Vorzug verdanft e8 unfer andern mit dem Gehraus 
der entgegengefegten Größen. 


Die Einfachheit der. Eonftructionen nämlich, te 
‚durch nach der alten Syntheſis die Beſtandtheile u 
Beweiſes verbunden werden oder bad Gefuchte hen 
gebracht wird, macht es nothwendig, jeden Fall e 
Größenverbindung, worin bie Lage der Linien eine 5 
dere ift, befonders vorzunehmen, Die neuere Take 
matif begreift durch den Gebrauch des Entgegengkt 
ten alle verwandten Faͤlle unter einer einzigen lla— 
fuhung,, die an einem der verwandten ale ange 
und mit der gehörigen Veränderung der Borjui 
— und — auf alle übrigen angewandt wird. det 
Verfahren kuͤrzt die Unterſuchungen fehr ab, mar“ 
die Betrachtung ber einzelnen alle augenſcheiule⸗ 
iſt, weil ſie jeden ſinnlich darſtellt. Überhaupt, 
die Syntheſis der Alten keine. Nehnungsformeln # 
braucht, fondern jeden Schritt zur Anfchauung dr 
ift fie befriedigender als die Methode ber Treneren, 
aber dennoch eben die Gewißpeit gewährt, wenn au 
ſie gehoͤrig gefaßt hat, und einſieht, wie das Beſonde 
im Allgemeinen enthalten iſt, und daher wieder auf M 
Betrachtung eines befonderen Falls jeden andern 
darſtellen kann. 
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Dadurch, daß bey der Behanblungsare in der 
Nathematik der Alten der Beweis jedes Gases und 
ie Auflöfung jeder Aufgabe eine eigene Verknuͤpfung 
on Sägen und Eonftructionen hat, ift es oft ſchwer, 
en Weg, auf welhem ein Beweis oder eine Auflöfung 
efunden find, aufjufpüren. Daher Heißt Syntheſis 
uch überhaupt das Verfahren, wobey die Kette von 
Schlüffen, die zu einem Gage oder einer Auflöfung ges 
ühre haben, nicht bemerkbar ift, fo wie Analnfis im 
Hegenfage die Darlegung der ganzen Kolge von Sägen 
md Conſtruetionen, in welcher das Vorgetragene ges 
unden iſt. | 


In diefer Ruͤckſicht ift Analyfis mit der heuriſti⸗ 
hen Methode einerly. Newtons Principien find 
in fnnehetifch abgefaßtes Werf, indem ihr Verfaſſer 
‚anz und gar feine Spur des Weges gelaffen hat, auf 
velchem er zu feinen großen und wichtigen Entdecfungen 
jelange ift, fondern bloß die Säge und Auflöfungen mie 
hren auf die Betrachtung der Kigur gegründeten Bee 
veifen ‚aufitellt, bie aber Wolfs Lirrheile nach doch 
nicht die ächte Form der ſynthetiſchen Yeweife der als 
en Geomerer haben. In einem noch höheren Grade 
ile diefes Urteil von Hermanns Phorononie. Kuler 
lagt daher in ber Vorrede zum erſten Theile feiner 
Iteren Mechanif, daß er durch das Studium dieſer 
Berfe nicht in den Stand geſetzt worden fen, Aufgas 
en, welche nur in etwas von ben in ihnen aufgelöften 
erfchieden geweſen wären, für fich aufzuldfen, ohngeach— 
ee er die gegebenen Auflöfungen ſehr wohl gefaßt zu 
aben geglaubt Hätte. Mit dem, was hier ber New— 
ons Prineipien erinnere ift, ſtimmt Laplace's Urtheil 
ı der Exposition du systeme du monde, Liv. V., 
hap. 5., wo dieſer große Marhematifer zugleich die 
Spnthefis mit der Analyfis vergleicht, überein. Man 
arf jedoch hierdurch fich nicht etwa auf die Meinung 


ringen laffen, als ob Newton das analytiſche Verfah⸗ 
Kkk 
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ren nicht in ſeiner Gewalt gehabt haͤtte. Die Aufl: 
fungen, welche er in der Arithm, univers, Probl. LXI 
von einigen die Beſchreibung der Kegelfchnitte berreffen- 
den Aufgaben giebt, zeigen dad Gegentheil. Sie find 
rein analytifh und haben eine große Eleganz. Indeß 
find Newtons Vorliebe für das fontherifhe Verfahren 
der Alten, feine Empfehlung deflelben und eigenes Bey—⸗ 
fviel Veranlaſſung geworden, daß die Engländer lange 
Zeit fat ausfchlieglich jenes Verfahren auch außerhalb 
der Geometrie angewande, und die Nechnung immer 
ern mit der Zeichnung verbunden Haben. So ift 
miths Optik ein durchaus fnnthetifches Werk, welches 
Käftner in den algebraifchen Vortrag gebracht bat. 


Um das, was vorhin über das Wefen der anal 
tifchen Geometrie bemerkt worden, durch ein Beyſpiel 
zu erläutern, foll der in dem Xrtifel, Kreis, 49. ent 
Galtene Gag, daf die Summe der Duadrare von da 
Segmenten zweyer ſich rechrminflig ſchneidenden Sch 
nen des Kreiſes fo groß iſt als das Quadrat des Durk 
meſſers, dienen, indem hier ein analytiſcher Beweis 
deſſelben folgt. 

Man lege alſo die Abſciſſenlinie durch den Mit 
telpunet des Kreiſes, und nehme den Mittelpunet ſelbſt 
sum Anfange der rechtwinkligen Coordinaten x, y, ſo 
ift Die Gleichung für den Kreis, wenn r den Halb 
mefjer bezeichnet | 

I. xx+$yy=ır 

Die Gleichung für eine gerade, deren Abſtand vom Ans 
fangspuncte der Covrdinaten d ift, und ben toelcher d 
‚mit der Abfeiffenlinie den Winfel « einfchließe, ift 

I. xcose+ysina=d 
Eben fo ift die Gleichung für eine andere gerade, für 
welche d’, a’ das find, was für die erite d, a waren, 

xcosa'-ysina =d %, 
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Da die zweyte Linie die erſte rechtwinklig ſchneiden ſoll, 
o it a'—=g0°-+a, alſo die Gleichung für die zweyte 
inie 
| III. —xsina-+ ycosa=d! 

(us II. und III, ergeben fich die Eoordinaten a, b 
es Durchſchnitts der beiden geraden 


a=dcosa—d'sin« 
b=dsina-+d'cos« 


{us I, und EHI, aber erhält man für die Coordinaten 
I, Y des Durchfchniets der. erften geraden mic dem 
vreife 
X=dcosa +(r— da): sin.« 
Y=-dsina 7 (rr — dd)’ cos & 


selches zeigt, daß zur Möglichkeit zweyer Durchſchnitts⸗ 
unete, dergleichen bei einer Sehne Start haben, d<r 
eyn muß, Die Quadrate von den Stuͤcken der erſten 
jeraden, welche zwiſchen den Durchfchnittspuncten Ders 
elben wit dem Kreife und dem gemeinfamen Durch: 
hnitt beider geraden enthalten find, find (K'—a)* 
> CY’ —b)? nd X’— a)? + (Y’—b)’, wo X’, Y‘ 
ch auf den einen, X“, X“ auf den andern Durch⸗ 
hnittspunet beziehen. | 


Es ift nah Subſtitution der obigen Werthe 

Ka) + (Y—b (ld +Y r — dd))' 
nd KXt—a) + (Vb—(d’ —Y(er—dd)): 
daher a 


Ka) HMI Era) + bt 
—2d’d’-arr—2dd. 


lm die Summe der Quadrate von den Stuͤcken 
er zweyten geraden, welche zwiſchen den Durchſchnitts⸗ 


x 
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puncten derſelben mit dem Kreiſe und dem Puncte x 
Durchſchnitts beider geraden enthalten find, zu haben 
darf man in dem eben gefundenen Ausdruck nur d un 
d’ mit einander vertaufchen, und es wird diefe Gumm 
—2dd--2rr—2dd, Daher ift die Summe wı 
ben Quadraten aller vier zwifchen den Durchſchnitte du 
beiden geraden und ihren Durchfchnittöpuneten mit va 
Keeife enthaltenen Segmente =4rr=—(2r)?, weh! 
zu beweifen war, 


Diefer Beweis gründet fih bloß auf die befam 
rundeigenfchaft des Kreifes und auf die Lehre von vı 
Ähnlichkeit der Dreyecke, vermittelft welcher der ji 
zugene Pythagoriſche Lehrſatz bekanntlich dargethe 
werden kann *). Zugleich erhellt, daß, da rüdjic‘4 
der Coordinaten a, b weiter feine Bedingung Ei 
hat, als a +b’= d? 4 d“, d. i. <ar*, der Die 
fhnittspunet der beiden geraden auch auferhalt ® 
Kreifes fallen Fann, wofern nur fein Abſtand vom!’ 
telpuncte nicht größer ald die Seite des eingeſe⸗ 
benen Quadrate iſt. 


Vergleicht man mit diefem Beweiſe den gu” 
trifhen in dem angezogenen Art., fo erfcheint der “ 
tere viel kuͤrzer. Allein es find auch bey demii“ 
mehr SHülfsfäse gebraucht, und die durch den Pr’ 
gorifhen Lehrſatz ſchon reducirte Summe von AF 
+EB’-EC’}ED* (Th. II/ Fig, 20,) ned 
fer rebucire worden, Fälle man übrigens vom Ti” 
puncte des Kreifes auf die Chorden oder Gut 
Perpendikel, fo laͤßt fih dem obigen algebreitt 
Beweiſe vermittelſt des gten und roten Gage 4 
zweyten Buche des Euflives eine mehr geomitrld 
Korm geben. 


*) Nicht umgekehrt, wie man wohl glauben Eönnte- di ’ 
commenfurabilität ſteht diefer Derlsitung im Wege. 
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Als ein Beyſpiel einer wahrhaft analytiſchen Auf⸗ 
loͤſung einer geometriſchen Aufgabe weiß ich kein beſſeres 
anzufuͤhren, als die Aufloͤſung, welche Gauß in der 
Monatl. Correſp. B. XXII. ©: 112 u, folgg. von 
ber Aufgabe, in ein gegebenes Viereck die größte El⸗ 
lipfe, welche bie vier Seiten des Vierecks berührt, zu 
befchreiben, gegeben bat. Ks ift dabey von den Eigen: 
fchaften der Ellipfe weiter keine in Betracht gezogen, 
als die, welche der von Euler in der Introduction, 
DB, IE $. 144. zuletzt erwiefene Satz ausfagt. Die 
von mir ebendafelft S. 227 mitgerheilte Auflöfung 
braucht mehr vorbereitende Konftructionen und Huͤlfs⸗ 
fäge von ber Ellipſe, und darunter einen entfernteren ; 
fie Eann daher niche als rein analytifh angefchen 
werden. | Ä 


Wenn bie zur Erfindung bes gefuchten Größe 
einer Trage nörhigen Beftimmungen von diefer Größe 
felbft wieder abhängen, dann ift die Aufgabe eigentlich 
analytifch, und kann nur durch die algebraifche Merhode 
auf dem Fürzeften Wege aufgelöfet werden. Um 5. B. 
die Kraft zu beſtimmen, welche der Grundlinie einer 
fchiefen Ebene parallel wirfend einer gegebenen Laſt auf 
Derfelben und zugleich der Start habenden Reibung 
das Gleichgewicht hält, muß man zue Beltimmung 
der Reibung den Mormaldruck auf die fchiefe Ebene 
Fennen. Diefer Druck hängt aber mit von der gefuch: 
ten Kraft ad. Will man hierbey fo verfahren, daß 
man fucht, um wie viel die zum Gleichgewicht ohne 
Reibung erforderlihe Kraft vermehre werden muß, um 
zugleich die Reibung zu überwältigen, fo verfällt man 
auf eine unendliche Reihe, weil das, was man der Kraft 
zulegt, um bie von ihr und der Laſt herrührende Neir 
bung zu überwinden, wieder neuen Druck und damit 
auch neue Reibung hervorbringt. Die Beſtimmung 
der Zeit des Auf⸗ und Untergangs des Mondes gehoͤtt 
gleichfalls Hierher. Alm fie zu machen, muß die Abwei— 


886 Syſtem, wiſſenſchaftliches. 


chung des Mondes zur Zeit bes Aufs und Lintergangz, 
welche aber noch gefucht wird, bekannt ſeyn. Man ſehe 
hierüber 'eine Bemerkung Kaf. Bernoulli’s zu Hus 
gens Schrift, De ratiociniis in Judo aleae, Prop. 
XIV. in der Ars conjectandi ©. 47 u.48. Lambert 
rechnet in dem Aftron. Jahrb. für 1780, ©. 47, IL,” 
Trage nach der Zeit, wo ein Paar Planeten einander 
bedecken oder nahe bey einander vorbeygehen, zu den um: 
gefehreen oder eigentlih analytifhen Aufgaben der 
Sternfunde, 


Syſtem, wiflenfchaftliches, iſt eine ger 
nete Sammlung in einander gegründerer Wahrhriter 
von einerley Art und Beſchaffenheit. So begreift ein 
Syſtem der Aftronomie alle befannten Hauptfäge übe 
die Bewegung der Himmelsförper in ihrem natürlicen 
Zufammenhange, d. i. von ben einfachften und alas 
meinften Erfcheinungen der täglihen Bewegung an & 
zu der zufammengefegteren des durch gegenfeitige I 
ziehung mannichfaltig geflörten und modificirten Pi 
netenlaufs, 


Der Hauptzweck eines wiſſenſchaftlichen Spſten 

geht auf die Verknuͤpfung der Wahrheiten unter dw 
ander und zu einem Ganzen. Hieraus ergeben ſich de 
Haupteigenſchaften befelben, welche find: Gründlis- 
feit, Ordnung und Deutlichfeit, Die erfte ift durd 
die Benennung, wiffenfehaftlihes Syſtem, feit 
bedingt, und fann ohne Drbnung oder Mierhode, mr 
durch das Begründende dem dadurch Begruͤndeten, de 
Einfachere dem Zufammengefesteren, das Allgemeinen 
dem Beſonderen vorangeht und zur Grundlage dient, 
nicht beflehen. Eben fo wenig aber auch ohne Deut 
lichfeit. Denn ohne deutliche Grundbegriffe und ohre 
klare Binfihe in den Zufammenhang der Wahrheiten 
finder feine Gewißheit Statt; ungewiffe Erkenntniſe 
ſind aber ganz unbrauchbar. 
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In einem wiſſenſchaftlichen Syſtem muß ſo we⸗ 
nig als moͤglich unbewieſen bleiben. Dieſes erfordert 
der Begriff der Wiſſenſchaft. Daher darf die Anzahl 
der Axiome nicht ohne Noth vermehrt, ſondern ſie muß 
vielmehr auf die moͤglich kleinſte gebracht werden. 
Dieſe find aber beym Vortrage des Syſtems insge⸗ 
ſammt deutlich und beſtimmt anzugeben, damit jeder in 
den Stand geſetzt werde, die Tuͤchtigkeit des Grundes, 
worauf das Gebaͤude ruht, ſelbſt zu unterſuchen. Ar⸗ 
chimedes hat dieſes unter andern in den Buͤchern vom 
Gleichgewichte ſorgfaͤltig beobachtet, und die Principien, 
worauf er die Lehren des Gleichgewichts am Hebel und 
vom Schwerpuncte gruͤndet, genau und vollſtaͤndig ans 
gegeben. Die neueren Lehrbücher der Statik verfahren 
Bierin nicht immer fo gewiffenhaft. | | 


Zur leichteren Einfiht in den Zuſammenhang der 
Wahrheiten eines wiffenfchaftlichen Syſtems dient es 
gar fehr, daß jeder Gas abgefondert für fih und fo 
viel als möglih rein, d. h., ohne Bezug auf einen 
individuellen Fall, vorgetragen werbe, weil dadurch die 
Verbindung zwifchen der Hypotheſis und Thefis oder 
jwifchen den Daris und dem Gefuchten bemerklicher, 
und fo die Anwendung des Gates erleichtert wird. 
Die Art: des Vortrages, welche die alten Geometer 
erwählt haben, ift Beine Pedanterey, wie manche vor: 
nehmthuende mathematifche Schriftfteller vorgeben, fon: 
bern befördert in der That das richtige Auffafjen der 
Wahrheiten. Euler hat diefelbe in feinen willen: 
ſchaftlichen Syftemen überall, wo es anging, faſt uns 
verändert beybehalten. 


Die Anorbnung ber verfchiedenen Theile eines 
Syſtems wird am beften durch die Eintheilung des 
Hauptobjects beſtimmt. Te natürlicher und einfacher 
der Eintheilungsgrund ift, deſto faßlicher und beſſer 
zu überfehen wird das Ganze, und befto leichter fügen 
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fi die einzelnen Theile an einander, Eulers ältere 
Merk über die Mechanik, worin bloß die Bewegung 
der Puncte abgehandelt ift, giebt ein Muſter einer eins 
fachen und natärlihen Anordnung. Daß die ein 
facheren Theile vor den zufammengefegteren abgehandelt 
werben, kann nur in fo fern zur Megel gemacht mer 
den, als fich jene ohne diefe gründlich abhandeln laſſen. 


Beym Bortrage ber einzelnen Säge des Syſtens 
muß oft der fpeciellere Sag dem allgemeineren voraus⸗ 
geben, und ihm zur Orundlage dienen, wenn bas all 
gemeinere zufammengefegter ift als das befondere. Er 
klides beweiſet den allgemeineren Gag, daß Parallels 
gramme auf gleihen Grundlinien_ und von einer 
Höhe einander gleich find, vermittelt des fpeciellern, 
daß Parallelogramme auf derfelben Grundlinie un 
von einerley Höhe einander gleich find. Der ſpecielen 
Satz ift durchaus nörhig, um den allgemeineren darje 
thun, wenn man nicht etwa ben allgemeineren C4 
auf die von Gegner angewandte, minder frenge M 
darthun will. Alphonſ. Borelli hat in feinem 
Euclides restitutus ben fpecielleren Gag nicht beſen 
ders aufgeftelt, Fann ihn aber doch nicht entbehrn, 
fondern ift genöthigt, den Beweis defjelben in den Br 
weis des allgemeineren Satzes zu verflechten, und über 
dies noch einen Satz, die Congruenz der Parallele 
gramme betreffend, vorauszufchicken, wodurch fein Ber 
fahren in der That weitläufiger und minder nett al 

das Euflidifche geworden if. Übrigens wird man 
immer fuchen müflen, bald bie allgemeineren Gäse jı 
gewinnen und aufjuftellen, aus denen die befondern 
. als eben fo vielen Eorollarien und Anwendungen fließen 
3. B. In der Statik find die allgemeinen Gefete des 
Gleichgewichts unter einer beliebigen Anzahl vom Kräfe 
ten, welche nad) irgend welchen Richtungen an den ver: 
fehiedenen Puncten eines Spſtems wirfen, vor allen 
Dingen feftzufegen, und mic ihnen alsdann die bejon 
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deren Beſtimmungen jedes Ralls, wo Gleichgewicht 
Statt findet, zu verbinden. Die neueſten franzöfifchen 
Lehrbücher und Spſteme ber Statik find Mufter diefer 
aͤcht wiſſenſchaftlichen Vehandlungsart, welche in ihnen 
mit großer Confequenz durchgeführt wird, ohne durch 
eine zu umſtaͤndliche Auseinanderfegung in ermüdende 
Weitlaͤufigkeiten auszuarten. 


Drudfebler und Berbefferungen. 


Seite 23 Zeile 2 ift die 3 zu durchſtreichen. 
— 28 — z3 iſt flat 20 in dem mittelſten Fache des zwey⸗ 


— 136 


148 
198 
300 


— 13 dv. u. 


ten Huͤlfsquadrats 6 zu ſetzen 10. 
— 13 lies [yOx für /ydy. 
8 dv. u. — syoX% ye + ) i 
o „(u ) n . 
EA (FF) 


5 u. S. 201 3.31. (Fig. 22.) f. (Fig. 23.) 
54 BAB f. RAB. 


325 find im Mo. 3, die Orbnungszahlen ber arithmetiſchea 


Reihen durchaus um 1 zu groß angegeben. 


329 Zeile 6 . M=Ap" +Bg” f. M+-AP+B4” 


— 10. u. fehlt bie Klammer hinter . 
— 6 v. u. ſchalte man nad: dieſer, das Wort: Weg, ein. 
I u 1 da 
er rel 
— 2 [. Sterdotomie f. Stereonomie. 
— 17 v. u. I. Entwerfungslinien f. Entwerfungeimi 
— 3 v u. l. KM f, LM. 
— 4 v. u. l. PV f. Py. 
— 60. u. ſchalte nach: und, das Wort: hier, ein 
— 15 fehlt die Hinweiſung auf (Fig, 55.). 
— 18 I. (Fig. 63.) f- (Fig. 62.) 
— 27 1. anfehen f. anfegen. 
— 10 fhalte man nad: Gliede, das Wert: an, tik 
— 7X. 8% 9 l. ı+3x+3r° + etc, f. 1*3 
+7x23-+ etc. 
— 8 La=mı f. x=ı 
c © 
— II l. 5 f. 
13 l. (41x f. (41)x. 
- 70. u. I, Summen f. Summe. 
g l. A f. 3 (x—ı) (x+1) 
19 ı 


ou. 


720 


+ fehlt das Minus⸗ Zeichen —— e2 en 


und SPY I im Nenner des Bruchs. 
L.hf.k 
8. +12.x73f. +- 1. 2. 


1 Pin (r—x®) ı APiaxcı-x) 
dr — 
7 v. u. l. 49 f. 1 th 
sv u. l. 
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